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Zagadnienie odwrotne balistyki zewnetrznej
i algorytm wyznaczania parametréw
modeli ruchu pociskow artyleryjskich
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Streszczenie. W artykule opisano regularyzujacy algorytm numerycznego rozwigzywania zagadnienia
odwrotnego balistyki zewnetrznej, czyli wyznaczania, na podstawie danych do$wiadczalnych, wspot-
czynnikow sit i momentéw aerodynamicznych pocisku, przydatny dla kazdego z trzech uzywanych
w balistyce modeli ruchu pocisku osiowosymetrycznego (punktu materialnego, zmodyfikowanego
punktu materialnego i bryly sztywnej). Zaproponowano i przedyskutowano zapis wspotczynnika
sity oporu jako funkeji liczby Macha w postaci funkeji sklejanej trzeciego stopnia, ktorej wartoéci
w wezlach sg elementami rozwigzania zagadnienia odwrotnego. Uzyteczno$¢ i skuteczno$¢ algorytmu
przetestowano na danych ze strzelan z haubicy oraz z mozdzierza i zilustrowano wynikami obliczen
zasiegow pociskow uzyskanych z modelu punktu materialnego.

Stowa kluczowe: mechanika, balistyka zewnetrzna, metody identyfikacji

Symbole UKD: 623.54

1. Wstep

Ruch pociskéw artylerii polowej, stabilizowanych zaréwno obrotowo, jak i brze-
chwowo, najczesciej opisuje sie, stosujac jeden z trzech modeli matematycznych
réznigcych sig liczbg zmiennych zaleznych i przyjetymi uproszczeniami odnosnie
dzialania sit i momentéw aerodynamicznych na pocisk w locie.

W modelu o szesciu stopniach swobody pocisk traktuje sie jako obrotowg bryle
sztywna poruszajaca si¢ w lepkim, $cisliwym gazie (powietrzu) wypelniajacym
trojwymiarowq przestrzen, uwzgledniajac w réwnaniach réwnowage wszystkich sit
i moment6w spowodowanych oddzialywaniami poruszajacej si¢ Ziemi i atmosfery,
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charakteryzujac stan pocisku przez jego polozenie (trzy odlegtosci) i orientacje (trzy
katy) w przestrzeni [1, 2, 3]. W najprostszym modelu o trzech stopniach swobody
pocisk traktuje si¢ jako punkt materialny poruszajacy sie w atmosferze pod wpltywem
sily cigzko$ci i zastgpczej wypadkowej sily aerodynamicznej skierowanej przeciwnie
do kierunku jego ruchu, czesto uwzglednia si¢ rowniez site Coriolisa spowodowang
ruchem obrotowym Ziemi [1, 2, 3]. W modelu posrednim o czterech stopniach
swobody uwzglednia si¢ wszystkie sity i momenty spowodowane oddziatywania-
mi Ziemi i atmosfery, ale orientacje pocisku charakteryzuje sig, biorac pod uwage
tylko zastepczy kat nutacji rOwnowagi dynamicznej, a w bilansie energetycznym
uwzglednia si¢ predkos¢ katowa pocisku wokét osi symetrii [10].

Uzyteczne (semiempiryczne) modele matematyczne dla konkretnych pociskow
i dzial, umozliwiajace symulacje trajektorii pociskow przy réznych warunkach po-
czatkowych i warunkach atmosferycznych, tworzy si¢ przez wyznaczanie wszystkich
wspotczynnikéw sit i momentéw aerodynamicznych wystepujacych w réwnaniach
ruchu. Na ogét przyjmuje si¢ (zob. np. STANAG 4144 [5], STANAG 4355 [6]),
ze mozna je wyrazi¢ w postaci wielomiandw niskiego stopnia (nie wigkszego niz
czwarty) od liczby Macha i kata nutacji jako argumentéw; wtedy ich wyznaczanie
sprowadza si¢ do doboru wspoétczynnikéw wielomiandw jako liczbowych parame-
trow modelu. Innym przydatnym modelem funkcyjnej zalezno$ci wspétczynnikow
oporu powietrza od liczby Macha moze by¢ funkcja sklejana. Aby wyznaczy¢
parametry modelu (ktorych nie mozna zmierzy¢ bezposrednio), trzeba rozwigzaé
odpowiednie zagadnienie odwrotne, w ktérym wyniki prob poligonowych stuza
jako dane wejsciowe, a parametry modelu s3 argumentami funkcjonaléw charak-
teryzujacych zgodnos¢ wynikéw symulacji z wynikami strzelan.

Celem niniejszego artykutu jest przedstawienie ogélnego algorytmu rozwiazy-
wania zagadnienia odwrotnego balistyki zewnetrznej oraz jego weryfikacja w oparciu
o model punktu materialnego ze wspdtczynnikiem oporu powietrza modelowa-
nym funkcja sklejang i danych z prébnych strzelan pociskami ze 122 mm haubicy
281 oraz 98 mm mozdzierza. Metodyka przeprowadzania strzelan poligonowych
omoéwiona jest w pracy [4].

2. Modelowanie ruchu pociskow artylerii polowej

2.1. UKklady wspoélrzednych i zmienne zalezne

Do opisu ruchu pociskéw wzgledem Ziemi stosuje si¢ prawoskretny, ortonor-
malny, kartezjanski uktad odniesienia, zwigzany z Ziemig o poczatku zgodnym
z miejscem stania dziala, oznaczany nastepujaco O,123 (rys. 1). Polozenie osi po-
dluznej pocisku Ox wzgledem wektora predkosci pocisku v (rys. 2) okreslane jest
katem nutacji o, (ang. total yaw angle). Plaszczyzna wyznaczona przez o$ podluzng
pocisku i wektor predkosci nazywana jest ptaszczyzng oporu. Dodatkowo wyko-
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rzystuje sie rowniez uklad zwigzany Oxyz, ktérego osie pokrywaja si¢ z glownymi
centralnymi osiami bezwladnosci pocisku.

Rys. 1. Orientacja uktadéw odniesienia wedtug normy STANAG 4355
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Rys. 2. Okreslenie potozenia pocisku wzgledem wektora predkosci

Przeksztalcen wspolrzednych od jednego uktadu do drugiego dokonuje sig,
mnozac wektory przez macierze przejscia zalezne od katéw miedzy osiami ukladow.
Trajektori¢ pocisku okreslaja w zaleznosci od czasu (tj. jako tréjwymiarowg krzywa
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przestrzenng z czasem jako parametrem): wektor potozenia pocisku w ukladzie
ziemskim X=X, + J-Otu dt, (przy czym r = X -R, jak na rysunku 1) oraz wektor
predkosci wzgledem Ziemi u =u, + I;u dt i wektory przyspieszen. W powyzszych

zaleznosciach X, i u, s warto$ciami poczatkowymi w chwili wylotu pocisku z lufy.
Do obliczen sif i momentéw aerodynamicznych potrzebna jest predkos¢ pocisku
wzgledem powietrza v = u — w przy znanej predkosci wiatru wzgledem Ziemi w.
Do uzyskania dokladnego opisu toru lotu uwzglednia si¢ zalezno$¢: temperatury,
gestosci, ci$nienia i predkosci dzwigku w powietrzu oraz predkosci wiatru, a takze
sity ciezkosci (i wywolanego nig przyspieszenia g) od wysokosci lotu. W row-
naniach ruchu wystepuje tez wektor predkosci katowej obrotu Ziemi w, ktérego
wspoélrzedne w ukladzie odniesienia zwigzanym z Ziemia zaleza od szerokosci
geograficznej i azymutu toru lotu (predkos¢ obrotu Ziemi wokot wlasnej osi wynosi
Q=7,292115-10"rad/ s).

2.2. Model punktu materialnego

W modelu tym (o trzech stopniach swobody — wspdtrzednych polozenia)
przyjmuje sie, ze pocisk idealnie stabilizuje si¢ na torze lotu, czyli 0§ pocisku zawsze
pokrywa si¢ z kierunkiem wektora predkosci pocisku. Zgodnie z zasadg zmiany
pedu, réwnanie ruchu pocisku w uktadzie zwigzanym z Ziemig mozna woéwczas
zapisa¢ nastepujaco [6]:

mu =F, +mg+ mA, (1)

gdzie F, jest sila oporu aerodynamicznego:

F, =—Lapid*C,vv (2)
A = -2w x u jest przyspieszeniem od sity Coriolisa spowodowanej ruchem ob-
rotowym Ziemi, a Cp, jest wspolczynnikiem sily oporu powietrza. Wspolczynnik
dopasowania dono$nosci i, ktdry jest funkcja kata podniesienia lufy dziata QE,
wprowadza sie, aby zapewni¢ zgodno$¢ obliczen numerycznych z wynikami strzelan
poligonowych w calym uzytkowym zakresie katéw QE. Podstawowa niedoskona-
toscig omawianego modelu, w przypadku pociskéw stabilizowanych obrotowo,
jest brak mozliwosci zasymulowania odchylenia bocznego pocisku od plaszczyzny
strzelania spowodowanego derywacja pocisku na torze lotu.

2.3. Zmodyfikowany model punktu materialnego

W modelu tym (o czterech stopniach swobody — wspdtrzednych polozenia
i zastepczym kacie nutacji rtOwnowagi dynamicznej o) rozpatruje sie tylko uprosz-
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czone rownanie rownowagi sit dzialajacych na pocisk o srednicy d i masie m,
wyrzucony z lufy dziata i poruszajacy si¢ w powietrzu, ale uwzglednia si¢ w nim
takze sity spowodowane ruchami obrotowymi pocisku i wektora nutacji:

mu =F,+F, +F, + mg+ mA, (3)

gdzie F, jest sila oporu aerodynamicznego:

F, =—{apid’ (CDO +Cy, (0o )) v )

ze wspélczynnikiem oporu powietrza przy zerowym kacie nutacji Cp, i jego
drugg pochodng po kacie nutacji C;, , oraz wspétczynnikami dopasowania i = f(QE)

i Qp = const.

F, jest sila nosng w plaszczyznie oporu:
F,=—tapd’f, (C, +C, a’) v, (5)

ze wspétczynnikami sity nosnej C, i C, oraz wspdlczynnikiem dopasowania
‘a @

Jo = f(QE).

F,, jest sifa Magnusa:
FM = _%npd3QM pCmag—f (ae x V) (6)

ze wspOtezynnikiem C,,,, ¢ i wspdiczynnikiem dopasowania Q= const.

W przypadku doktadnej identyfikacji wspdtczynnikéw sit i momentéw aerodyna-
micznych oraz warunkéw poczatkowych wylotu pocisku z lufy dziata, wspotczynniki
dopasowania sg réwne jednosci.

Kat réwnowagi dynamicznej a (ang. yaw of repose) wystepujacy w wyrazeniach
na sity aerodynamiczne wyznaczany jest z zaleznosci [10]

81Xp(V><1:1)

ae =—
apd’ (Cy, + Cy @’)V*

przy Oep=o =0, 7)
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gdzie C,, i C,, wspolczynniki momentu wywracajacego, I, jest momentem bez-

wiadnosci pocisku wzgledem jego osi symetrii.
Pr@dkots'c' katowa pocisku wokét osi symetrii p, wyznaczana jest z zalezno$ci
pP=p,+ I pdt, wktorej przyspieszenie katowe spelnia réwnanie
0

. apdty Copin
= 8
p YA (8)

X

2
z warunkiem poczatkowym p, = % (p, jest predkosciag katowa pocisku przy
t

wylocie z lufy o skoku gwintu r(’)wn)fm t. kalibrow).

2.4. Model bryly sztywnej

W modelu tym (o szeéciu stopniach swobody — wspoétrzednych polozenia
i katowych wspolrzednych orientacji bryly) rozpatruje si¢ pelne réwnania réwno-
wagi sil i momentéw sifowych dziatajacych na pocisk (osiowosymetryczng bryte
sztywng) poruszajacy si¢ w atmosferze. W uktadzie wspoirzednych poruszajacym
sie z pociskiem wektorowe réwnania, opisujace zmiane pedu i zmiang kretu pocisku
jako bryly sztywnej, majg posta¢ [1, 3]:

m(a +wp><u)=RA+mg+mA (9)

Ko+ w,xK,=Mp, (10)

gdzie: w, — wektor predkosci katowej pocisku wzgledem $rodka masy;

K, — wektor kretu pocisku wzgledem srodka masy;
R* — wektor wypadkowej sily aerodynamicznej dziatajacej na pocisk;

M, — wektor wypadkowego momentu aerodynamicznego dziatajacego
na pocisk.

Sktadowe sity aerodynamicznej R* w ukladzie zwigzanym z pociskiem Oxyz
oznaczamy kolejno: P, — sita osiowa, P, — sita normalna, P, — sita poprzeczna
i wyrazamy poprzez wspodlczynniki sity aerodynamicznej nastepujaco:

2 2 2
szcxpzv S Py=cypzv S Pzzczpzv S. (11)
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Moment aerodynamiczny M’ ma w uktadzie zwigzanym z pociskiem Oxyz
wartoéci sktadowych réwne kolejno: momentowi przechylajacemu L, momentowi
odchylajgcemu M* i momentowi pochylajacemu N*. Sktadowe te mozna wyrazi¢
poprzez wspolczynniki momentdéw aerodynamicznych nastgpujaco:

PV’

2 2
'=c'P” g4 MAzcj%Sl NAchpTvSl. (12)

Okreslajac polozenie pocisku wzgledem strumienia powietrza za pomoca kata
natarcia a i kata $lizgu 8, wspotczynniki sit i momentéw aerodynamicznych mozna
wyrazi¢ poprzez pochodne tych wspoélczynnikow (bedace funkcjami liczby Macha)
w nastepujacej postaci:

C,=C,,(Ma,Re)+C_,(Ma)a’ +C. 5 (Ma)B’ (13)
C. = C.y(Ma)B +C,,,(Ma)pa (14)
C,=C,,(Ma)a+C, ,(Ma)pp (15)

C/'=Cl(Ma)p (16)
C/ = Ct (Ma)a+C, (Ma)q +C..,(Ma)pB (17)
Cl =Cly(Ma)B+Ch (Ma)r+CJL (Ma) pa. (18)

gdzie: C ,(Ma,Re) — wspolczynnik sity osiowej przy a = 8= 0;

2 aC
C , :%, » :ﬁ , C,=—= — pochodne czastkowe
xa da k) ﬁ Y

wspolczynnikow sktadowych sily aerodynamicznej;

aC; aC, aC; aC; aC,
o o s MG . MG NS

ap ar dq da p
pochodne czastkowe wspdtczynnikéw skladowych momentu
aerodynamicznego;

P*C. 9°C, , n
C,.,=—=, C,;=-—=> — pochodne czagstkowe wspétczynnikéw

zpa

a;a '
sily Magnusa;
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. _9C) . _9C,
npf apﬂ ° mpa apa

momentu wywolanego sita Magnusa;

— pochodne czastkowe wspdtczynnikow

— pd - ql - 7l b .
=2 =L 7 =— — bezwymiarowe skladowe
p Y% q % wy

predkosci katowej pocisku w ukltadzie zwigzanym Oxyz.

3. Zagadnienie odwrotne balistyki zewnetrznej
i algorytm jego rozwiazywania

Wszystkie modele ruchu pocisku maja charakter semiempiryczny ze wzgledu
na koniecznos¢ doboru wspdtczynnikow sit aerodynamicznych C; dla zapewnie-
nia adekwatno$ci i doktadnosci opisu. Wspolczynniki te (jeden w modelu punktu
materialnego, osiem w zmodyfikowanym modelu punktu materialnego oraz jede-
nascie w modelu bryly sztywnej) sa funkcjami liczby Macha i mozna wyznaczy¢ je
z odpowiednio duzg doktadnoscig (bez stosowania w réwnaniach wspétczynnikéw
dopasowania) jedynie jako rozwiazania odpowiednich zagadnien odwrotnych
balistyki zewnetrznej, a nie z pomiaréw bezposrednich.

Ze wzgledu na brak teoretycznej postaci wspdtczynnikow sit i momentéw aero-
dynamicznych pocisku w funkcji liczby Macha, zadanie to daje si¢ rozwigza¢ tylko
poprzez modelowanie ich funkcjami o zatozonej postaci zaleznej od skonczonej
liczby parametréw. Typowymi funkcjami, jakie mozna zastosowac, sa wielomiany
niskiego stopnia (w normie STANAG 4355 [6] sugeruje si¢ wielomiany co najwyzej
czwartego stopnia), wielomiany trygonometryczne lub funkcje sklejane o odpo-
wiednio dobranych wezlach; parametrami liczbowymi, ktore trzeba wyznaczy¢ na
podstawie danych do$wiadczalnych, sg wszystkie wspétczynniki wielomianéw lub
funkgji sklejanych.

Do rozwigzania zadania odwrotnego, jako dane doswiadczalne, mozna wy-
korzysta¢ dowolny skonczony zbidér dyskretnych wartosci elementéw toréw lotu
pociskow ustalonego typu, uzyskanych w wyniku pomiaréw dla réznych fadunkéw
miotajacych (czyli roznych predkosci poczatkowych) i réznych katéw podniesienia
lufy dziata QE. Elementami tymi moga by¢ zaréwno potozenia, jak i predkosci oraz
przyspieszenia pociskdw mierzone w okreslonych chwilach czasu lub punktach
torow lotu. Zasiegi i czasy lotu pociskow okresla si¢ przez bezposrednie obserwacje
i pomiary geodezyjne, polozenia i predkosci lecacego pocisku okresla si¢ z namia-
réw radiolokacyjnych, a przyspieszenia podczas lotu mozna mierzy¢ za pomoca
czujnikéw umieszczonych na pocisku.

W kazdym przypadku zagadnienie odwrotne stawia si¢ podobnie: nalezy na
podstawie danych do$wiadczalnych (otrzymanych z pomiaréw podczas prob-
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nych strzelan) wyznaczy¢ wspolczynniki sit i momentéw aerodynamicznych
(i ewentualnie inne parametry, jak na przyktad kat podrzutu) w taki sposob, aby
elementy toréw lotu symulowanych przez rozwigzanie jednego z powyzszych
ukladow réwnan zgadzaly sie mozliwie najdoktadniej z zadanymi (okreslonymi
podczas strzelan poligonowych). Zagadnienie to mozna postawi¢ jako zadanie
minimalizacji funkcjonatu celu ®, charakteryzujacego podobienstwo (odlegtos¢)
wektora danych doswiadczalnych d’ = (dld ,...,d:) do wektora odpowiadajacych
im wynikow symulacji d* = (dl‘v yeurd) ) i znajdowania parametréw poszukiwanych
charakterystyk pocisku (rozwigzania zagadnienia odwrotnego) jako zbioru wartosci
a’ = (af " S)argument()w a=(a,.., a,) tego funkcjonatu odpowiadajacych
jego najmniejszej warto$ci:

a’ =arg min { ®(a):aeR” } (19)

Funkcjonal podobienstwa wybiera si¢ zwykle w postaci kwadratu wazonej
normy euklidesowej [9]:

q>(a)=%j2}(d" 4 J (20)

ai

z dodatnimi wagami o

Dla danych d; >0 mozna przyja¢ o, =d,a wtedy /@ (a) jest srednio-
kwadratowym wzglednym biedem przyblizenia pojedynczego elementu wektora
danych przez odpowiadajacy mu element wektora wynikéw symulacji. Zalezno$é
d’= d%a) (a tym samym zaleznos¢ ® = ®@(a)) okreslona jest przez uklad réwnan
ruchu pocisku wybranego modelu balistycznego i wybér kontrolowanych elemen-
tow torow lotu pociskéw. Zagadnienie to charakteryzuje sie typowa dla zagadnien
odwrotnych niestabilnoscia, bedaca skutkiem nieciaglej zalezno$ci poszukiwanych
wartoéci parametréw a” od danych i warto$ci funkcjonalu ®@. Aby je skutecznie
rozwigzywa¢ numerycznie, trzeba je regularyzowac [8].

Opracowano algorytm rozwigzywania tak postawionego zagadnienia, uzyteczny
i skuteczny dla wszystkich trzech modeli ruchu pocisku. Zastosowana regularyzacja
(wedlug Tichonowa) polega na zastgpieniu funkcjonalu podobienstwa funkcjona-
tem wygtadzajacym ¥

Y(a)=0(a)+y0(a), (21)

w ktérym funkcjonat stabilizujacy ®(a) jest suma catek kwadratéw pochodnych
wszystkich wyznaczanych funkcyjnych wspoélczynnikéw sit i momentéw aerodyna-
micznych, wyrazonych (tak dla funkcji sklejanych, jak i wielomianéw) za pomoca
odpowiednich podzbioréw elementéw wektora parametréow a, a mata dodatnia
liczba y jest parametrem regularyzacji.
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Zregularyzowane rozwigzanie zagadnienia odwrotnego znajduje sie¢ numerycz-
nie jako wektor parametréw a” minimalizujgcy funkcjonat wygtadzajacy:

a’ =arg min {‘P (a):aeR” } (22)

z odpowiednio wybranym parametrem regularyzacji y.

W algorytmie mozna wyrézni¢ wewnetrzna procedure numerycznego rozwia-
zywania uktadu réwnan ruchu pocisku do wyznaczania trajektorii przy znanych
parametrach modelu ruchu oraz zewngtrzng procedure do numerycznego wyzna-
czania wektora minimalizujacego funkcjonal wygtadzajacy.

Wewnetrzna procedura zostala opracowana jako wariant metody Rungego-
-Kutty czwartego rzedu z automatycznym doborem kroku catkowania (automa-
tyczny dobdr kroku zapewnia zmniejszenie kosztu obliczeniowego bez istotnego
zmniejszenia dokladnosci obliczen).

Zewnetrzna procedura zostala opracowana jako wariant bezgradientowej me-
tody kierunkéw poprawy Powella (bezposredniej metody rachunku wariacyjnego),
z od$wiezaniem kierunkéw minimalizacji i minimalizacja funkcjonatu celu (czyli
funkcjonatu wygtadzajacego) w kierunkach metoda zlotego podziatu. Elementem
zewnetrznej procedury jest tez adaptacyjny doboér parametru regularyzacji, zain-
spirowany kryteriami doboru tego parametru dla liniowych réwnan operatorowych
pierwszego rodzaju wedlug pierwotnego i wtoérnego uchybu.

Nalezy podkresli¢, ze wszystkie modelowe wspotczynniki sit i momentéw aero-
dynamicznych mozna wiarygodnie wyznaczac tylko dla zakresu predkosci pocisku
(liczb Macha) rzeczywiscie reprezentowanych przez dane wejsciowe; ekstrapolacje
poza ten zakres sg zwykle malo dokladne. Przyktad zastosowania przedstawionego
algorytmu podany jest w dalszej czesci artykutu.

4. Wyznaczanie wspdlczynnikéw aerodynamicznych

4.1. Modelowanie wspolczynnika sily oporu

Funkcja wybrana do opisu wspoétczynnika sity oporu (i podobnie kazdego
z pozostalych wspotczynnikéw sit i momentéw aerodynamicznych) w zaleznosci
od liczby Macha powinna umozliwia¢ dobre przyblizenie jego charakterystycznej
postaci przy jak najmniejszej liczbie parametréw modelujacych. Dobrze nadaje
sie do tego naturalna funkcja sklejana trzeciego stopnia, interpolujaca wartosci
wspodtczynnika oporu wyznaczane w procedurze optymalizacyjnej w ustalonych
z gory weztach, rozmieszczonych odpowiednio w analizowanym przedziale liczb
Macha. Naturalna funkecja sklejana trzeciego stopnia, interpolujaca zadany ukfad
par liczb {(ani )}ki (w ktorym £, < t, < ... < t;) jest funkcja, ktora w weztach £, ma

1

wartosci x;, na kazglym z przedzialow <ti,tm>, t =0,...,(k - 1), jest wielomianem
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co najwyzej trzeciego stopnia, jest dwukrotnie rézniczkowalna w sposéb ciagly
na przedziale <to,tk> i ma druga pochodng réwng zeru w krancowych weztach;
zadanie interpolacji taka funkcja sklejang ma jednoznaczne rozwiazanie, gdy
k= 3. Wezty do opisu wspdlczynnika sity oporu wybiera si¢ intuicyjnie, na podstawie
analizy typowych postaci zaleznosci wspétczynnika sily oporu od liczby Macha;
powinny by¢ rozmieszczone gesciej w podprzedziale jego szybkiej zmienno$ci
(0,9; 1,1) i rzadziej poza nim. Parametrami wyznaczanymi podczas rozwigzywania
zagadnienia odwrotnego sg tylko wartosci funkcji sklejanej w wezlach, podczas gdy
do rozwigzywania réwnan trajektorii pociskow wykorzystuje sie takze warto$ci
funkcji sklejanej miedzy weztami. Przyklad takiego modelowania przedstawiony
jest na rysunku 3. Warto$ci wspotczynnika sity oporu Cp, w funkcji liczby Macha
Ma dla modelu punktu materialnego (odczytane z wykresu J13 normy STANAG
4144) zostaly przyblizone funkcja sklejang opartg na szesnastu wezlach (doktad-
nie) oraz funkcja sklejang opartg tylko na o§miu sposrdd tych szesnastu weztow
(niedoktadnie) oraz dodatkowo wielomianem czwartego stopnia dopasowanym
metoda najmniejszych kwadratéw (niedokladnie). Ze wzgledu na podobna postac
zmienno$ci wspolczynnika sity oporu Cp, we wszystkich trzech modelach ruchu
pocisku, przyktad ten $wiadczy, ze zalecane w normie STANAG 4355 przyblizanie
go wielomianem czwartego stopnia moze spowodowac, iz model ruchu bedzie
nieadekwatny i mato doktadny.

0,40

0,35
0,301
0,251 ) ~®

0,20 |

C.\_

0.15 —— Sklejka o 16 wezlach

Sklejka o 8 weztach

Wspétczynnik oporu powietrza

0104 O Wszystkie wezly
0,05 1 o 8 wydzielonych weztéw
—— Wielomian 4. stopnia
0,00 T \ T \
0 0,5 1 1,5 2 2,5

Liczba Macha

Rys. 3. Wspolczynnik sity oporu C,, w modelu punktu materialnego z wykresu J13 normy STANAG
4144 wymodelowany sklejka oparta na szesnastu weztach (dokladnie), sklejka oparta na o$miu
wezlach (niedoktadnie) i wielomianem czwartego stopnia (niedokladnie)
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4.2. Wyznaczanie wspolczynnika sily oporu w modelu punktu materialnego

W modelu punktu materialnego, przy zalozeniu braku wiatru (v =u) i po po-
minigciu malo istotnej sity Coriolisa, w ukladzie zwigzanym z wektorem predkosci
pocisku, réwnania ruchu pocisku przybierajg nastepujaca postac skalarng [1]:

du DF

E:—g—gsine (23)
% =ucos0 (25)
dzz =usinb, (26)

2

gdzie: DF=C, P ; S — sita oporu;

6 — kat pochylenia toru (kat zawarty miedzy wektorem predkosci
a plaszczyzna pozioma);

g(X,)=g, [1 - 2;(2 J — przyspieszenie sily ciezkosci zalezne
A

od wysokosci lotu X,;

8o = 9:80665 [m/s’] — przyspieszenie ziemskie na powierzchni Ziemi;

R, = 6356766 [m] — promien Ziemi.

W obliczeniach nalezy uwzgledni¢ réwniez zalezno$¢ parametréw atmosfery:
temperatury, gestosci powietrza i predkosci dzwieku od wysokosci lotu X, wedtug
zaleznosci jak w Normalnej Atmosferze Artyleryjskiej:

T=T(X,)=288,9-0,006328X, [K] (27)

5,3987
100033 T Y\ ke
p=p(T) 287,05287 T (288,9} Lﬁ} 28)

a=20,056/T [Ma] (29)
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Funkcjonal podobienstwa dla zagadnienia odwrotnego przyjmuje najprostsza
postaé, gdy dane wejsciowe stanowia same zasiegi pociskow X,; przy ustalonych
poziomach upadku pociskéw X,,, dla réznych katéow podniesienia lufy dziala QE
i roznych predkosci poczatkowych (fadunkéw miotajacych):

2
1 & X - X,
O(a)=—) | —"L1. 30
(2) nZL 7 ] (30)
Przy ustalonym ukladzie weztéw funkcji sklejanej interpolujacej wspoéiczynnik
sity oporu Cp, znajduje si¢ wartosci sklejki w weztach (wektor parametréw modelu a),
ktérym odpowiada najmniejsza (w przyblizeniu) warto$¢ powyzszego funkcjonatu.
Rozwigzanie znajduje si¢, stosujac opisany wyzej algorytm regularyzujacy.

4.3. Przykladowe wyniki obliczen
4.3.1. Identyfikacja wspotczynnika sity oporu klasycznego pocisku artyleryjskiego

Prébe identyfikacji wspdtczynnika sity oporu Cp, klasycznego pocisku artyle-
ryjskiego (stabilizowanego obrotowo) poprzez rozwigzanie zagadnienia odwrot-
nego balistyki zewnetrznej (punkt 3) przeprowadzono dla rzeczywistych danych
z probnych strzelan (w atmosferze wzorcowej bez wiatru) pociskami odlamko-
wo-burzacymi OF-462 (o masie 21,76 kg i powierzchni przekroju poprzecznego
S =0,0117 m*) ze 122 mm haubicy samobieznej 251, ktére postuzyty do opraco-
wania tabel strzelniczych [7].

Jako dane wejsciowe do identyfikacji przyjeto zasiggi na poziomie wylotu z lufy
dla wszystkich predkosci poczatkowych odpowiadajacych fadunkom: petnemu,
zmniejszonemu, pierwszemu, drugiemu, trzeciemu i czwartemu oraz katom pod-
niesienia QE = 10°, 25°, 45° i 75° jak w tabeli 1. Wspotczynnik sity oporu zamo-
delowano funkcja sklejang oparta na 21 weztach o wartosciach Ma = 0,2; 0,5; 0,7;
0,8; 0,85; 0,875; 0,9; 0,925; 0,95; 0,975; 1; 1,025; 1,05; 1,1; 1,2; 1,3; 1,5; 1,7; 2; 2,3;
2,7 (punkt 4.1). Dodatkowo modelowano kat podrzutu 7 jako liniowo zalezny od
predkosci poczatkowej pocisku v : 1y + 1, u,. Zastosowano model ruchu pocisku
opisany w punkcie 4.2.

Wyniki identyfikacji wspétczynnika sity oporu pocisku OF-462 przedstawiono
na rysunku 4.

Przebieg tej funkcji (z niewielkimi falszywymi ekstremami dla matych i duzych
wartoéci liczb Macha) jest typowy dla rozwigzan zagadnien odwrotnych. Gdyby za-
stosowano wigksze wartosci parametru regularyzacji, wigksza liczbe weztéw i wzieto
wigksza liczbe danych, te ekstrema zniknetyby, ale kosztem mozliwego przegladzenia
rozwigzania i splaszczenia go w §rodku przedzialu. Aby unikna¢ takich niepozada-
nych efektéw, dobierano warto$ci parametru regularyzacji, zapewniajace stabilno$¢
algorytmu rozwiazywania zagadnienia, ale bez silnego wygladzania rozwigzania.
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TABELA 1

Dane ze strzelan i obliczone za pomoca dopasowanego modelu punktu materialnego dla 122 mm
pocisku OF462 i haubicy 251

Predko$¢ | Katpodnie- |  Zasieg Zasieg Wzgledny K?;Ezld_ K?;Et?ld_

poc[ﬁt/l;?wa sieglliga[lol]lfy rzec[zlyrl:}risty obl;lci]ony bIllqi;i ;)ab;liicze— obliczony | wg tabeli

st [minuty] | [minuty]
275 10 2451 2453,3 -0,0009 -4,4 -5
275 25 5122 5147,2 -0,0049 -4,4 -5
275 45 6325 6279,5 0,0072 -4,4 -5
275 70 3996 3982,9 0,0033 -4,4 -5
334 10 3333 3311,9 0,0063 -2,4 -2
334 25 6747 6763,7 -0,0025 -2,4 -2
334 45 8337 8373,5 -0,0044 -2,4 -2
334 70 5303 5312,5 -0,0018 -2,4 -2
415 10 4190 4188,4 0,0004 0,5 3
415 25 8062 8073,3 -0,0014 0,5 3
415 45 10036 10062,3 -0,0026 0,5 3
415 70 6450 6452,0 -0,0003 0,5 3
491 10 5130 5139,6 -0,0019 32 5
491 25 9312 9294,3 0,0019 32 5
491 45 11520 11493,3 0,0023 32 5
491 70 7411 7423,4 -0,0017 32 5
563 10 6055 6086,4 -0,0052 58 7
563 25 10505 10461,1 0,0042 58 7
563 45 12874 12808,5 0,0051 58 7
563 70 8305 8328,1 -0,0028 5,8 7
687 10 7800 7827,8 -0,0036 10,2 5
687 25 12608 12571,1 0,0029 10,2 5
687 45 15260 15157,2 0,0067 10,2 5
687 70 9962 9997,0 -0,0035 10,2 5
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Rys. 4. Wspotczynnik sily oporu C,, w modelu punktu materialnego, dla 122 mm pocisku OF-462,
wyznaczony jako naturalna funkgja sklejana trzeciego stopnia o 21 wezlach

Minimalizacja funkcjonatu wygtadzajacego zakonczyla si¢ na wartosciach

NEY (a” )z 0,0046 i /@ (a” )z 0,0038. Wyniki symulacji toréw lotu pociskow

za pomoca dopasowanego modelu (obliczone zasiegi i katy podrzutu) zestawione
sa w tabeli 1 z danymi ze strzelan poligonowych. Miara doktadnosci identyfikacji
wspolczynnika sity oporu moga by¢ wzgledne bledy przyblizen zasiegdw, ktore
s3 wyznaczane jako stosunek réznicy miedzy zasiegiem uzyskanym ze strzelan
poligonowych (zasiegiem rzeczywistym) i zasiegiem obliczonym z symulacji do
zasiegu uzyskanego ze strzelan poligonowych (rys. 5).

Uzyskane niewielkie wzgledne bledy przyblizen zasiegéw (ze $rednig arytme-
tyczna odchylen réwna 0,0012) $wiadcza o duzej doktadnosci opisu ruchu poci-
sku artyleryjskiego stabilizowanego obrotowo — modelem punktu materialnego
(istotne jest przy tym wziecie pod uwage adekwatnego modelu atmosfery). Niestety,
dokladnos¢ odtworzenia zasiegéw (Sredniokwadratowa 0,0038) jest jednak nie-
wystarczajaca do konstrukeji doktadnych tabel strzelniczych (powinna by¢ bliska
0,001). Dodatkowo istotng wadg tego modelu jest pominiecie ruchu obrotowego
pocisku i spowodowanej nim derywacji (odchylenia bocznego punktu upadku
pocisku od plaszczyzny strzalu).
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Rys. 5. Rozklad wzglednych bledow przyblizen zasiegéw dla pocisku OF-462

4.3.2. Identyfikacja wspotczynnika sity oporu pocisku stabilizowanego brzechwowo

Przeprowadzono réwniez prébe identyfikacji wspoétczynnika sity oporu Cj,
pocisku stabilizowanego brzechwowo poprzez rozwigzanie zagadnienia odwrot-
nego balistyki zewnetrznej (punkt 3) dla rzeczywistych danych z prébnych strze-
lan (w atmosferze wzorcowej bez wiatru) pociskami mozdzierzowymi (o masie
m = 10,264 kg i powierzchni przekroju poprzecznego S = 0,007543 m?) z 98 mm
mozdzierza.

Jako dane wejsciowe do identyfikacji przyjeto zasiegi na poziomie wylotu z lu-
ty dla wszystkich predkosci poczatkowych odpowiadajacych czterem tadunkom
oraz pieciu katom podniesienia QE okolo 45°, 55°, 65°, 75° i 80° jak w tabeli 2.
Wspolczynnik sity oporu modelowano sklejka opartg na 13 weztach o warto$ciach
Ma = 0,05; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 0,925; 0,95; 0,975 (punkt 4.1).
Kat podrzutu przyjeto réwny zeru, na podstawie probnych obliczen. Zastosowano
model ruchu pocisku opisany w punkcie 4.2.

Wyniki identyfikacji wspdtczynnika sity oporu 98 mm pocisku mozdzierzowego
przedstawiono na rysunku 6. Przebieg tej funkcji mozna skomentowa¢ podobnie jak
przedstawionej na rysunku 4 (punkt 4.3.1). Minimalizacja funkcjonatu wygtadza-

jacego zakonczyla sie na wartoéciach /¥ (ay ~0,0010 i /@ (ay ~0,0009. Wy-

niki symulacji toréw lotu pociskéw za pomoca dopasowanego modelu (obliczone
zasiegi) zestawione sa w tabeli 2 z danymi ze strzelan poligonowych. Wzgledne
bledy przyblizen zasiggdéw przedstawiono dodatkowo na rysunku 7.
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TABELA 2

Dane ze strzelan i obliczone za pomocg dopasowanego modelu punktu materialnego
dla 98 mm pocisku mozdzierzowego

Predkos¢ Kat podniesienia Zasieg Zasieg Wzgledny blad
wylotu [m/s] lufy QE [°] rzeczywisty [m] obliczony [m] | obliczenia zasiggu
154 45 2166 2164,8 -0,0006
154 55,86 2000 2000,4 0,0002
154 66 1600 1601,7 0,0011
154 74,7 1100 1100,4 0,0004
154 80,58 700 700,1 0,0001
154 85 378 377,3 -0,0019
211 45 3764 3767,2 0,0009
211 55,2 3500 3497,9 -0,0006
211 65,76 2800 2799,2 -0,0003
211 74,82 1900 1901 0,0005
211 79,92 1300 1301,2 0,0009
211 85 659 658,1 -0,0014
270 45 5605 5606,3 0,0002
270 55,26 5200 5199,3 -0,0001
270 65,52 4200 4196,2 -0,0009
270 75,06 2800 2799,5 -0,0002
270 80,16 1900 1902,5 0,0013
270 85 987 985,7 -0,0013
325 45 7227 7218,5 -0,0012
325 55,38 6700 6703,4 0,0005
325 65,1 5500 5500,2 0,0000
325 74,76 3700 3700,8 0,0002
325 80,04 2500 2503,9 0,0016
325 85 1285 1283,6 -0,0011

Uzyskane niewielkie wzgledne bledy przyblizen zasiegdw (ze $rednig arytme-
tyczna odchylen réwna 0,0006) $wiadcza o bardzo duzej doktadnosci opisu ruchu
pocisku stabilizowanego brzechwowo — modelem punktu materialnego (istotne
jest przy tym wziecie pod uwage adekwatnego modelu atmosfery); doktadno$¢ od-
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Rys. 6. Wspdlczynnik sity oporu Cj, w modelu punktu materialnego dla 98 mm pocisku mozdzierzo-
wego, wyznaczony jako naturalna funkgja sklejana trzeciego stopnia o 13 wezlach
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Rys. 7. Rozklad wzglednych bledow przyblizen zasiegéw dla 98 mm pocisku mozdzierzowego

tworzenia zasiegdw (Sredniokwadratowa 0,0009) jest wystarczajaca do konstrukeji
dokfadnych tabel strzelniczych. Wynik ten pokazuje, ze model punktu materialnego
jest adekwatny dla prawidlowego modelowania toru lotu rozpatrywanego pocisku
mozdzierzowego.
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5. Podsumowanie i wnioski konncowe

Skonstruowany zostal stabilny algorytm rozwiazywania gtéwnego zagadnienia
balistyki zewnetrznej, czyli zagadnienia odwrotnego polegajacego na wyznaczaniu
nieliniowych funkcyjnych wspoétczynnikéw sit i momentéw aerodynamicznych na
podstawie danych balistycznych z préb poligonowych (na przyktad zasiegéw lub
czasow lotow, a takze potozen, predkosci lub przyspieszen w wybranych punktach
trajektorii) dla kazdego z trzech modeli ruchu pocisku (punktu materialnego,
zmodyfikowanego punktu materialnego i bryly sztywnej).

Wyznaczanie tych wspotczynnikéw zostalo zredukowane do modelowania ich
funkcjami sklejanymi badz wielomianami i obliczania ich parametréw (wspdtczyn-
nikéw wielomianéw lub wartosci funkeji sklejanych w wezlach).

Stwierdzono, ze do doktadnego opisu wspotczynnika sily oporu w zakresie
liczb Macha (0, 3) wielomian czwartego stopnia jest niewystarczajacy, znacznie
lepiej nadaje si¢ do tego funkcja sklejana oparta na co najmniej szesnastu dobrze
dobranych weztach (rys. 3). W modelach zmodyfikowanego punktu materialnego
oraz bryty sztywnej wspotczynniki inne niz sity oporu prawdopodobnie da si¢ ade-
kwatnie opisa¢ wielomianami czwartego stopnia; a zatem trzeba bedzie wyznaczaé
okolo piec¢dziesigt parametrow liczbowych charakteryzujacych kazdy z tych modeli.
W przedstawionym tu przykiadzie (dla pocisku artyleryjskiego OF-462) wyzna-
czano dwadziescia trzy parametry, co ilustruje mozliwo$¢ wykonania podobnych
obliczen dla kazdego z rozpatrywanych modeli ruchu pocisku.

Zagadnienia odwrotne dla poszczegdlnych modeli roznig sie przede wszystkim
zfozonoscig obliczeniowa wewnetrznej procedury rozwigzywania uktadu réwnan
ruchu, ktora jest wigksza dla modeli uwzgledniajacych ruch obrotowy pocisku.

Stwierdzono bardzo dobrg zgodnos¢ zasiegéw zmierzonych i obliczonych
w modelu punktu materialnego dla pociskéw mozdzierzowych.

Wyznaczanie parametréw modeli ruchu dla wybranych pociskéw i dzial na
podstawie danych z préb poligonowych jest przedmiotem dalszych badan.

Praca naukowa finansowana ze $rodkéw Komitetu Badan Naukowych w latach 2004-2006 jako
projekt badawczy 0T00B00127.

Artykut wplyngt do redakcji 11.09.2007 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w styczniu
2008 r.
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Inverse problem of external ballistics and algorithm for determining parameters

of artillery projectile motion models

Abstract. The paper describes a regularising algorithm for numerical solving main external ballistics
problem, i.e., for determining a drag coefficient and coefficients of other aerodynamic forces and
moments, applicable for any of the three axial-symmetry projectile motion models used in ballistics
- point mass, modified point mass, and rigid body models. The representation of a drag coefficient as
a function of Mach number in form of cubic spline with knots being elements of an inverse problem
solution is suggested and discussed. The usefulness and effectiveness of the algorithm have been
tested using the data from howitzer and mortar firings and illustrated with the results of computing
projectile ranges by a point-mass model.
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