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Streszczenie. W artykule zaprezentowano model matematyczny oraz wyniki obliczen ukladu
o symetrii obrotowej, dla ktérego promieniowa sztywno$¢ podparcia wzdluz obwodu nie ma cech
symetrii osiowe;j.

Stowa kluczowe: mechanika — dynamika, lotnictwo

Symbole UKD: 629.735.015

1. Wstep

W dotychczasowej praktyce obliczen inzynierskich krytycznych predkosci
obrotowych, np. turbinowych silnikéw lotniczych, przyjmowano, ze przednia lub
tylna podpora silnika jest nieodksztatcalna lub odksztalcalna (sprezysta) i ma
cechy, tak jak caly obiekt, symetrii osiowej [1, 2]. Przykltadem takiego podparcia
moga by¢ cztery rownomiernie roztozone na obwodzie ciggna sprezyste o kierunku
promieniowym. Sztywno$¢ modelu zastepczego podpory mozna bylo uzna¢ jako
stalg wzdluz obwodu to znaczy, ze podpora jest izotropowa. Analizujac uklady
mocowania silnika do ptyty reduktorowej na $migtowcach (por. rysunki w tab.
3.4 i 3.5) mozna zauwazy¢, Zze podpora nie jest symetryczna wzgledem ukladu
biegunowego (0§ obrotu-promien). Sztywnos¢ podpory jest zatem anizotropowa.
Nizej podano propozycje metodyki matematycznego opisu tego typu podpory,
a nastepnie omdéwiono wyniki analizy numeryczne;j.
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2. Reakcje podpory anizotropowo-sprezystej

Niech jedno z cig¢gien anizotropowego zawieszenia silnika na $migtowcu ma
geometrie usytuowania na kadtubie silnika jak na rysunku 2.1.

Rys. 2.1. Geometria i-tej podpory

Zgodnie ze znanymi réwnaniami wytrzymalo$ci materiatéw, sita w i-tym
ciggnie, m-tej podpory (m-tego wezla) wynosi

Ei4;

Ni = ki Al = AT, (2.1)
a przemieszczenie Al jest rowne
Al =Wy, cos B, + Vi sinf.. (2.2)

Skladowe sity N;" w ciegnie w ukfadzie osi £&-1) wynosza

NE = N7 sin§8,
Ny = N/ cos B,

NE | sin f3, i
N = COSﬁi N (2.4)

(2.3)

lub w zapisie macierzowym:
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Dalej podstawiajac réwnania (2.1), (2.2) do (2.4) i konsekwentnie stosujac zapis
macierzowy, otrzymano

NE sin 3, sin 3, ) VE
= s ki Al = ki p [ sing,, cos B, | =
Ny cos f3, cos f3, W

sin® 3, lsin2ﬂi . (2.5)
-k 2 {V&}.

%sin2ﬁi cos” B3, Wi

Na podstawie wcze$niejszych rozwazan z uwzglednieniem stosownej dla rozpatry-
wanego problemu macierzy Boilea

[0 1 0 0}
B= (2.6)
0010

np. dla deformacji symetrycznych jest

{ VE } =BS{o; =

Wi
cos ma 0 U’
|01 00 sin ma Vo |
_{0 010 } cosma W -
0 cosma | | ¢ (2.7)
U

0 sinma 0 0 Ve m
| it

m
Do

0 0 cosma 0

Przez analogie do (2.7) wektor sit w przekroju a; wynosi
N

NI N"

&i to
=B . 2.8
{N’”} o (28)

ni
m
M,
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Podstawiajac do (2.5) zaleznosci (2.7) i (2.8), otrzymano

N C L, 5 s 5
. N . sm- p; ESln i |:0 sinma 0 O:| {5“1 }
S m [ (0
N, lsin 28, cos’ B 0 0 cosma 0
my) L2
_ | (2.9)
0 sin’B;sinma  —sin2fBcosma 0
—k 2 o
N o)
0 Esin2ﬁsin ma  cos’ B,cosma 0
lub inaczej
B,N=b. (2.10)

Poniewaz Bg nie jest macierza kwadratows, do wyznaczenia wektora N zastosowano
tzw. pseudoinwersje, tj.

N=(B.B,) Blb,

gdzie
0 0 o ol
N= 0 sin’mp ? 0 Bl b=
0 0 cos"ma 0 ’
0 0 0 0
0 0 0 o]"
0 0
0 5 0 0 sin ma 0
| sinmp b= (2.11)
0 0 1 0 0 cosma
cos’ ma 0 0
0 0 0 0]
0 0 K 0 0 0]
. ! 0 0 sin’ g, lsinZﬁi ctgma 0
_| sinma b=k 2 {(yﬂ} .
1 : 1. ¢ Je
0 0 —sin2f, tgma cos” B, 0
cosma 2
0 o | o 0 0 0]
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Ostatecznie zgodnie z konwencja zapisu wlasciwg dla MES mamy

0
Nlm m

N= N:% - [K]. {5} } (2.12)
0

gdzie [K;], jest niesymetryczng macierza sztywnosci ciggna, dang zaleznoscia
(2.11).

Analizujac strukture macierzy (2.11), nalezy zauwazy¢, ze macierz ciegna [K|],
jest symetryczna tylko dla 8; = 0, a dla 0 < 3; < 71/2 jest macierza niesymetryczna.
Komplikuje to rozwigzanie ukladu réwnan algebraicznych MES i wymaga innych
bardziej zlozonych procedur. Catkowanie macierzy (2.11) po obwodzie, tj. po da nalezy
wykonac¢ z wykorzystaniem pseudofunkgji Diraca 6(t) o znanych wtasno$ciach

0(t)=0 dla =0

]it/)(t)é(t)dt:y)(O).

Po tych uwagach dla N ciggien na obwodzie napisa¢ mozna

(2.13)

K,1=3 [ 8(aa K (@)]. de (2.14)

i=l ¢

W nastepnym punkcie przedstawiono i oméwiono wyniki testéw numerycznych.

3. Analiza numeryczna

Wplyw anizotropowosci podp6r na widmo czestosci i postaci drgan zbadamy
na dwoch przykladach. Pierwszy to prosty przyktad testowy w postaci hipotetycz-
nego walu o réznych konfiguracjach podparcia, wirujacy lub nie z uwzglednieniem
precesji prostej lub bez precesji. Analiza rezultatéw pozwoli na ocen¢ zapropono-
wanej metodyki oraz oceng ilosciowego i jakosciowego charakteru zmian badanych
parametréw ruchu.

Drugim przykladem bedzie rzeczywista konstrukeja silnika PZL-10W.

3.1. Hipotetyczny wal

Rozpatrzono wal, ktory jest lewostronnie sztywno podparty, a prawostronnie
podparty jest na podporze podatnej o r6znym stopniu anizotropowosci. Szkic analizo-
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wanej hipotetycznej konstrukgji przedstawiono na rysunku 3.1a. Wyniki zestawiono
w postaci wykresow i tabel, w ktorych btad wzgledny AQ zdefiniowano jako

Q. -9
AQ, =—= 10 . 100[% ], (3.1)

i
i(x—z)

W celu ustalenia uwagi Czytelnika na rysunku 3.1b pokazano geometrig i spo-
sob katowego zwymiarowania polozenia ciggien sprezystych.

gk =1,0427x108 [N/m]

1 X

o<

-
o

Rys. 3.1. Szkic hipotetycznego walu (a) oraz sposéb zwymiarowania ciggien (b)

Pierwszy przypadek obliczeniowy (tab. 3.1) dotyczy podpory o sztywnosci stalej
wzdluz obwodu (podpora izotropowa). Wyniki zestawiono w dziewigciu kolumnach.
Pierwsze trzy dotycza drgan wlasnych, pozostalte obrotéw krytycznych. Rozwiazania
wykazujg symetrie wzgledem dwoch wzajemnie prostopadlych plaszczyzn x-zi x-y,
co potwierdza takze otrzymana wartos¢ btedu wzglednego (0%).

Kolejny test numeryczny dotyczy podpory o czterech réwnomiernie roztozo-
nych na obwodzie ciegnach, lecz nachylonych w stosunku do promienia pod katem
45°. Ta nieznaczna asymetria sztywno$ci podpory uwidacznia si¢ w otrzymanych
wartosciach czestosci drgan i obrotéw krytycznych odnotowanych dla ruchu obiektu
we wzajemnie prostopadlych plaszczyznach. Najwieksze roznice odnotowuje sie
dla drugiej i czwartej postaci drgan (tab. 3.2).

Ostatni test numeryczny hipotetycznej konstrukcji dotyczy duzej asymetrii
geometrycznej i sztywnosciowej analizowanej podpory. W tym przypadku cztery
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ciegna s3 rozfozone nieréwnomiernie na obwodzie i usytuowane pod réznymi
katami w stosunku do promienia. Réwniez ich sztywnosci sa rézne. Podpora
ta konstrukcyjnie odpowiada rzeczywistemu podparciu silnika PZL-10W, ktére
omoéwimy szczegdtowo w nastepnym punkcie. Rozwigzanie zamieszczone w tabe-
li 3.3 charakteryzuje si¢ takze asymetrig parametréw ruchu, tj. czestosci wlasnych
i predkosci krytycznych.

Na rysunkach 3.2-3.5 zilustrowano postaci drgan dla poczatkowej fazy ru-
chu t;,=0. Szczegbélowy opis znajduje si¢ pod rysunkami i nie wymaga dalszego
komentarza, poza stwierdzeniem zauwazalnych réznic w postaciach drgan dla
podpory anizotropowej w stosunku do izotropowej. Reasumujac, nalezy stwier-
dzi¢, ze tatwy w analizie hipotetyczny przyklad testowy potwierdza poprawng
koncepcje sformutowania modelu matematycznego anizotropowej podpory oraz
zgodnos¢ otrzymanych rozwigzan z przyjetym modelem fizycznym analizowanej

podpory.

Mode 1 at 953,2 Hz

e

Mode 1 at 953,2 Hz

Rys. 3.2. Podpora izotropowa, ® = 3000 rad/s, k = +1. Pierwsza posta¢ drgan w plaszczyznie x-y-z (a)
oraz x-z-y (b)
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a) Mode 2 at 1860 Hz

b) Mode 2 at 1860 Hz

H
|
z

— i

Rys. 3.3. Podpora izotropowa, @ = 3000 rad/s, k = +1. Druga posta¢ drgan w plaszczyznie x-y-z (a)
oraz x-z-y (b)

a) Mode 1 at 1050 Hz
i

|

y—u

b) Mode 1 at 977,4 Hz
¥
L,

Rys. 3.4. Podpora anizotropowa, @ = 3000 rad/s, k = +1. Pierwsza posta¢ drgan w plaszczyznie x-y-z (a)
oraz x-z-y (b)
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a) Mode 2 at 1938 Hz

b) Mode 2 at 1900 Hz

Rys. 3.5. Podpora anizotropowa, o = 3000 rad/s, k = +1. Druga posta¢ drgan w plaszczyznie x-y-z (a)
oraz x-z-y (b)

3.2. Silnik PZL-10W

Mocowanie silnikéw do plyty reduktorowej zilustrowano na szkicu zamiesz-
czonym w tabeli 3.5, natomiast rozmieszczenie poszczegdlnych ciegien przedniej
podpory silnika przedstawiono na szczegélowym rysunku zamieszczonym w tabe-
li 3.4, w ktorej zestawiono takze niezbedne do obliczen szczegétowe dane techniczne
polozenia poszczegdlnych ciegien oraz ich sztywnosci.

Obliczenia wykonano w dwdéch wariantach. Pierwszy hipotetyczny — ciggna
rozlozone réwnomiernie (o = 0%, = 90°, a; = 180°, o, = 270°) zgodnie z kie-
runkiem promieniowym (f3; = 0°, i = 1,...,4), a sztywno$¢ ich k; jest stata i réwna
wartoéci $redniej kg, = 2,2801x10° [N/m]. Rozwigzania zestawiono w tabeli 3.5.

Przypadek pierwszy wynikéw obliczen zapisano w kolumnach 4 i 5, a dla po-
réwnania obliczenia wykonano takze dla silnika bez przedniej podpory kolumny 2
i 3. Analiza rozwigzan potwierdza ich fizyczng poprawnos¢. Po pierwsze rozwigzania
s symetryczne wzgledem wzajemnie prostopadlych plaszczyzn (x-z) i (x-y) oraz
obroty krytyczne rosna, gdy istnieje przednia podpora, bowiem wzrasta sztywno$¢
zamocowania badanego obiektu. Wplyw ten jest najwiekszy dla pierwszej postaci
drgan (poréwnaj tab. 3.5, kolumny 6 i 7). Jest to zrozumiale, bowiem pierwsza
czestos¢ drgan wlasnych, jak wykazala szczegétowa analiza numeryczna, ktorej
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TABELA 3.4
& $2
. =4 \053
[ ' ) eﬁ)f (V)
\ \\ — J - B
\ | =\ =
I ) j\ /
3/"'/' —
e
Lp 1 1; o Bi Li EzA1 kizEAi/Li
[m] | [deg] | [deg] | [m] [N] [N/m]
1 1 | 0,058 105 40 0,35344| 7,4692E+07 | 2,1133E+08
2 2 0,058 170 -60 0,35344| 7,4692E+07 | 2,1133E+08
3 3 0,04 -175 0 0,24375| 7,4692E+07 | 3,0643E+08
4 4 0,067 -105 -90 0,40828| 7,4692E+07 | 1,8294E+08
Kered 2,2801E+08

wyniki zamieszczono w pracy [3] jest ,,pierwszg gietna postacig drgan calego sil-
nika”. Pozostale cz¢stos$ci odpowiadajg jego gléwnym zespotom.

Podsumowaniem analizy numerycznej s3 obliczenia dynamiczne calego silnika
na anizotropowych podporach. Wyniki zapisano takze w tabeli 3.5, kolumna 8
i9, a blad wzgledny w procentach w stosunku do wynikéw obliczen dla podpory
osiowosymetrycznej (izotropowej) zawieraja kolumny 10i 11. W przypadku tym
obserwuje si¢ nieznaczne zréznicowanie otrzymanych czestosci drgan w obu
wzajemnie prostopadtych plaszczyznach (desymetria rozwigzania). Wielkos¢ tego
zréznicowania zalezy od numeru postaci drgan, ktorych cztery pierwsze przebiegi
zilustrowano na rysunkach 3.6-3.9.

Jezeli za miare sztywnosci kierunkowej podpory anizotropowej przyjmiemy
warto$¢ energii odksztalcenia sprezystego odniesiong do jej maksymalnej warto-
$ci, to na wykresie biegunowym (polarnym) obserwuje si¢ dla danych z tabeli 3.4
i obcigzenia konstrukgji jednostkowym przemieszczeniem symetrycznym charakter
zmiany tej wielkosci jak na rysunku 3.10. Z wykresu tego mozna odczyta¢, ze gléwne
centralne osie bezwtadnosci sg obrécone o okoto 38° w kierunku przeciwnym do
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Rys. 3.6. Pierwsza posta¢ drgan silnika PZL-10W na anizotropowej przedniej podporze: a) drgania
w plaszczyznie (Oxz), ), = 465,4 Hz; b) drgania w plaszczyznie (Oxy), Q, = 459,2 Hz

a)

Rys. 3.7. Druga posta¢ drgan silnika PZL-10W na anizotropowej przedniej podporze: a) drgania w
plaszczyznie (Oxz), Q, = 509,5 Hz; b) drgania w plaszczyznie (Oxy), Q, = 513,2 Hz
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Rys. 3.8. Trzecia posta¢ drgan silnika PZL-10W na anizotropowej przedniej podporze: a) drgania
w plaszczyznie (Oxz), Q; = 574,9 Hz; b) drgania w plaszczyznie (Oxy), Q5 = 581,9 Hz

Rys. 3.9. Czwarta posta¢ drgan silnika PZL-10W na anizotropowej przedniej podporze: a) drgania
w plaszczyznie (Oxz), Q, = 622,8 Hz; b) drgania w ptaszczyznie (Oxy), Q, = 632,0 Hz



Wplyw anizotropowosci podpér na krytyczne predkosci obrotowe silnika... 121

ruchu wskazowek zegara, co uzasadnia od strony jakosciowej poprawno$¢ otrzy-
manych rozwigzan.

270

Rys. 3.10. Zmiana wzdluz obwodu bezwymiarowej energii odksztalcenia sprezystego podpory ani-
zotropowej

Podsumowanie

Analiza otrzymanych rozwigzan potwierdza poprawnos¢ koncepcji i matema-
tycznego opisu podparcia, ktére nie wykazuje cech symetrii osiowej. Zawieszenie
silnikéw turbosmiglowych na $migtowcach w przypadku przedniej podpory
charakteryzuje si¢ prawie zawsze tego typu sposobem podparcia (por. wezet A na
szkicu w tabeli 3.5 oraz jej realizacj¢ praktyczng zilustrowang na szkicu w tabe-
li 3.4). Podpora tylna B na rysunku w tabeli 3.5 to typowe wielosrubowe potaczenie
kolnierzowe do masywnej obudowy reduktora. Stad wiele testéw numerycznych,
ktorych wyniki zamieszczono w tabeli 3.5, pozwala na sformutowanie nastepujacych
wnioskéw przydatnych w procesie konstrukcyjno-obliczeniowym:

1. Wplyw przedniego podparcia nieznacznie zwieksza podstawowe czestosci
drgan wlasnych badanego obiektu (por. tab. 3.5, kolumny [2-3] z [4-5]), lecz
jego istnienie jest niezbedne ze wzgledu na wielko$¢ przemieszczen promie-
niowych w plaszczyznie wezla A.

2. Anizotropowos¢ przedniego podparcia ma nieznaczny wplyw na asymetrie
rozwigzania, co wynika z bardzo sztywnego podparcia wezla B, a szczegélowo
zostalo opisane wyzej.
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3.  Wielkos$¢ asymetrii rozwigzania uzalezniona jest od postaci drgan, co zilustro-
wano w kolumnach [10-11] tabeli 4.5, a takze na rysunkach 3.6-3.9.

W ostatecznej konkluzji nie nalezy jednak stwierdzi¢, ze w kazdym przypadku
obliczen inzynierskich mozna poming¢ anizotropowo$¢ podparcia i zastapi¢ go
jego prostszym modelem — podparciem izotropowym, ktére nie desymetryzuje
macierzy sztywnosci podporowej, co upraszcza schematy numerycznego rozwia-
zywania. Gdyby podpora B byla mniej sztywna i jednocze$nie charakteryzowata sie
anizotropowym sposobem podparcia, to nawet w ramach przyblizonych obliczen
inzynierskich fakt ten nie méglby zosta¢ pominiety bez szkody dla doktadnosci
obliczen.

Artykut wplyngt do redakcji 16.11.2007 1. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w styczniu 2008 1.
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Abstract. The paper presents mathematical model and calculation results for a rotational symmetry
system, the support radial stiffness of which, along the circuit, has no axial symmetry.
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