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Streszczenie. W pierwszej czesci pracy rozwigzano analitycznie problem propagacji ekspandujacej
kulistej fali naprezenia w $cisliwym, sprezystym izotropowym osrodku nieograniczonym. Fale wyge-
nerowano dynamicznym obcigzeniem wytworzonym w kulistej kawernie. Dla statego cisnienia nagle
wytworzonego uzyskano analityczne zamkniete wzory, ktore okreélaja dynamiczny stan mechanicznych
parametréw o$rodka. Obszerng analize tych parametréw w czasie (f) i przestrzeni () dla réznych
wartosci liczby Poissona (v), reprezentujacej $cisliwo$¢ o$rodka, przedstawiono w drugiej czeéci pracy.
Wykryto anormalny wplyw liczby Poissona w otoczeniu wartosci v = 0,5 (sprezysta niescisliwos¢
o$rodka) na parametry ekspandujacej fali naprezenia.

Stowa kluczowe: Ekspandujaca kulista fala naprezenia, izotropowy oérodek liniowo-sprezysty,
obcigzenie dynamiczne

Symbole UKD: 534.222.2

1. Wprowadzenie

Czesto w teoretycznych analizach dynamiki otoczek (lineréw) obcigzanych
wybuchowo pomija si¢ $ci§liwo$¢ ich materiatu [1-10]. Uproszczenie to w sposob
istotny ufatwia konstrukcje analitycznych rozwigzan wielu zagadnien granicz-
nych. Jednak z drugiej strony ta idealizacja rzeczywistego ukladu fizycznego
powoduje pominigcie proceséw falowych przebiegajacych w linerze. Natomiast
wyniki analiz teoretycznych [11-14] i badan eksperymentalnych [15, 16] poka-
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zujg, ze zjawiska falowe maja istotny, jakosciowy i ilosciowy wplyw na proces
napedzania lineréw.

Biorac pod uwage wyniki tych publikacji oraz potrzeby mechaniki wybuchu
w zakresie dynamicznych zagadnien granicznych, w niniejszej pracy zbadano
teoretycznie wplyw $cisliwosci sprezystego osrodka izotropowego na parametry
ekspandujacej kulistej fali naprezenia. Fale wygenerowano naglym wzrostem ci-
$nienia wewnatrz kulistej kawerny o poczatkowym promieniu r,, znajdujacej si¢
w izotropowym o$rodku sprezystym. W pierwszej czesci pracy uzyskano zamknigte
analityczne rozwigzanie problemu. Dla naglego obcigzenia powierzchni kawerny
stalym ci$nieniem p, wyprowadzono analityczne wzory okreslajace w zamknietej
postaci parametry ekspandujacej kulistej fali naprezenia. Obszerng, ilosciowa
i jakosciowq analize tych parametréw w czasie i przestrzeni dla réznych warto$ci
liczby Poissona v reprezentujacej $cisliwos¢ osrodka, przedstawiono w drugiej cze-
$ci pracy. Wykryto anormalny wplyw liczby Poissona w otoczeniu wartoéci v = 0,5
(sprezysta niescisliwos¢ materiatu) na parametry fali naprezenia.

Przedstawione w pracy wyniki badan teoretycznych mozna wykorzysta¢ na
przyklad do oceny dynamiki kulistych oston balistycznych [10]. Stanowig one
réwniez skromny przyczynek uzupelniajacy wiedzg o propagacji niestacjonarnych
fal naprezenia w izotropowym osrodku sprezystym.

2. Sformulowanie problemu

Rozpatrzymy propagacje sprezystej fali naprezenia w nieograniczonym osrodku
izotropowym w ramach liniowej teorii sprezystosci [17]. Fala generowana jest przez
ci$nienie p(t) wytworzone w kulistej kawernie o poczatkowym promieniu r,. Ze
wzgledu na kulistg symetrie rozwigzanie problemu bedzie zalezato tylko od dwoch
zmiennych niezaleznych, wspoélrzednej Langrange’a r i czasu t.

Stany naprezenia i odksztalcenia w osrodku otaczajacym kawerne reprezen-
towane sg przez nastepujace sktadowe glowne:

o, — naprezenie promieniowe (radialne),

0, = 0p — naprezenia obwodowe (styczne),

g, — odksztalcenie promieniowe (radialne),

&, = &g — odksztalcenia obwodowe (styczne).

Pozostale skladowe tensordw naprezenia i odksztalcenia w tym uktadzie
wspolrzednych sg réwne zeru.
Zgodnie z liniowq teorig sprezystosci [17] mamy nastepujace relacje:

ou u
E =—, E =&, =— 2.1
"or R 1)
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o, =2ue, +l(€r +2€¢): (Qu+A)e, +2%e, =

ou u (22)

=(2u+A)—+24A—

( a )ar i r’

aw=2ﬂe¢+/1(e,+2£¢)=2(u+/1)e¢+/18,=

u ou (2.3)

=2 Ay—+A—

(,u+ )r+ or’
vz%, (2.4)

gdzie u jest radialnym przemieszczeniem osrodka, v — predkoscig masowa, nato-
miast A i 1 oznaczaja stale Lamego:

vE E

T @) (i-2v) AEEY(FEDY

Z kolei symbole E i v oznaczaja odpowiednio modul Younga i liczbe Poissona.
Roéwnanie ilosci ruchu dla matych odksztalcent ma postac:

52 2(0 -0 )
“or ar

(2.5)

(2.6)

gdzie p, jest poczatkowa gestoscia osrodka.

Po podstawieniu w réwnaniu (2.6) wyrazen dla o, i o, — wzory (2.2)1(2.3)
oraz po dokonaniu przeksztalcen, otrzymuje sie:

82 2 o0’u ) (1 ou u )
S o ey 2.7
o = . ror r (2.7)
gdzie
2 2 2 E
_ v 2 ==, 2.8
(1+»)(1- 21/)% “ Do 8

a jest predkoscia propagacji kulistej fali sprezystej. Z wzoru (2.8), bezposrednio
wynika, ze jesli ¥ —1/2 (o$rodek niescisliwy), to a — o« (zanika ruch falowy).
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Warunki graniczne dla rozwigzania u(r, t) réwnania (2.7) sg nastepujace:

u(r,t)zO dla r=r+at, (2.9)

0,(0)=@ur YD 2 Dy p(0)0 dla r=y.
v r

(2.10)
o, (r,t)EO dla r=00.

Réwnanie cigglosci ruchu oérodka, zgodnie z zasada zachowania masy, ma

postac:
T
(Hﬁ) (H_”j: Py (2.11)
r or p(r,t)

gdzie p(r, t) jest biezaca gestoscia osrodka.

Dla nieskoniczenie matych odksztatcen réwnanie (2.11), po pominigciu matych
wyzszego rzedu mozna zredukowa¢ do postaci:

10 S Po (2.12)

or r p

Jak wida¢, z réwnania (2.12), po wyznaczeniu przemieszczenia u(r, t) mozna
bezposrednio okresli¢ biezaca gestos¢ osrodka.

Rozwigzanie tak sformulowanego problemu granicznego przedstawiamy
w nastepnym punkcie.

3. Ogolne rozwigzanie problemu

Rozwigzanie ogélne réwnania (2.7) wraz ze spelnieniem warunkéw granicznych
(2.9)i(2.10), ma postac [3]:

u(r)=2C — —a) ot — —at) (3.1)

'(0)=¢(0)=0, (32)
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gdzie
r—r,=at (3.3a)

jest trajektorig ruchu czola fali naprezenia propagujacej si¢ od powierzchni pustki
w glab osrodka (rys. 1).

|

Rys. 1. Schemat uktadu

Symbol ¢’ oznacza pochodng funkcji ¢ wzgledem jej argumentu.
Zmienne r i t wystepujace w rozwigzaniu (3.1) zawarte s w przedzialach:

5, <r<oo, tz(r—ro)/a. (3.3b)

Po podstawieniu wyrazenia (3.1) do warunku brzegowego (2.10), otrzymuje
sie nastepujace rownanie rézniczkowe, ktére musi spelnia¢ funkcja ¢(x), a mia-
nowicie:

0" (%)= 2h9" (x, )+ (2h/ 1, )p (%, )= _%lv_)zv)”o p(_)zj]/Ea (3.4)

gdzie
710
v (3.5)
X, =—at.

0

Rozwigzanie tego réwnania z jednorodnymi warunkami poczatkowymi (3.2)
reprezentowane jest przez nast¢pujace wyrazenie:
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(p(x0)=—(1+v)1 2v I (—Jehysmwydy, (3.6)
a

0

gdzie
1-2v

RGDr

Funkcja ¢(x,) ijej pochodne jednoznacznie determinuja parametry ekspan-
dujacej kulistej fali naprezenia.

Jesli wewnatrz kulistej kawerny wytworzone jest cisnienie w sposoéb statyczny
o wartosci p, to przemieszczenie elementéw osrodka jest funkcjg tylko zmiennej
przestrzennej r i rownanie (2.7) mozna zredukowa¢ do postaci:

2
a4 4 [1 du, _ 4, j -0, (3.7)

dr? rdr 1

z warunkami brzegowymi:

o,(n)=
o, (oo):O.

+2/lﬂ=—p0, p, >0,
_ 7
r=r, 0 (38)

Calka ogdlna réwnania (3.7) ma postac:
u (r) C r+2 (3.9)

Z relacji (2.5), warunkoéw (3.8) i rozwigzania (3.9) wynika, ze:

C=0
1+Vr3&

D= )
2 " E

Ostatecznie statyczne parametry problemu mozna okresli¢ wzorami:

2
1+v 7.
u, (r)=7%r0 (7()) , (3.10)
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e,,s(r)z—(lJrV)%(%o) : (3.11)

£,, (r)=1+—vﬁ(r7°) : (3.12)

2 E

0”(")=—Po(r7°j , (3.13)

7, (r)z%(r—()j . (3.14)

7

4. Analityczne rozwiazanie problemu dla nagle wytworzonego
w kawernie ci$nienia p(t) = p, = const

Po podstawieniu p(t) = p, do wzoru (3.6) i scalkowaniu oraz odpowiednich
rézniczkowaniach funkcji ¢(x) otrzymuje sie:

o(x )— 3p0 [l+e (\/1 2vsinw x —cosw x)} ,
<p(x)——(1+v)\/1 2ur] 22 p" " “sinw x, (4.1)
¢"(x)= M Do ’”‘(\/1 2vsma)x+cosa)x)

gdzie

(4.2)
1-2v| r 1-v a,t
h = — ——1— ——0 .
Ty Lro (1+v)1-2v) r, ]

W ten sposéb okreslona funkeja ¢(x) i jej pochodne ¢'(x) oraz ¢"(x) spelniaja
réwnanie problemu (2.7) i wszystkie warunki graniczne (2.9) oraz (2.10).

W celu uproszczenia analizy ilo$ciowej poszczegolnych parametréw ekspan-
dujacej fali naprezenia wprowadzimy nastepujace wielkosci bezwymiarowe:



64 E. Wlodarczyk, M. Zielenkiewicz

5219 _a_Ot’ U:l’ Us:ﬂa V:i’
h ) ) h ay
(4.3a)
o o O,
RZﬁ’ Sr: r’ Srs: rs’ S(p:_(p’ S(pv: ! 2 P po
Po Po Po Po Po E

Bezwymiarowe zmienne & i n zgodnie z (3.3b), (2.8) i (4.3a) zawarte s3 w prze-

dzialach:
1<E<ow, n> /w@_l)' (4.3b)
—v

Po wykorzystaniu wzoréw (3.1) i (4.1) oraz (2.1)-(2.4) i (2.11) w wielko$ciach
bezwymiarowych (4.3a) otrzymuje si¢:

U(E, )_1+VP{1 VI-2v (25 -1)sinw x + cosa)x]e}“‘}> (4.4)

V(E,n)=§{(l—2v) t—: —J1=7* é}sinw x+«/%lv_2v)cosw x}e"x (4.5)

€, (5,77):_(1+V)P{§i3+[\/1—2 (11 _Zvvé—2é+gi3)smw x—

(1 1— 2v1J } }
- —=— CoOSw x |e
g 1-v &

€, (E,n)—“—vﬁ{l 1- 21/(25 1)sinw x +cosw x} }, (4.7)

(4.6)

R(&,n)=1/[1+er (&m)+2e, (5,77)], (4.8)

S (&)= —é {1 +(£-1) [\/1-21/ (E-1)sinwx+(& +1)cosa)x} e } (4.9)
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S (§ 77) 3{1+[\/1—2v(—12—1/§2—2§+1jsinw xX—
—v

(4.10)
—(2—1}5 +1jcoswx}e }
1-v
gdzie
x= “1_21’(5—1)— L, (4.11)
1-v 1—12
1-2v 1-2v
hx= - (&E-1)- o 7. (4.12)

Na powierzchni kawerny, tj. dla £ = 1 wzory (4.4)-(4.12) mozna przeksztalci¢
do nastepujacej postaci:

U, )_1+V]{1—,/2(1 v)exp( /1_—2:”}51“[_\/1—’7+0‘]]’ (4.13)
-V 1-v?
V(l 77) V1- VPexp( /1 2V17]sin(—1 17+an, (4.14)
v 1-v°
e, (Ln)=—(1+v) P{ - szexp[ ﬂn}in[— ! 77+aH, (4.15)
1 I-v 1—92

e,(Ln)=U(Ln), (4.16)

R(I,n):/l:l (1+v)(1- 21/) Pexp[ /i_zgnjsin(—\/l_n+aﬂ, (4.17)
—y 1-2

S, (1,7)=1 — warunek brzegowy, (4.18)

1 v+1 1-2v 1
S (1,n)=————=exp| —,[——7 |sin| — +al, (4.19)
(1) 2 2(1-v) p[ l—vsz ( S J
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gdzie:

1-2v

tga = tga, =——. (4.20)
v

1
\/1—21/’

W przypadku granicznym, gdy v = 1/2, tj. dla o$rodka sprezyscie niescisliwego,
z wyrazen (4.11), (4.12) i (4.20) otrzymuje sie:

wx=- hx=0, a:%, a, =0, (4.21)

2,
\/5 b

Po uwzglednieniu tych wynikéw, wzory (4.4)-(4.10) mozna zredukowa¢ do
postaci:

3 (st

U(&,n)—4Pgz [1 cos\/gnj, (4.22)
V(E,n)ngésin%n, (4.23)
er(E,n):—%Pé[l—cos%nj, (4.24)
sw(é,n)ziPé(l—cos%nj, (4.25)
R(&m)=1. (4.26)

1 , 2
Sr(g,n):—§{1+(§ —l)cosﬁn}, (4.27)

1 ; 2
S¢(§,77)=E{1—(2§ +1)cos$77}. (4.28)

Analogiczne wzory uzyskano w pracy [10] dla niescisliwej ostony kulistej,
a mianowicie:

U, 77)_4 ﬁ3ﬁ3 lz[l—COST ﬂﬂ’?] (4.29)
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NI pr11 . ,3+1
7pﬁ3—1 1+ 7 E —S \/_ —,

£ (E 77)__E ﬁ3ﬁ3 1513 [1 cos— , J (4.31)

V(&n)= (4.30)

e, (&, 17)—4 ﬁﬂ l(l—cos% 1+%7y], (4.32)
R(&n)=1. (4.33)
1 |(BY
S (&)= Pl
-E) ‘53‘1{[5] (4.34)

{U @ pe)E 1]_1}03_ ﬂ}
verr sl (-

_[(§J3+2(ﬁ2+ﬁ+1)(§— ]+2:|COST ﬁ“n}

gdzie B=a/b; aibw pracy [10] oznaczaja odpowiednio wewnetrzny i zewngtrzny
promien ostony.

(4.35)

Z analizy wzorow (4.22)-(4.28) 1 (4.29)-(4.35) wynika, ze dla (8 > 5) otrzymuje
sie z nich poréwnywalne wyniki. Réznice miedzy nimi s3 mniejsze od 1%.
5. Wstepna analiza problemu

Na podstawie wstepnej analizy wyprowadzonych wzoréw mozna stwierdzic,
ze dynamiczny stan mechanicznych parametréw w o$rodku liniowo-sprezystym,
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spowodowany ci$nieniem nagle wytworzonym wewnatrz kulistej kawerny, ma-
leje intensywnie w przestrzeni wraz z oddalaniem sie od centrum ukladu. Nato-
miast w poszczegdlnych sferycznych przekrojach oé$rodka parametry zmieniajg
sie w funkcji czasu w sposéb pulsacyjny wokot ich statycznych wartosci. Pulsacje
te dla osrodka $cisliwego zanikajg z uplywem czasu. Zjawisko to spowodowane
jest transportem mechanicznej energii przez propagujacy si¢ fale naprezenia do
wzrastajacych w czasie obszaréw osrodka.

Przykladowq zmiane wzglednego przemieszczenia (U/P) powierzchni kawerny
(& = 1) w funkgji n = a,t/r, dla kilku wartosci liczby Poissona (v) przedstawiono
na rysunku 2. Jak sie okazuje, parametr v, odpowiedzialny za $cisliwos¢ osrodka,
ma istotny wplyw na przebieg zmian funkcji U(1, n)/P.

u@, n)/P
1,51
=05
v = 0,4999
1,25F
y = 0,499
v =049
1k
0,75 y o
/
N /]
]| \ /
05 \_/
0,25
0 L L L L L L L I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

n
Rys. 2. Zmiana wzglednego przemieszczenia (U/P) powierzchni kawerny (€ = 1) w funkgji n dla
kilku wartosci v

Mozna wyrdzni¢ dwa przedzialy wartosci liczbowych parametru v, w ktérych
drganie powierzchni kawerny jest ttumione w odmienny sposob. I tak, zmniej-
szanie warto$ci parametru v w przedziale v < 0,4 (wzrost $cisliwosci osrodkow)
powoduje intensywne zanikanie oscylacji powierzchni kawerny. Dla tych wartosci
v przemieszczenie powierzchni kawerny zmierza do jej statycznego potozenia
(UJ/P) = (14+V)/2 juz podczas pierwszego cyklu drgania (rys. 2). Natomiast w prze-
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dziale 0,4 < v< 0,5, czyli w osrodkach quasi-$cisliwych ttumienie drgan jest stabe.
W granicznym przypadku dla v = 0,5, tj. w osrodku niescisliwym, ttumienie drgan
calkowicie zanika i powierzchnia kawerny pulsuje harmonicznie wokét polozenia
statycznego ze stala amplituda (U/P) = 0,75 (rys. 2).

Zwroémy jeszcze uwage na anormalne zachowanie si¢ osrodka w przedziale
0,4 < v<0,5. W tym przypadku nieznaczne przyrosty Av powoduja istotne zmiany
amplitudy drgan powierzchni kawerny (rys. 3). Na przykiad dla Av=10,5-0,4=0,1
maksymalny przyrost wzglednego przemieszczenia(AU/P) = 1,5 - 0,7 = 0,8.

25 01

Rys. 3. Wplyw parametru v na ksztalt funkeji U(&, n)/P

Przedstawiona wyzej analiza dotyczyta ruchu powierzchni kulistej kawerny
(£=1). W analogiczny sposdb, z odpowiednio zmniejszonymi wartosciami wynikajg-
cymi z przestrzennej dyspersji fali naprezenia, przemieszczaja sie ruchem pulsacyjnym
poszczegolne przekroje sferyczne osrodka dla & > 1 (rys. 4).

Na zakonczenie wstepnej analizy problemu nalezy stwierdzi¢, ze gestos¢ osrodka
w procesie propagacji ekspandujacej fali naprezenia w obu przedzialach warto$ci
parametru v zmienia si¢ nieznacznie (rys. 5). Maksymalne przyrosty AR nie prze-
kraczajg 0,2%.
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Rys. 4. Przestrzenny ksztalt funkcji U(&, 7)/P dla v=0,3
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Rys. 5. Zmiana wzglednej gestosci osrodka w funkcji ndla (§, 1)
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Obszerng analize wszystkich parametréw ekspandujacej fali naprezenia za-

mieszczono w drugiej czesci pracy. Tam tez dokonano ogélnego podsumowania
problemu.

Artykut wplyngt do redakcji 26.07.2007 1. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w lipcu 2007 .
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Theoretical analysis of influence of elastic material compressibility on parameters of
expanding spherical stress wave. I. Analytical solution of the problem

Abstract. We investigated an influence of elastic material compressibility on parameters of the expanding
spherical stress wave. Material compressibility is represented by the Poisson’s ratio v. The stress wave is
generated by a pressure created in a spherical cavity. The isotropic elastic material surrounds this cavity.
The analytical closed-form formulae determining dynamical state of mechanical parameters (displacement,
particle velocity, strains, stresses, and material density) of the material have been derived.

We obtained these formulae for the surge pressure p(f) = p, = const into the cavity. It follows from
analysis of these formulae that the Poisson’s ratio v substantially influences variation of the material
parameters in space and time. All parameters intensively decrease in a space together with increase
in the Langrangian coordinate r. On the contrary, these parameters oscillate versus time around
their static values. These oscillations decay with a lapse of time. We can mark out two ranges of the
values v in which vibrations of the parameters are damped in a different degree. Thus, decrease of
a Poisson’s ratio in the range v < 0.4 causes intense decaying oscillations of the parameters. On the
other hand, in the range 0.4 < v< 0.5, i.e., in quasi-compressibility materials, the vibrations damping of
the parameters is very small. In the limiting case, when v = 0.5, i.e. incompressible material damping
vanishes, and the parameters harmonically oscillate around their static values. Abnormal behaviour
of material occurs in the range 0.4 < v < 0.5. In this case, an insignificant increment of the Poisson’s
ratio causes considerable increase in the vibration amplitude of the parameters (see Fig. 2). The
results of the vast theoretical analysis of all parameters of the expanding stress wave are presented
in the second part of the paper.

Keywords: expansion spherical stress wave, isotropic elastic material, dynamic load
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