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STRESZCZENIE: W publikacji rozpatrzono problem wgzrenia najtgszej acyklicznej ogci
3-optymalnej struktury opiniowania diagnostycznefjoykliczna czs¢ struktury jest wyznaczana
dla 3-optymalnej skfadowej silnej spojeg 3-diagnozowalnej ekonomicznej struktury
pierwotnej. Jest ona takim acyklicznym podgrafemescibwym struktury pierwotnej
o najtaiszych tukachze kady jej wezet ma trzy poprzedniki oraz jerodia % jednoczénie
weztami 3-optymalnej sktadowej silnej spégendla ktérej jest wyznaczana.

SEOWA KLUCZOWE: acykliczna og¢ 3-optymalnej struktury opiniowania diagnostycznego
m-optymalna oraan-diagnozowalna struktura opiniowania diagnostycenegodel PMC, model
BGM

1. Wprowadzenie

Artykut jest pgwiecony problemowi wyznaczania najtzej acyklicznej
czesci 3-optymalnej struktury opiniowania diagnostyogoedla wybranej
3-optymalmej skladowej silnej spégw 3-diagnozowalnej ([2] [6]),
ekonomicznej struktury opiniowania diagnostyczneggu PMC ([7]) albo
BGM ([1]), zwanej struktur pierwotra. Mowiac ekonomiczna struktura
opiniowania diagnostycznego, mamy na §lny strukture opiniowania
diagnostycznego, ktérej tukom przypisano uogdiniokeszty testowania.
Uogolniony koszt struktury jest sumuogdlnionych kosztéw poszczegélnych
testowa przypisanych tukom struktury.

Struktug opiniowania diagnostycznego (OD), dla ktérej isjmi
algorytm umdliwiaj acy zlokalizowanie wszystkich niezdatnych elementpad
warunkiem,ze nie jest ich wicej niz m, nazywamym-diagnozowali struktui
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A. Arciuch

OD, a mdiagnozowala struktue OD o minimalnej liczbie tukéw
—m-optymale struktug OD .

Okrelenie 1. Podgraf G' 3-optymalnej strukturyG, uzyskany w wyniku
usungcia ze strukturyG weztow incydentnych tylko z tukami 3-optymalnej
sktadowej silnej spojrimi struktury G, nazywamy acykliczm czsciq
struktury

Okreslenie 2. Podgraf 3-diagnozowalnej, redukowalnej struktyoigrwotnej,
powstaty przez usuetie z niej wztow incydentnych z tukami wybranej jej
(z okr&glonych wzgkdéw) 3-diagnozowalnej sktadowej silnej spdicio
nazywamydopetnieniem tej sktadowej silnej spgjoiodo struktury pierwotnej

Dla przyktadu, na rys. 1 pokazano struktynierwotry oraz podgrafy ddace
3-diagnozowala skladowa silnej spojnéci, dopetnieniem tej sktadowej
spojnaci do struktury pierwotnej oraz macierz kosztow elofenia.
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Rys. 1. P - Struktura 3-diagnozowalna, S- 3-diagnozowalna sktadowa silnej
spoéjnoéci struktury P, D - dopetnienie struktury Sdo struktury P,
K (D) - macierz kosztéw struktury D
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Wyznaczanie najteszej acyklicznej ezci 3-optymalnej struktury...

Gtéwnym celem artykutu jest zaproponowanie metogznaczania
najtaiszej acyklicznej agci wybranej 3-optymalnej struktury wzglem
dopetnienia 3-optymalnej sktadowej silnej spdpiae] struktury do struktury
pierwotnej. Zadanie wynikafe z celu publikacji polega na takim
zrezygnowaniu z niektorych testofivgtukow) dopelnienia, aby wyznaczona
struktura byta najigsz acykliczra czscia 3-optymalnej struktury OD.

2. Wiasndci acyklicznej czsci struktury

Acykliczna cz$¢ 3-optymalnej struktury OD typu PMC istnieje
w strukturze, rgdu co najmniej 6smego, a dla typu BGM istnieje wilgurze
rzedu co najmniej széstego, ktéra ma co najmniej jedezel o stopniu
wyjsciowym réwnym zero. Acykliczna ¢z¢ struktury jest takim acyklicznym
(w sensie drdg) grafem g@zxiowym, powstatym przez uswumie ze struktury
pierwotnej wskazanej (z okllenych wzgkdow) 3-diagnozowalnej sktadowej
silnej spéjndci, ktdérego wszystkie gzty maj stopier wejsciowy rowny 3.

Wiasnaé 1. Acykliczna czsé¢ struktury 3-optymalnejawiera co najmniej jeden
wezel, ktéry posiada trzy poprzedniki w skltadowejsjl spdjnéci struktury
oraz co najmniej jedeneazet nie posiadafy nas¢pnikow.

Dla przyktadu na rys. 2 przedstawiono acykligemsé struktury.

Oznaczmyp(E'(G)) = (4.4, ) I1{ed E(Q}: 4'( = H=¢,0< & «

#(E'(G)) nazywamy  wektorem charakterystycznym acykliczregsci

struktury. Wektor charakterystyczny acyklicznej estd  struktury jest
kanonicznym reprezentantem klasy podasiea acyklicznych egci struktury

okreslonego rzdu. Oczywicie igﬁp =||E'(G)||. Dla przyktadu dla acyklicznej
p=0

czesci struktury zrys. 2 ¢(E'(G)) =(2,3,3,1,0. Mozna zauwayé, ze po

usuniciu ztej struktury tuku(e,, g,) i dodaniu do niej tukue,, g,y wektor dla

powstatej w ten sposéb acyklicznej eéz bedzie nastpujacy

#(E'(G))=(L4,4,0,0 oraz maksymalny stopienyjsciowy acyklicznej czsci

struktury kedzie wynosit dwa.

Wiasng¢ 2. Podgraf (E(G)\{¢)s £ =0, é] E powstaly w wyniku
usunicia z 3-optymalnej struktury ¢du k wezta bez nagpnikéw jest
3-optymalm, struktug rzedu k —1.
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A. Arciuch

Spojny podgraf agciowy acyklicznej cegsci struktury jest takim acyklicznym
grafem, w sensie drog, w ktérymemy pocaitkowe acyklicznej azci (zrodta)
sa zagniegdzone w sktadowej silnej spojéa struktury. Spéja acykliczry czes$é
struktury optymalnej mma przedstawiw uktadzie warstwowym, co me by
zastosowane (przy wykorzystaniu wektora charakigryaego acyklicznej
czesci  struktury) w procesie wyznaczania acyklicznejescz struktury
0 wymaganych wiasriaoiach.

8

Rys. 2. Acykliczna cesé struktury

Acykliczna cz$¢ struktury jest réwnie przeplywem (przeplywami) o co
najmniej trzech wztach nie majcych poprzednikéw zwanychrédtami i co

najmniej jednym wzle nie magcych nastpnikdw zwanychsciekiem. Dla

przyktadu acykliczna e%¢ struktury z 0 ma gic zrédet i dwascieki.

Okreslenie 3 Podgraf acyklicznej eci struktury 3-optymalnej, zawiergy
wezty o tej samej minimalnej odledio (w sensie drog) od gztow bedacych
zrédtami nazywamyvarstwy acyklicznej cgsci struktury

Dla przyktadu, na rys. 3 pokazano warst{okreslenie 3) acyklicznej a&ci
struktury z rys. 2 zlzom z weztdw o odlegidci jeden. Przerywanymi liniami
zaznaczono tuki odreztéw bedacych poprzednikami gztow tej warstwy.

g ﬂqlo _..., 1 1‘ f.lZ

Rys. 3. Warstwa acyklicznej cgsci struktury z 0
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Wyznaczanie najteszej acyklicznej ezci 3-optymalnej struktury...

3. Projektowanie najtanszej acyklicznej cgsci struktury

3.1. Wprowadzenie

Acykliczng czscia struktury (okrélenie 1) nazywamy podgraf
3-optymalnej struktur(s, uzyskany w wyniku usuetia ze struktury G
wezldw incydentnych tylko z tukami 3-optymalnej skiadej silnej spojnéci
struktury G . Acykliczna czs¢ 3-optymalnej struktury istnieje, o ile spetniona
jest wiasné¢ 1. Mazna zauway¢, ze nie jest wymagane, aby acykliczngscz
byta podgrafem spéjnym. W pewnych przypadkach, gajektowana struktura
sktada sj z czséci zaradzapcej (modelowanej jako sktadowa silnej spdgip
oraz z autonomicznych ezi wykonawczych (fragmenty acyklicznej eszi
zagniegdzone w wztach skladowej silnej spéjia), niespdjna acykliczna e
moze okazé si¢ korzystniejsza, ui struktura zawierafa spojm acykliczra
cze$é. Innym kryterium doboru najkorzystniejszej acykhej czsci maze by
liczba warstw (okréenie 3). Struktura zawiergja mniej warstw zapewnia
szybsz komunikacg weztow acyklicznej czsci z weztami sktadowej silnej
spojnaci. Istotnym kryterium mge okaza sig¢ dopuszczalna liczba naphikow
wezta acyklicznej cgci oraz liczba wziow posiadajca okrélona liczbe
nastpnikow. W tym przypadku natg rozpatrz¢ wartasi¢ wektora
charakterystycznego acyklicznejeéei. Czasami istotnym kryterium wyboru
acyklicznej cgsci maze by liczba wezldw skladowej silnej spojrai,
w ktoérych jest zagnielzona acykliczna e#¢ oraz liczba wztéw acyklicznej
czesci nie posiadajcych nasgpnikéw. W acyklicznej ogci struktury naley
pozostawt najtaisze pod wzgidem kosztu tuki, ale takie, ktére zapewni
spetnienie dodatkowych, wymienionych ey kryteridw. Z wiasnéci 2 wynika,
ze acykliczm cze$¢ mazna projektowa w sposob sekwencyjny.

Rozpatrzmy ekonomican 3-diagnozowal redukowalm struktug
opiniowania diagnostycznegB =(E,U) o jednej 3-diagnozowalnej sktadowej
silnej spdjnéci G' rzedu k'=7. W wyniku realizacji jednej z metod
wyznaczania najtszej sktadowej silnej spojga dla strukturyG otrzymamy
quasi-najtasz, 3-optymala struktug (G"), bedaca grafem czsciowym
struktury G'. W wyniku usunicia ze strukturyG gakzi grafu G" oraz gaizi
nie naleacych do grafuG", ktérych wezty nasgpniki i wezty poprzedniki
naleza do grafuG" , otrzymamy graf &dacy dopetnieniemD(G") struktury G"
do strukturyG (okreslenie 2) (krotko: dopetnieni®(G")).

W celu wyznaczenia najiazej acyklicznej agci struktury A, dla danej
3-optymalnej sktadowej silnej spéjm G" struktury pierwotnej G,
w dopehieniu D(G") nalery pozostawé takie najtasze tuki, dla ktorych,
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uzyskana w ten sposéb strukturA nie majca cykli, kedzie spetniata
wiasna¢ 1 oraz stopié wejsciowy kazdego jej vezta bedzie rowny trzy.
Ponizej podano okrdenia oraz wlasniwi, ktére lkeda wykorzystywane
w metodzie wyznaczania najszej acyklicznej agci struktury dla danej
3-optymalnej sktadowej silnej spoj§w o znanej strukturze pierwotne;.

Okreslenie 4. Lukiem cyklicznym dopetnienieD nazywamy tuk, ktory nafsy
przynajmniej do jednej drogi cyklicznej prostej Kbty skierowanego)
dopetnieniaD .

Wiasng¢ 3. Jeeli tuk (€,€) grafu G=(E,U) jest tukiem cyklicznym, to
w grafie G istnieje skltadowa silnej spoéjém, ktdra zawiera dragcykliczma
prost przebiegajca przez wezty €, € .

Okreslenie 5. Lukiem redukowalnym dopetnienixa nazywamy, taki tuk
(6,€y0U(D), ¢ é0 E D:i (9>3.

Okreslenie 6. Odlegiaicia d(e) wezta e dopetnienia D(S) od wezla
e’0Sn I 9 skiadowej silnej spojriai struktury S, ktory jest takim wztem
dopetnienia €0 D(9: 1 (€°) =0, nazywamy diug& minimalnej drogi
prostej hczacej wezet €8 z wezlem e.

Okreslenie 7. Zbior W ={W,..., W,..., W} podzbioréw zl@onych z wgztéw
dopetnienia E(D(9)), takich, ze spelniona jest zaleos¢: eOW = d &=,
nazywamy podziatem gztow dopetnieniaell E(D( ) ze wzgkdu odlegtdé
d(e) (okreslenie 6).

Korzysci z wykorzystania odlegéui d(e)i podzialuW weztow dopetnienia ze
wzgledu na odlegtet s takie, ze tuki skierowane od gziéw zbioru W do
weztow  zbiorow W, :i>j mog by¢ tukami cyklicznymi tukami
redukowalnymi oraz rozpatrywanie kolejnych podaatévraz ze wzrostem
odlegidci pomaga w uporzlkowany sposOb wyznaczaacykliczry czesé
struktury oraz kady podzbiérw jest warstwy.

Wiasnagé 4. Jeeli dopetnieniaD(S) 3-optymalnej skltadowej silnej spopm
S zawiera acykliczp czs¢ struktury, to w podzbiorzeWw, podziatu W
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Wyznaczanie najteszej acyklicznej ezci 3-optymalnej struktury...

(W, O W) istnieje wzel, ktéry ma co najmniej trzy poprzedniki w skiagg
silnej spéjnéci: CeOW:||T (80 W|=3.

3.2. Metoda gradientowa

Metoda polega na usuwgiu najdraszych tukéw, z ktérych w pierwszej
kolejncsci beda usuwane najdesze tuki cykliczne.

Niech K(P), D(S), A oraz B oznaczaj, macierz kosztow struktunp,
dopetnienie strukturyS do struktury P (3-optymalnej silnie spéjnej struktyr
bedaca podgrafem oxciowym struktury P), acykliczry cz$é struktury
wyznaczana dlaD(S) oraz warté¢ stopnia wyjciowego projektowanej
acyklicznej czsci struktury.

Jezeli w dopetnieniuD(S) istnieje wezel majicy co najmniej trzy poprzedniki
w sktadowej silnej spojrii, to maze istni€ acykliczna cezsci struktury dla
danej sktadowej silnej spéjid S oraz dopetieniaD(S) .

Wyznaczmy zbior tukéw cyklicznych dopetnieni@(D(S)). Zauwamy, ze
jezeli tuk jest tukiem cyklicznym struktury, to w skiurze istnieje sktadowa
silnej spéjndci, ktorej graf czsciowy zawiera ten tuk.

Ze zbioru tukow cyklicznych struktur€(D(S)) naley usuwé takie najdrasze
luki (€,€), dla ktorych p(€")>3. Po kadym usuniciu fuku naley
zmodyfikowa zbiér C(D(9)) .

Jezeli usungto wszystkie tuki cykliczne, to natg z dopetnienia uswg
wszystkie tuki najdrosze, ale tak, aby key wezet miat dokladnie trzy
poprzedniki. Jeeli nie mana zredukowa tukow, tak, aby wszystkie azty
dopetnienia mialy trzy poprzedniki, to nie w dopetriu D(S) nie istnieje graf
czesciowy, bedacy acykliczr czgscia struktury.

Jeeli w uzyskanej strukturzeA nie ma tukéw cyklicznychC(D(S)) =0,

kazdy jej wezel ma trzy poprzednikip(A<fB i p(E(AU K 9)<f oraz
istnieje co najmniej jeden amet nie majcy nas¢pnikow, to uzyskany graf jest
najtaiszy acykliczra czscia A struktury, uzyskap dla skladowej silnej
spojnacei S wzgledem ekonomicznej struktury pierwotnij.
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3.3. Metoda bazujca na warstwach

Zaproponowana metoda polega na wykorzystaniu wiasngrafow
acyklicznych, z ktérej wynikaze kady acykliczny graf mena przedstawi
w uktadzie warstwowym. Uktad warstwowy grafu acgkliego charakteryzuje
sig tym, ze tuki skierowaneasod weztéw warstwy o danej odlegioi do weztow
tej samej warstwy lub do warstwy o odlegoo jeden wikszej.

Taka whasné¢ powoduje,ze jezeli w strukturze wysipuje tuk (€, &), taki ze
d(€) > d( é), to jest on tukiem cyklicznym.

Niech K(P), D(S), A, [ oznacza odpowiednio: macierz kosztow
struktury P, dopetienie 3-optymalnej skiadowej silnej spégio S, do
struktury P, zbiér acyklicznych agci struktury P zagniedzonych w weztach
S, wartas¢ stopnia wyjciowego projektowanej acyklicznej@zi struktury.

W strukturze D(S) ) nalery wyznaczy podziatW ={W,..., W,..., W} weztow
el E(( 9) dopetienia na zbiory gztéw o jednakowej odlegiai d(e) .

Jereli w warstwie W, dopetnienia D(S) istnieje co najmniej jeden qmet
majacy trzy poprzedniki w warstwi&\,, to w dopetnieniu tym me istni€
acykliczna cgs¢ struktury dla struktuns.

W takim przypadku dla kalego vezta majcego co najmniej trzy poprzedniki
w warstwieW,, nalery usura¢ wszystkie tuki skierowane warstwidy (i>1) do

weziow warstwy W, oraz pozostawi maksymalnie po trzy najiaze tuki
skierowane z podziatw, do odpowiednich wztéw podziatu\y, .
Jeeli w  warstwie W,  istniep wezty eOW, takie ze

AT OWI<3)O0r (90 WI+IT( 80 W23), to naley da
kazdego wezta e pozostawd takie trzy najtasze tuki skierowane doamta e,
ze co najmniej jeden tuk ma poprzednik w warstwie

Nastpnie naley uaktualné zbior W .

Do weztdéw podziatlowW, i > 1 stosowd nastpujace reguty.

Wyznaczy podzbior

V,OW:V={el (O W, (I>10(T7( e WI+IT7()el W=3.

Jeeli ||V, |I<||W ]|, to oznaczaze istnieje wzetl majcy co najwygej dwa
poprzedniki iw dopemieniuD(S) nie istnieje graf cgciowy, bedacy
acykliczry czscia struktury.

W przypadku gdyi|V, ||=||W || dla kadego wzta e(el V) naley pozostawd
takie trzy najtésze tuki skierowane doemta e, ze co najmniej jeden tuk ma
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Wyznaczanie najteszej acyklicznej ezci 3-optymalnej struktury...

poprzednik w podzial®\/_, . Jeeli w podzbiorzeV, istniep cykle elementarne,
to naley usuné (dla kadego takiego cyklu) po jednym (najdszym tuku —
albo dowolnym jeeli koszty tukéw cyklu elementarnege jednakowe).
W podzbiorachV, nalezy usuwa tuki najdrazsze, ale tak, aby key wezet miat
doktadnie trzy poprzedniki. deli nie mana zredukowa tukow, tak, aby
wszystkie vgzty dopetnienia miaty trzy poprzedniki, to w dopieimiu D(S) nie
istnieje graf czsciowy, kedacy acykliczry czescia struktury.

Jezeli w uzyskanej strukturzé\ nie ma tukéw cyklicznychC(D(S)) =0,
a kazdy jej wezet ma trzy poprzednikip(A<B i p(E(AU K 9)< B, oraz
istnieje co najmniej jeden amet nie majcy nas¢pnikow, to uzyskany graf jest
najtaiszy acykliczry, czscia A struktury, uzyskap dla skladowej silnej
spojnacei S wzgledem ekonomicznej struktury pierwotn@j.

Na rys. 4 pokazano wynik zastosowania zaproponoglanyetod dla
dopetnieniaD(S) o macierzy kosztowK (D(S)) .

5 . g 7
5/6(7/8|9|10|11
5]0[(0|0|3|/0|0]| 0
6|0/0|0|1|/0|3]| 0
10 710(0|0|0|0| 4| O 8 10
811/1/0(/0[1|0| 3
9]0(0|0|3|0|1]| 2
11 10/0(4|5|0(3| 0| 1
D(S) 11]0{0|0|4|5/4 | 0 A
K(D(S))

Rys. 4. Struktura A jest wynikiem zastosowania metod dla dopetnieni®(S) o macierzy
kosztow K(D(S))

4. Podsumowanie

Wyznaczanie struktur wedtug zaproponowanych mepodvgadza s do
rozwigzania cgsciowo okrdlonych kwadratéw fadiskich. Jeeli przy
wyznaczaniu struktur wykorzystaesich macierzow postd&, to bardzo fatwo
okresli¢ kwadraty taaiskie, ktére s macierzami przé§ z nal@onymi
ograniczeniami wynikagymi z wiasnéci struktur, w ktorych zawarfgiom
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komérek rgnym od symbolu ,0” wpisano koszt luku. Ponadto faké
w metodach uzyskane rozwanie jest rozwizaniem przyblionym (quasi-
najtaiszym), powoduje,ze metody te stosunkowo tatwo #ma podda
algorytmizacji i implementacji w postaci nadzi komputerowych skacych do
projektowania i badania wias§w struktur.

Wsréd zaproponowanych metod na szczegdlwag: zastuguje metoda
bazujca na warstwach (oldlenie 3), w ktorej w oryginalny sposéb rozzéno
problem wyznaczania i usuwania tukéw cyklicznych.
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Design of the cheapest acyclic part of
3-optimal system

ABSTARCT: In this paper | focus on the problem afsiyn of the cheapest acyclic part of
3-optimal system (3-dignosable system with minimahber of arcs). 3-optimal system is consists
of a strongly connected 3-optimal system and aclacgart of 3-optimal system. An acyclic part

of 3-optimal system is a acyclic directed digrafiebhis nested in nodes of strongly connected
3-optimal vertex-induced subgraph of 3-optimal egst
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