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Streszczenie. W niniejszej pracy przedstawiono analize wytezenia zginanej belki zelbetowej. Mode-
lowanie przeprowadzono z wykorzystaniem zasad metody elementéw skoniczonych. W celu zwery-
fikowania poprawnosci zalozonych modeli materialéw konstrukcyjnych: betonu i stali zbrojeniowej
poréwnano otrzymane wyniki obliczert numerycznych z wynikami doswiadczalnymi oraz z wynikami
obliczen analitycznych.
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1. Wprowadzenie

Analiza wytezenia elementéw konstrukcyjnych jest waznym zagadnieniem
mechaniki konstrukeji, szczegdlnie w odniesieniu do elementéw wykonanych z ma-
terialéw kruchych, gdyz umozliwia ocene bezpieczenstwa konstrukeji i optymalne
projektowanie budowli inzynierskich.

Zwigkszenie nosnosci elementéw konstrukcyjnych wykonanych z materialow
kruchych uzyskuje si¢ przez zastosowanie zbrojenia w postaci wiotkich pretow
stalowych roztozonych w materiale matrycy elementu w tych strefach, w ktérych
wystepuja naprezenia rozciggajace wywolujace zarysowanie materiatu.

Przedmiotem pracy sg belki zelbetowe traktowane jako kompozycja materiato-
wa skladajaca si¢ z matrycy betonowej wzmocnionej wiotkimi pretami stalowymi
rozlozonymi dyskretnie w matrycy.
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Celem pracy jest modelowanie proceséw statycznego odksztalcania belek zel-
betowych z uwzglednieniem nieliniowosci fizycznych materiatéw konstrukcyjnych
betonu i stali zbrojeniowe;.

Zakres pracy obejmuje rozwazania dotyczace modelowania niesprezystych
wlasciwosci materiatéw, modelowania proceséw odksztalcania przestrzennego
ustroju konstrukcyjnego oraz opracowanie rozwigzan numerycznych.

W odniesieniu do stali zbrojeniowej wykorzystano model materiatu sprezysto-
-idealnie plastycznego, a w odniesieniu do betonu — model materiatu sprezysto-
-plastycznego ze wzmocnieniem. Model betonu uwzglednia mozliwo$¢ kruchego
zniszczenia betonu podatnego na zarysowanie przy rozcigganiu i zmiazdzenie
przy $ciskaniu.

Rozwigzania numeryczne uzyskano z wykorzystaniem programu obliczenio-
wego metody elementéw skonczonych, umozliwiajacego modelowanie zachowania
zelbetowych ukladéw konstrukeyjnych z uwzglednieniem zréznicowanych, lecz
wzajemnie uzupelniajacych si¢ wlasciwosci materialowych betonu i stali zbrojenio-
wej, rzeczywistego ukladu stali zbrojeniowej w obszarze konstrukcji i wzajemnej
wspotpracy tych materiatéw konstrukcyjnych. Tego typu symulacje komputero-
we przyczyniajg si¢ do redukcji kosztoéw zwigzanych z przeprowadzeniem badan
doswiadczalnych konstrukeji, nie zastgpuja tych badan, ale umozliwiajg efektyw-
niejsze planowanie eksperymentéw. Umozliwiaja analize ztozonych zagadnien
zachowania konstrukeji zelbetowych w calym zakresie odksztalcenia od zakresu
liniowo-sprezystego, przez fazy niesprezystego odksztalcenia w obszarach naprezen
rozciagajacych powodujacych stany poczatkowego i zaawansowanego zarysowania,
a w obszarach naprezen $ciskajacych powodujacych zmiazdzenie betonu, prowa-
dzace do zniszczenia elementéw konstrukcyjnych.

2. Modele materialéw konstrukcyjnych

2.1. Beton

Model betonu opisuje powierzchnia graniczna interpretowana jako powierzch-
nia zniszczenia oraz prawo zmiany tej powierzchni w funkcji odksztalcenia.
Opis zniszczenia betonu przy $ciskaniu jest zgodny z teorig Willama-Warnke,
uwzgledniajaca pig¢ parametréw materialowych, zaprezentowang w pracy [12].
Opis zniszczenia przy rozciaganiu jest zgodny z kryterium maksymalnego na-
prezenia normalnego Rankina. W modelu nie uwzgledniono wplywu naprezen
relaksacyjnych po zarysowaniu i zalozono model kruchego zniszczenia przy roz-
cigganiu. W betonie zarysowanym uwzgledniono mozliwo$¢ jego wzmocnienia
przy $cinaniu przez definiowanie wspdtczynnikéw $cinania dla rys otwartych
i rys zamknietych.
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Powierzchnia graniczna

Powierzchnia graniczna betonu w ztozonym stanie naprezenia jest okreslona
réwnaniem:

L (1)

J.

Funkcje stanu naprezenia F i powierzchni zniszczenia S sg wyrazone w zalez-
nosci od naprezen gléwnych o, ©,, o3,
O’zp)l 0,20,20,,

gdzie: 0, = max (axp,oyp,azp ), 0, =min (axp,ayp,

anaprezenia 0,0, ,0_, sa naprezeniami normalnymi dziatajagcymi w kierunkach
prostokatnego ukladu wspoétrzednych x, y, z.
Powierzchnia zniszczenia S zalezy réwniez od pieciu parametrow f;, /., f.y» /15 /25
ktére okreslaja:
f. — graniczng wytrzymalo$¢ na $ciskanie w jednoosiowym stanie naprezenia,
f, — graniczng wytrzymato$¢ na rozcigganie w jednoosiowym stanie
naprezenia,
f.,— graniczng wytrzymatos$¢ w stanie dwuosiowego $ciskania,
fi — graniczng wytrzymato$¢ w stanie dwuosiowego $ciskania i rownoczes$nie
w stanie naprezenia hydrostatycznego o7,
f, — graniczna wytrzymalo$¢ w stanie jednoosiowego $ciskania i rownoczesnie
w stanie naprezenia hydrostatycznego o7.

Powierzchnia graniczna betonu jest wykorzystywana jako kryterium zniszczenia
zgodnie z nastepujacg interpretacja.

Material znajduje si¢ w stanie zniszczenia, gdy réwnanie (1) jest spelnione. Jako
stany zniszczenia rozrdznia sie stan zarysowania, jezeli dowolne naprezenie gléwne jest
rozciagajace, oraz stan zmiazdzenia, gdy wszystkie naprezenia gloéwne sg $ciskajace.

Opis zniszczenia betonu okresla si¢ w czterech zakresach stanu naprezenia:

1. 020, 20, 20, (Sciskanie-$ciskanie-$ciskanie),

2. 0,2020, 20, (rozcigganie-§ciskanie-$ciskanie),

3. 0,>0,>0>0, (rozcigganie-rozcigganie-$ciskanie),

4. 0,20,20,20 (rozcia,ganie—rozciqganie—rozcie}ganie).

W kazdym zakresie stanu naprezenia, niezalezne funkcje opisuja funkcje F
i powierzchnie zniszczenia S. Funkcje opisujace funkeje stanu naprezenia F ozna-
czono jako F|,F,,F;,F,, natomiast funkcje opisujace powierzchnie zniszczenia S
oznaczono jako §,,S,,S;,S,. Powierzchnie¢ graniczng przedstawiono na rysunkach
11 2. Funkcje te omoéwiono szczegétowo w kazdym zakresie stanu naprezenia.
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Rys. 1. Przestrzenna powierzchnia zniszczenia w obszarze naprezen gtéwnych

=60’ &

Rys. 2. Przekrdj powierzchni zniszczenia

Zlozony stan naprezenia $ciskanie-$ciskanie-$ciskanie, 0> 0, 20, >0,

W stanie $ciskanie-$ciskanie-$ciskanie funkcja F ma postac:

FZE:%[(01_02)2+(02_03)2+(03_01)2]2’ (2)

a § jest definiowane jako:
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1
2r, (rzz - )cos n+r(2n—r )[4 r - )cos2 n+51 —4nr, ]2

S=S = , (3
1 4(r22 -7 )cos2 n+(r,—2n)
gdzie: o
cosy = 20,20, 2, ; (4)
\/5[(01 ~0,) +(0,-0,) +(o, -0, )2]2

n=a,+a+a,t’ (5)
r,=b, +b&+bE’ (6)

o
E=— (7)

/.

1

g, =§(0xp+ow+azp (8)

W réwnaniu (7) stan naprezenia hydrostatycznego o;, obliczono z réwnania
(8), a nieznane wartosci wspolczynnikéw a,,q,,a,,b,,b,,b, okreslono na podstawie
ponizej przedstawionych zalecen.

Warto$¢ kata n zalezy od wzglednych warto$ci naprezen gléwnych. Jezeli
w réwnaniu (4) 1 = 0°, to wzor opisuje stan naprezen, w ktorym 0; =0, >0, czyli
jednoosiowe $ciskanie lub dwuosiowe rozciaganie. Jezeli w réwnaniu (4) n = 60°
wzor opisuje jednoosiowe rozcigganie lub dwuosiowe $ciskanie, wktérym o, >0, =0,.
Pozostale ztozone stany naprezenia powstajg dla kata z przedziatu 0° <7 < 60°. Dla
wartosci kata ) = 0°, funkcja S; obliczona z réwnania (3) jest réwna r,, natomiast
dla wartosci kata n = 60°, funkcja S, jest rowna r,. Wynika stad wniosek, ze funkcja
r, reprezentuje powierzchnie zniszczenia we wszystkich stanach naprezenia dla
n = 0°. Funkcje r| r, i kgt n przedstawiono na rysunku 1.

Mozna zauwazy¢, ze przekroj poprzeczny plaszczyzny zniszczenia jest syme-
tryczny, co 120° dla wartosci kata z przedziatu 0° <# <60°. Funkcja r, jest okre-
$lona przez wspélczynniki a,,a,,a, dobrane w taki sposéb, aby f,, f.,, f, lezaly na
powierzchni zniszczenia. Wartosci tych wspolczynnikéw otrzymujemy w wyniku
rozwigzania ponizszych réwnan:



152 P. Smarzewski, A. Stolarski

i(0l =f,,0,=0,=0)
ch 1 & & |(a
71(‘71 =0,0,=0, :_fcb) =1 &, &, |ya( ©)
r ‘ L& &l
71(01 =—0,,0,=0,=-0, _fl)
/i 2fw o, 24
g, 3 £ 3 &, A (10)

Funkgja r, jest obliczona po dobraniu wartosci wspotczynnikéw by, b,,b,, tak
aby spelnione byly nastepujace warunki:

F

om0 =-1) o
P 1 & E&|(h 39 |[by
_1(012022_02503:_02_](2):1 -‘;"2 Eé bl =1 ‘Sz ; bl (11)
J: ve el 1oa gl

7:(01:02:03:0)

1 o
go- S le O S (12)

3. 3 Je 3%
&, jest dodatnim pierwiastkiem réwnania:
—a, ++/a} —4a,a, (13)

r2(§0)=a0+a1§0+a2§3=02>§0= 2 ,
2

w ktérym wspolczynniki a,,a,,a, sa obliczone wedtug réwnania (9).

n . . . .

Stosunek - ograniczono do takiego przedziatu, aby powierzchnia zniszcze-
h
. . n . . .. .
nia byta wypukta, czyli 0,5<-<1,25. Chociaz gérna granica nie jest rozwaza-
n
. L s 1o . n . s
na, to dla wiekszo$ci materialéw jest ograniczona przy —-<1. Wspdtczynniki
12

2
a,,a,,a,,b,,b,,b, musza spetnia¢ nastepujace warunki:
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a,>0,a,<0,a,<0 (14)

b, >0,b, <0,b, <0. (15)

Powierzchnia graniczna jest powierzchnig zamknieta i zniszczenie wystapi
przy wysokim naprezeniu hydrostatycznym dla & > §&,. Wartosci f;, f, dobrano
na poziomie naprezenia hydrostatycznego o). Roéwnanie (13) odpowiada po-
wierzchni granicznej o wierzchotku w punkcie & =§&,. Funkgje r,, r, w zaleznosci
od & przedstawiono na rysunku 2.

Dolna galaz krzywej odpowiada wszystkim stanom naprezenia dla wartosci
kata 1 = 0°, a gérna galaz krzywej odpowiada stanom naprezenia dla wartosci
kata 1 = 60°. Material ulega miazdzeniu, jezeli kryterium zniszczenia jest spet-
nione.

Zlozony stan naprezenia rozcigganie-$ciskanie-$ciskanie, 0, 2020, >0,

W stanie rozcigganie-$ciskanie-$ciskanie funkcje F zapisujemy w postaci:

1 1
F:Q:TS[(02—03)2+U§+0§}2, (16)

a § jest definiowane réwnaniem:

1

s, :[1 _olj 2p, (P2 - pi Yeosn+ p, (2, = p, ) 4(p3 = pi Jeos” n+5p; ~4pip, ! a7
1, 4(p3 - p} Jeos’ n+(p,—2p,)
w ktérym cosn jest opisany rownaniem (4), a p;, p, obliczamy ze wzoréw:
po=a,tay+ax’, (18)
p,=b, +by+byx’, (19)

a nieznane warto$ci wspolczynnikéw a,,a,,a,,b,,b,,b, okreslono zgodnie z row-
naniami (9), (11) dla:

X :g(a2 +0,). (20)
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Zarysowanie powstanie w plaszczyznie prostopadlej do naprezenia gtéwnego
0}, gdy spetnione jest kryterium zniszczenia. W tym stanie naprezenia moze row-
niez powsta¢ miazdzenie.
Zlozony stan naprezenia rozciaganie-rozcigganie-Sciskanie, g, >0, >0> 0,

W stanie rozcigganie-rozcigganie-$ciskanie funkcja F przyjmuje postaé:

F=F =0, i=12, (21)
a § jest definiowane jako:
S=5, =£(1+ﬁj. (22)
VAN

Zarysowanie powstanie w plaszczyznach prostopadlych do naprezen gtéwnych
0}, 0,, gdy spelnione jest kryterium zniszczenia dla i = 1, 2. Zarysowanie powstanie
tylko w plaszczyznie prostopadlej do naprezenia gléwnego o, gdy spetnione jest
kryterium zniszczenia dla i = 1. W tym stanie naprezenia moze réwniez powstac
miazdzenie.

Zlozony stan naprezenia rozciaganie-rozciaganie-rozciaganie, 0, 20, 20, 20

W stanie rozcigganie-rozcigganie-rozciagganie funkcja F ma postac:

F=F =0, i=123 (23)
a § jest definiowane jako:
S=8,= L (24)
J.

Zarysowanie powstanie w plaszczyznach prostopadlych do naprezen gtéwnych
O)» 0y, O3, gdy spelnione jest kryterium zniszczenia dla i = 1, 2, 3. Zarysowanie
powstanie w plaszczyznach prostopadtych do naprezen gltéwnych o, o,, gdy
spelnione jest kryterium zniszczenia dla i = 1, 2. Zarysowanie powstanie tylko
w plaszczyznie prostopadtej do naprezenia gléwnego o,, gdy spetnione jest kryte-
rium zniszczenia dla i = 1.

Na rysunku 3 przedstawiono trzy powierzchnie dla o, nieznacznie wigkszego
od zera, o,, rownego zeru i ,, nieznacznie mniejszego od zera, gdy najwicksze
niezerowe naprezenia normalne o, 0,, s3 na kierunkach x i y. Stan zniszczenia
jest funkcjg znaku naprezenia normalnego o, na kierunku z.
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Rys. 3. Powierzchnia zniszczenia w obszarze naprezen gléwnych w dwuosiowym stanie naprezenia

Prawo ewolucji powierzchni granicznej

Prawo ewolucji powierzchni granicznej opisuje zalezno$¢ pomiedzy napreze-
niami i odksztatceniami w jednoosiowym stanie naprezenia zaproponowana przez
Desayia i Krishnana w pracy [5]:

E
Oc = C—g"z’ (25)
gcl
gdzie: ¢, = = odksztalcenie graniczne odpowiadajace wytrzymatosci

. c . . . . . .
na $ciskanie w jednoosiowym stanie naprezenia f_;

E = 57000\/2 — wspdlczynnik sprezystosci obliczony zgodnie

z amerykanska norma [1].

Przyjeto nastepujace dane materialowe dla betonu:
— f.=33,1 MPa — wytrzymalo$¢ na $ciskanie w jednoosiowym stanie na-
prezenia ustalona doswiadczalnie przez Buckhouse’a [4],
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— f,= 7,5\/76 — wytrzymalo$¢ na rozcigganie w jednoosiowym stanie
naprezenia obliczona na podstawie normy [1],

— wspolczynnik Poissona v =0,2,

— wspolczynnik no$nosci na $cinanie dla rys otwartych f3, = 0,3,

— wspolczynnik nos$nosci na $cinanie dla rys zamknietych . = 1.

Do zalezno$ci okreslajacych E. i f, nalezy podstawia¢ wartos¢ f. w jednostce
[funt/cal’] oznaczanej rowniez jako [psi].

Na rysunku 4 przedstawiono zalezno$¢ pomiedzy naprezeniami i odksztalce-
niami dla betonu opisang rownaniem (2).

S — R
E/ @ @

0,33, (1)

b s o s e e s s s ST e ot

Y
o

cl cu

Rys. 4. Uproszczona zalezno$¢ naprezenie-odksztalcenie dla betonu w stanie jednoosiowego
$ciskania

2.2. Stal zbrojeniowa

Dla stali zbrojeniowej przyjeto model materiatu sprezysto-idealnie plastycznego,
o identycznych wlasciwo$ciach przy rozcigganiu i $ciskaniu, opisywanych przez
nastepujace parametry wytrzymalos$ciowe i odksztalceniowe:

— modul sprezystosci E; = 200 GPa,

— granicg plastycznosci f, = 410 MPa,

— wspolczynnik Poissona v =0,3.

Na rysunku 5 przedstawiono schematy zalezno$ci pomiedzy naprezeniami
i odksztalceniami dla stali zbrojeniowe;j.
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Rys. 5. Wykres naprezenie-odksztalcenie dla stali zbrojeniowej

3. Model belki zelbetowej

W numerycznym modelu belki zelbetowej zastosowano wymiary elementu
oraz wlasciwo$ci materialéw odpowiadajace belce C1 badanej przez Buckhousea
i opisanej w pracy [4]. Wymiary i przekrdj poprzeczny belki wraz z uktadem zbro-
jenia i schematem obcigzenia przedstawiono na rysunku 6.

Uwzgledniajac poprzeczng i podtuzng symetrie elementu, modelowano 1/4
belki o dtugosci 2360 mm, szerokosci 127 mm i wysoko$ci 457 mm.

Do opisu materiatu matrycy betonowej i plyt stalowych w punktach przytozenia
obcigzenia i na podporach w dyskretyzowanym modelu konstrukeji, zastosowano
przestrzenne, prostopadloscienne elementy o osémiu weztach w narozach i trzech
stopniach swobody w kazdym z nich: 3792 elementy dla matrycy betonowej, 48
elementoéw dla plyty stalowej pod sita skupiong i 24 elementy dla plyty stalowej nad
podpora. Do opisu stali zbrojeniowej zastosowano dwuwezlowe elementy pretowe
z trzema stopniami swobody w kazdym z weztéw: po 60 elementéw dla pretow
zbrojenia gtéwnego i po 17 elementéw dla strzemion. Siatke jednowymiarowych
elementéw zbrojenia polaczono z siatka elementéw materialu matrycy betonowej
we wspdlnych punktach wezlowych elementéw betonowych i stali zbrojeniowe;.
Taki sposéb modelowania wyraza naturalng zasade wspolpracy betonu i stali
zbrojeniowej w elemencie zelbetowym.
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Rys. 6. Wymiary, przekrdj poprzeczny, uklad zbrojenia i schemat obcigzenia belki zelbetowej [4]

Warunki brzegowe modelowano w sposéb umozliwiajacy mozliwie wierne
odzwierciedlenie rzeczywistego zachowania belki do§wiadczalnej. Wprowadzono
warunki brzegowe w dwdch plaszczyznach symetrii belki. Warunki brzegowe na
podporach modelowano jako poziome plyty stalowe przekazujace sity weztowe
elementéw materialu matrycy betonowej na poprzeczny watek stalowy umozli-
wiajacy obrot belki w plaszczyznie zginania.

Obcigzenie sila skupiong P jest przylozone za posrednictwem poziomej ply-
ty stalowej. Przyjeto, ze rozklad sily w kazdym punkcie weztowym w kierunku
poprzecznej osi symetrii tej plyty wynika z rozdziatu sily zaleznego od funkcji
ksztaltu elementu skonczonego. Obcigzenia z wezléw plyty stalowej przenoszone
s bezposrednio na wezly elementéw materiatu matrycy betonowe;.

4. Rozwigzanie numeryczne

Nieliniowe zagadnienie statyki w ujgciu metody elementéw skonczonych
wymaga rozwigzania ukladu algebraicznych réwnan liniowych opisujacego stan
réwnowagi konstrukeji w nastepujacej przyrostowej formie:
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KiAu‘ i+l = Ri

i,i

O E > (26)
gdzie: i,i+ 1— kroki przyrostow obcigzenia;
F,=F,_ +AF,_, — wektor uogolnionych sit wezlowych, odpowiadajacy
stanowi naprezenia w i-tym kroku obcigzenia, a AF,_; — jest wektorem
przyrostu uogdlnionych sit weztowych uwzgledniajacym nieliniowosci
fizyczne i geometryczne;
R, =R, + AR, — uogdlniony wektor obcigzenia zewnetrznego,
a AR, ,,, jest zadanym wektorem przyrostu obcigzenia zewnetrznego
w przedziale (i, i + 1);
K; — styczna macierz sztywnosci ukladu w i-tym kroku obciazenia,
uwzgledniajgca nieliniowosci fizyczne i geometryczne;
Uy =u; + Au; ;. — wektor uogdlnionych przemieszczen, a Au, ., jest
poszukiwanym przyrostem wektora uogoélnionych przemieszczen.

Rozwigzanie uktadu réwnan metoda elementéw skonczonych uzyskano przy
zastosowaniu metody Newtona-Raphsona ze zmienng wielko$cig przyrostu obcia-
zenia szczegdtowo opisanej w monografiach Bathe’a [3] i Kleibera [9] oraz w pracy
Zienkiewicza i Taylora [13].

5. Analiza wynikéw numerycznych

5.1. Zachowanie belki zZelbetowej do chwili powstania pierwszych rys

W zakresie odksztalcen liniowo-sprezystych przed pojawieniem si¢ zaryso-
wania poréwnano zgodno$¢ naprezen i przemieszczen w modelu obliczeniowym
i belkach badanych do$wiadczalnie przez Buckhouse’a [4].

Wyznaczono analitycznie naprezenia w betonie, naprezenia w stali zbrojenio-
wej oraz przemieszczenia pionowe w srodku belki pod obcigzeniem rysujacym
P, = 23,58 kN, przy zalozeniu Fazy Ia zachowania zelbetowego przekroju zgina-
nego. W tabeli 1 zamieszczono poréwnanie tych wynikéw z wynikami obliczen
numerycznych uzyskanych metoda elementéw skonczonych w chwili powstania
pierwszej rysy. W obszarze dzialania stalego momentu naprezenia w srodku
rozpietosci belki, odpowiadajace zarysowaniu w plaszczyznie zginania, sa réwne
3,72 MPa. W pozostatych dwdch plaszczyznach, prostopadlych do plaszczyzny
zginania, pierwsze rysy powstaly pod wiekszym obcigzeniem réwnym 26,4 kN.
Buckhouse zaobserwowat w doswiadczeniu powstanie pierwszej rysy nieco wcze-
$niej, bo pod obcigzeniem 20 kN. Obliczone obcigzenie rysujace jest wigksze od
zarejestrowanego doswiadczalnie. Réznica pomiedzy obcigzeniem rysujacym
obliczonym i do§wiadczalnym wynosi ok. 18%.
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TABELA 1

Poréwnanie wynikoéw do$wiadczalnych z wynikami analitycznymi i numerycznymi w chwili
powstania pierwszej rysy

Naprezenie Naprezenie Przemieszczenie Sila
. . betonu w strefie w stali pionowe .
Rodzaj analizy . - U ; .| rysujaca
rozciaganej zbrojeniowej | w $rodku belki P [kN]
o, [MPa] o, [MPa] V; [mm] ¢
Wynik doswiadczalny
Buckhouse’a B - 270 20
Obliczenia analityczne 3,73 19,65 1,36 23,58
Obliczenia numeryczne MES 3,72 23,03 1,35 23,57

5.2. Zachowanie belki Zelbetowej po zarysowaniu

Na rysunku 7 zilustrowano schematy zarysowania w poczatkowych etapach
obcigzenia.

P =40 kN

P =578 kN

pierwsze rysy
P =62,3kN

Rys. 7. Schematy zarysowania w poczatkowych etapach obciazenia

Na poczatku procesu obcigzenia rysy od zginania powstawaly w potowie
rozpietosci belki. W miare wzrostu obciazenia, obszar pionowych rys od zginania
powigkszal sie poziomo w kierunku podpory. Przy jeszcze wyzszym obciazeniu
pojawialy si¢ uko$ne rysy od rozciggania i $cinania. Dalsze zwigkszanie obcigzenia
wywolywalo powstawanie kolejnych rys od zginania oraz uko$nych od rozciggania
i $cinania. W konicowych etapach obcigzenia powstaty rysy wywotane $ciskaniem
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w obszarach sgsiadujacych z punktami obcigzenia. Taki schemat zarysowania jest
jakosciowo zgodny ze schematem zarejestrowanym w badaniach doswiadczalnych
Buckhousea [4]. W gdrnej czesci belki zginanej powstalo znaczne zarysowanie.
W obszarze dzialania stalego momentu zginajacego rysy rozwijaly sie do osia-
gniecia obcigzenia 24,5 kN. Nastepnie zaobserwowano rozwdj zarysowania belki
w kierunku podpory. Znaczny wzrost zarysowania belki zaobserwowano w chwili
powstania rys ukos$nych pod obcigzeniem 57,8 kN.

5.3. Zachowanie belki Zelbetowej w chwili uplastycznienia stali
zbrojeniowej

Uplastycznienie stali zbrojeniowej pojawito sie pod dzialaniem obcigzenia
64,8 kN. Zarejestrowano wowczas gwaltowny wzrost przemieszczen pionowych
w $rodku belki. Na rysunku 8 przedstawiono schematy postepujacego zarysowania
belki zelbetowej przed uplastycznieniem stali zbrojeniowej i po nim. Pod obcigze-
niem 68,9 kN znacznie powigkszyly si¢ rysy prostopadle w plaszczyznie zginania,
w obszarze dzialania prawie stalego momentu zginajacego, tj. pomiedzy sitami
skupionymi obcigzenia zewnetrznego.

P = 64,5 kN P =689 kN

71,2 kN

P = 66,7 kN p

Rys. 8. Schematy zarysowania przed uplastycznieniem stali zbrojeniowej i po nim

5.4. Zachowanie belki Zelbetowej w stanie no$noéci granicznej

W rozwigzaniu numerycznym stan graniczny nosnosci zarejestrowano pod
obcigzeniem P = 77,1 kN. Stan graniczny no$nosci zinterpretowano w rozwigzaniu
numerycznym jako stan osiggany dla takiego obcigzenia, okreslonego z dokladnoscia
do zadanego przyrostu obcigzenia, dla ktérego zarejestrowano gwaltowny przyrost
przemieszczenia, bedacego objawem braku zbiezno$ci rozwigzania numeryczne-
go. Na rysunku 9 przedstawiono schematy zarysowania belki przed zniszczeniem
i w chwili zniszczenia. Zaobserwowano spotegowanie proceséw zarysowania pole-
gajace na pojawieniu si¢ nowych rys w plaszczyznach dotychczas nie zarysowanych
oraz bardzo niewielkie powiekszenie zasiggu stref zarysowanych.
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P =729 kN P =756 kN

P =734kN P=771kN

Rys. 9. Schematy zarysowania przed zniszczeniem i w chwili zniszczenia

W tabeli 2 przedstawiono poréwnanie pionowego przemieszczenia w srodku
belki pod obcigzeniem niszczacym okreslonego na podstawie rozwigzania nume-
rycznego z wynikami do$wiadczalnymi Buckhouse’a dla belki C1.

TABELA 2

Poréwnanie wynikéw doswiadczalnych i numerycznych przemieszczen pionowych w $rodku belki
pod obciazeniem niszczacym

Rodzai analiz Obcigzenie Przemieszczenie pionowe
) Y P [kN] w $rodku belki V, [mm]
Wynik doswiadczalny Buckhouse’a 72,6 92,7
Obliczenia numeryczne MES 77,1 100,5

Graniczne przemieszczenie pionowe w $rodku rozpietosci belki zarejestrowane
w rozwigzaniu numerycznym jest okoto 8% wieksze od wyniku zarejestrowanego
w doswiadczeniu. Z kolei obcigzenie graniczne zarejestrowane w rozwigzaniu
numerycznym jest okoto 6% wigksze od doswiadczalnego.

Nieliniowg zalezno$¢ obcigzenie—przemieszczenie pionowe otrzymang w ana-
lizie numerycznej w poréwnaniu z krzywa doswiadczalng przedstawiono na ry-
sunku 10.

W zakresie liniowego zachowania krzywa obcigzenie—przemieszczenie okreslona
numerycznie charakteryzuje si¢ nieco wigksza sztywnoscia od krzywej doswiad-
czalnej. Pierwsze obcigzenie rysujace w analizie numerycznej wynosi 23,57 kN i jest
wyzsze o 18% od obciazenia rysujacego stwierdzonego w doswiadczeniu, réwnego
20 kN. Po pierwszym zarysowaniu numeryczny model belki ma réwniez wigksza
sztywno$¢ niz belka doswiadczalna. W numerycznym modelu belki uplastycznienie
rozciaganej stali zbrojeniowej sygnalizowane na wykresie obcigzenie-przemiesz-
czenie natychmiastowym zmniejszeniem sztywnosci zaobserwowano przy obcia-
zeniu 64,8 kN. Wyznaczone numerycznie obcigzenie graniczne réwne 100,5 kN
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Rys. 10. Poréwnanie zaleznosci przemieszczenia pionowego w rodku belki od obcigzenia

jest wyzsze o okoto 6% od obcigzenia granicznego okreslonego do$wiadczalnie
réwnego 92,7 kN.

6. Zakonczenie

6.1. 'Wnioski dotyczace analizy zachowania belek zelbetowych

1. W pracy dokonano oceny efektywno$ci metody elementéw skonczonych
w analizach nieliniowego zachowania belki zelbetowej modelowanej jako prze-
strzenny element konstrukcyjny bez wprowadzania uproszczen wynikajacych
z zalozen technicznej teorii konstrukcji belkowych.

2. Analizowano belke zelbetows, dla ktérej dostepne byty wyniki badan doswiad-
czalnych. Zarejestrowano poczatkowe zarysowanie betonu, uplastycznienie
stali i no$nos¢ graniczng belki oraz dokonano poréwnania wynikéw obliczen
numerycznych z wynikami dos§wiadczalnymi.

3. Zachowanie numerycznego modelu belki zelbetowej opisywane zaleznoscia
obcigzenie-przemieszczenie w srodku rozpietosci wskazuje na dobra zgodnosé
z wynikami do$wiadczalnymi w catym zakresie obcigzenia.

4. Obciazenie graniczne uzyskane w obliczeniach numerycznych byto wyzsze od
wyniku doswiadczalnego o ok. 6%.

5.  Numeryczny model belki charakteryzowat sie nieznacznie wieksza sztywnoscia
niz belki do$wiadczalnej. Wigksza sztywno$¢ numerycznego modelu belki
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6.2.

moze by¢ spowodowana kilkoma czynnikami, m.in.: (1) homogeniczno$cia
modelu konstytutywnego betonu nie uwzgledniajacego wszystkich efektow
fizycznych zwigzanych z procesami mikrozarysowania i rozwoju dyslokacji
w plaszczyznach styku ziaren kruszywa i zaprawy, (2) zalozeniem idealnej
przyczepnosci pomiedzy betonem i stalg zbrojeniowa w modelu numerycznym
belki wylacznie w wezltach wspdlnych siatki podzialu elementéw materiatu
matrycy betonowej i stali zbrojeniowe;j.

Schematy zarysowania uzyskane w rozwigzaniu numerycznym jakosciowo
dobrze odpowiadaly opisom mechanizmu zniszczenia w belkach doswiad-
czalnych.

Whioski dotyczace modelowania belek zelbetowych metoda
elementow skonczonych

W modelowaniu belek zelbetowych powinny by¢ stosowane uproszczenia
zapewniajace efektywnos¢ uzyskania rozwigzania: (1) wykorzystanie symetrii
elementéw konstrukcyjnych, (2) lokalizowanie elementéw skonczonych stali
zbrojeniowej zgodnie z siatka podzialu elementéw skonczonych materialu
matrycy betonowe;j.

Modelowanie plyt stalowych w miejscach podparcia i przylozenia obcigzen
skupionych w sposob odzwierciedlajacy warunki rzeczywiste jest podstawowym
czynnikiem zapewniajacym zgodnos¢ wynikéw numerycznych z wynikami
doswiadczalnymi.

Modele numeryczne elementéw zelbetowych uwzgledniajace fizyczne nieli-
niowos$ci materialéw sa podatne na numeryczne niestabilnosci rozwigzania.
Rzad rozwigzania odpowiada analizie duzych odksztatcen. W wyniku uwzgled-
nienia nieliniowych efektéw geometrycznych w belkach zelbetowych otrzyma-
no lepsza zgodnos$¢ wynikéw numerycznych z doswiadczalnymi, szczegélnie
wyraznie dostrzegalng w fazie po uplastycznieniu stali zbrojeniowe;.

W poczatkowym etapie modelowania nalezy ustali¢ sposéb podziatu na ele-
menty skonczone i zbada¢ zbiezno$¢ rozwigzania. W analizach nieliniowego
zachowania numerycznych modeli konstrukeji zelbetowych zbyt drobna siatka
moze powodowa¢ numeryczne niestabilnosci. Z drugiej jednak strony przy-
jecie zbyt duzej siatki moze skutkowaé uzyskaniem niedoktadnych wynikéw.
W betonie, w chwili powstania rysy lub grupy rys ich dtugos¢ w wielu przy-
padkach jest wigksza od maksymalnego wymiaru kruszywa, na co zwrécono
uwage w pracy Shaha i in. [11]. W zwigzku z powyzszym wymiary elementu
skonczonego materialu matrycy betonowej powinny by¢ co najmniej dwa, trzy
razy wigksze od maksymalnego wymiaru ziarna kruszywa w celu uzyskania
poprawnego i realnego modelu zarysowania rozmytego. Fakt ten zostal po-
twierdzony w pracach Barzegara i in. [2], Isenberga [7] oraz Shaha i in. [11].
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W belkach badanych do$wiadczalnie maksymalny wymiar ziarna kruszywa
wynosit 24 mm, podczas gdy minimalne wymiary elementu skonczonego
materialu matrycy betonowej przyjeto w numerycznym modelu belki jako
rowne 38 x 32 x 30 mm.

6. W analizie nieliniowego zachowania belek zelbetowych nalezy przyja¢ wspot-
czynnik no$nosci na $cinanie. Dla rys zamknigtych warto$¢ przyjetego wspot-
czynnika powinna by¢ nieznacznie mniejsza lub réwna 1, a dla rys otwartych
powinna by¢ dobrana z przedziatu od 0,05 do 0,25, co ustalono w pracach
Barzegara i in. [2], Huyse’a i in. [6], Isenberga [7], Kachlakeva iin. [8] oraz
Najjara i in. [10]. W wyniku préb numerycznych zastosowano warto$¢ 0,3.
Mniejsze wartos$ci wspolczynnika powodowaly problemy ze zbiezno$cig roz-
wigzania dla niskich poziomoéw obcigzenia.

7. W obliczeniach do rozwigzywania zagadnien nieliniowych wykorzystano pro-
cedure numeryczng Newtona-Raphsona. Trudno$ci w otrzymaniu rozwigzania
zbieznego obserwowano przy sterowaniu obcigzeniem i zalozeniu zbyt duzych
przyrostow obcigzenia w zakresie obciazen po zarysowaniu.

8. W analizie nieliniowego zachowania modelu konstrukgji zelbetowej tolerancje
w kryterium zbieznosci powinny by¢ okreslane z nalezyta uwaga. Wartosci
tolerancji w kryterium obciazenia i przemieszczenia powinny by¢ zwiekszane
w zaleznosci od etapu obcigzenia i zakresu fazy niesprezystego odksztalcenia
w celu uzyskania zbiezno$ci rozwigzania.

9. W analizie nieliniowego zachowania belki zelbetowej, obcigzenie catkowite
przylozone w modelu powinno by¢ podzielone na okreslong liczbe matych
przyrostow obciazenia, szczeg6lnie w najbardziej krytycznych fazach pracy
belki zelbetowej, np. takich jak powstawanie zarysowania betonu, pojawienie
sie uplastycznienia stali zbrojeniowej, osiaganie granicznej no$nosci belki
zelbetowej. Zastosowanie odpowiedniej, zmiennej wartosci przyrostu obcia-
zenia w poszczegodlnych fazach pracy belki zapewnia zbieznos¢ rozwigzania
i umozliwia skrécenie czasu obliczen numerycznych.

Artykut wplyngt do redakcji 5.03.2007 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w maju 2007 1.
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Modelling of behaviour of inelastic reinforced concrete beam

Abstract. Numerical modelling of the reinforced concrete beam is discussed in this paper. The
comparison of the numerical and experimental results as well as theoretical solutions, were presented.
The compared results indicate correctness of the constitutive models of the structural materials:
concrete and reinforcing steel and effectiveness of the solution method.
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