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Dynamika grubos$ciennej kulistej oslony obciazone;j
wewnetrznym cisnieniem zmiennym w czasie
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Streszczenie. Zbadano problem radialnych drgan grubosciennej ostony kulistej, obcigzonej udarowo
wewnetrznym ci$nieniem impulsowym. Zatozono, ze material ostony jest sprezyscie niescisliwy. Przy
takim uproszczeniu uzyskano zamkniete analityczne rozwigzanie zagadnienia dynamiki ostony kulistej
w ramach liniowej teorii sprezystosci. Okazuje sie, Ze ostona kulista wykonana z materialu niesci-
$liwego, podobnie jak rura [5], obcigzona wewnetrznie udarowo, zachowuje sie jak uklad o jednym
stopniu swobody. Czestotliwo$¢ kotowa drgan wlasnych ostony kulistej jest kilkakrotnie wigksza od
czestotliwosci rury o tej samej $rednicy wewnetrznej i gruboéci $cianki.

Przedstawione rozwigzanie mozna wykorzysta¢ do szacowania wytrzymatoséci kulistych oston
balistycznych stosowanych przy wybuchowym napedzaniu cienko$ciennych pierscieni uzywanych
w badaniach dynamicznych wladciwosci materialéw. Poza tym przedstawione wyniki badan daja
dodatkowy wklad wiedzy do teorii drgan technicznych ukladéw ciagtych.

Stowa kluczowe: dynamika kulistej ostony grubosciennej, drgania wymuszone, wewnetrzne ci$nienie
impulsowe, materiat ostony nie$cisliwy

Symbole UKD: 623.45

1. Wprowadzenie

Jednym z dos$wiadczalnych sposobéw badania wtasciwosci mechanicznych
materiatéw obcigzonych dynamicznie jest metoda pierscieniowa [1, 2]. Metoda ta
polega na rejestracji radialnego ruchu lub promieniowej predkosci rozszerzania si¢
cienkiego pierscienia, wykonanego z badanego materiatu i napedzanego produkta-
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mi detonacji tadunku wysokoenergetycznego materialu wybuchowego (MW) lub
silnym, impulsowym polem elektromagnetycznym.

W celu wyeliminowania w procesie napedzania pier§cienia wplywu zaburzen
pochodzacych od produktéw detonacji MW, uzywa si¢ grubosciennych oston meta-
lowych o symetriach: kulistej lub cylindrycznej. Pierscien nakiada si¢ na zewnetrzna
powierzchnie tych oston, ktérych wnetrze wypelnione jest calkowicie lub czesciowo
MW. Po detonacji MW w $ciance obudowy propaguje si¢ uderzeniowa fala $ciskania,
ktéra odbija sie od powierzchni kontaktowej z pierscieniem i powoduje skokowe
jego napedzenie. Oddziatywanie produktéw spalania materiatéw wybuchowych
na obudowy o réznej geometrii wystepuje rowniez w pociskach artyleryjskich,
granatach i bombach oraz w lufach urzadzen miotajacych [3, 4]. Zagadnienia te
sa przedmiotem wielu badan do$wiadczalnych i teoretycznych.

W pracy [5] zbadano analitycznie zagadnienie radialnych drgan grubosciennej
rury wymuszonych wewnetrznym ci$nieniem nagle wytworzonym i rbwnomiernie
roztozonym wzdtuz jej dlugoséci. Material rury modelowano liniowo-sprezystym
os$rodkiem niescisliwym. Dla takiego materiatu uzyskano zamkniete analityczne
rozwigzanie zagadnienia dynamiki grubos$ciennej rury. Okazuje sie, ze rura wy-
konana z materiatu niescisliwego, obcigzona wewnetrznie udarowo, zachowuje si¢
jak ukfad o jednym stopniu swobody. Na przyklad rura obcigzona nagle stalym
wewnetrznym ci$nieniem drga ze stalg czestotliwoscig kotowa w, wokot stanu
okreslonego przez statyczne rozwigzanie zagadnienia Lamego.

W niniejszej pracy rozpatrzymy analogiczne zagadnienie dla grubos$ciennej
ostony kulistej. Poréwnanie analitycznych wynikéw, okreslajacych dynamiczne
stany obydwdch obiektéw ma istotne znaczenie praktyczne i stanowi dodatkowy
wkiad wiedzy do teorii drgan obiektéw ciaglych.

2. Sformulowanie problemu

Okreslimy dynamiczne stany: radialnego przemieszczenia, naprezenia i od-
ksztalcenia w grubosciennej ostonie kulistej, obciazonej udarowo wewnetrznym
ci$nieniem p(¢).

Oznaczymy przez a i b promienie: wewnetrzny i zewnetrzny ostony. Zagad-
nienie bedziemy rozwigzywa¢ w sferycznym uktadzie wspétrzednych Lagrangear,
¢, 0. Ze wzgledu na kulistg symetri¢ problem jest przestrzennie jednowymiarowy.
W zwiazku z tym stany naprezenia i odksztalcenia w materiale ostony reprezen-
towane sg przez nastepujace skltadowe:

0, — naprezenie promieniowe (radialne),

04 = 0y — naprezenia obwodowe (styczne),

¢, — odksztalcenie promieniowe (radialne),

&, = &g — odksztalcenia obwodowe (styczne).
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Pozostale skladowe tensoréw naprezenia i odksztalcenia w tym uktadzie
wspotrzednych sa rowne zeru.

Problem rozwigzujemy w ramach liniowej teorii sprezystosci, zgodnie z ktdra
mamy nastepujace relacje [6]:

er(r,t)f”g’t), ew(r,t)zse(r,t)zu(: ) 2.1)
o,(rt)-o0, (r,t):ZM(er —s(p), (2.2)

gdzie u i r s3 odpowiednio przemieszczeniem radialnym elementu ostony i wspot-
rzedng Lagrangea, y oznacza modut Kirchhoffa:

E

u

Z kolei symbole E i v oznaczaja odpowiednio modul Younga i liczbe Poissona.
Z prawa zachowania masy, zapisanego dla elementu ostony we wspo6lrzednej
Lagrange’a r dla symetrii kulistej, otrzymuje sie:

(r+u)2(l+%]:&r2, (2.4)
r) p

gdzie symbole p i p oznaczaja gestosci materiatu ostony: poczatkowa i biezaca.
Dla umiarkowanych cis$nien nieprzekraczajacych kilku tysiecy MPa, w przy-
padku metali mozna przyja¢, ze p = p, = const. Po uwzglednieniu tego zalozenia,

2
dla matych odksztalcen, (& oEr = ga_u ~0, g; = (zj ~ () rownanie (2.4) mozna
zredukowac¢ do postaci: r or r

oy, (2.5)
or r

Z dynamicznej réwnowagi elementu ostony, zapisanej we wspotrzednej Lagran-
ge’a r, po przeksztalceniach otrzymuje si¢ ogélne réwnanie ruchu tego elementu
w nastepujacej postaci:

2 2 —
p 514:(”3) a"’+2(1+3j(1+5—”j0’ e, (2.6)

08? r) or r or r
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Dla odksztalcen wyrazonych wzorami (2.1), po pominieciu matych wyzszego
rzedu, réwnanie (2.6) mozna zredukowac do postaci:
aor Or — O(p a2u

=pPy—>- 2.7
or r Pa ot @27)

Zlinearyzowany uklad réwnan (2.5) i (2.7) rozwiazemy dla nastepujacych
warunkéw granicznych:

o,(a,t)=-p(t) dla r=a (2.8)
or(b,t)EO dla r=b (2.9)

. ou
Or(a,t)z—p(t) i v(r,O)za =0. (2.10)

Obecnie przejdziemy do konstrukcji analitycznego rozwiazania tak sformu-
fowanego problemu.

3. Analityczne rozwigzanie problemu

Rozwigzanie ogélne réwnania (2.5) ma postac:
C(t
u(r t)— ( ) (3.1)

gdzie C(¢) jest ciagly, dwa razy rozniczkowalng funkcja czasu.

Z wyrazen (2.1), (2.2) i (3.1) wynika, ze:

e (n)=2D, e ()=, ()= 0. 52)

3
r

0, (ri)-0, ()= —6ﬂC(’) (3.3)
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Po podstawieniu wyrazen (3.1) i (3.3) do réwnania ruchu (2.7) i scatkowaniu
wzgledem r, otrzymuje sie:

o, ()= _4,1%;) C(’)+ (1), (3.4)

gdzie C (1)=d*C(t)/dr*, A1) jest dowolng funkejg czasu. Z warunku brzegowego
(2.9) i rozwigzania (3.4) mamy:

A(t)=4,u%3t)+po%t). (3.5)

Ostatecznie, po podstawieniu (3.5) do wyrazenia (3.4) i prostych przeksztalce-
niach, naprezenie radialne o,(r, ) mozna okresli¢ nastepujacym wzorem:

3

o,(r.t)= pob—C(t)+4 m C(z) (3.6)

Z kolei, po podstawieniu wyrazenia (3.6) do warunku brzegowego (2.8) i prze-
ksztalceniach, otrzymuje sie:

C(l) 4,ub +ab+a’ C(l)—

p e p(t). (3.7)
0

O(b a)

Wprowadzimy nastepujgce oznaczenia:

U b
c= |—, ﬂ:_a
Po a
(3.8)
u b’ +ab+a’ ﬁ +ﬁ+1
=
Po a’b a B’

gdzie ¢ oznacza predkos¢ propagacji fali poprzecznej w materiale ostony, a w, jest
kotowg czestoscig drgan wlasnych ostony. Okazuje sie, ze podobnie jak rura nie-
$cisliwa [5], grubos$cienna ostona kulista charakteryzuje si¢ jedna czgsto$cia drgan
wlasnych i zachowuje si¢ jak uklad o jednym stopniu swobody.

Funkcja C(t), po uwzglednieniu wyrazen (3.8) i (2.10) okreslona jest nastepu-
jacym réwnaniem:

C(z)+w§C(t):piO% p(0), (3.9)

z jednorodnymi warunkami poczatkowymi:
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dc(t) =0. (3.10)

c(0)=0 i C()=—>=

t=0

Rozwigzanie réwnania (3.9) z warunkami poczatkowymi (3.10) ma postac [7]:

C(t)— oo B 1Ip(r)51nw0(t—r)dr (3.11)
Z kolei z réwnania (3.9) wynika, ze:
(=P V-
C(t)_poﬁ_lp(t) w,C(¢). (3.12)

Jak wida¢, dla zadanego ci$nienia p(t), za pomoca catki (3.11) jednoznacznie
okresla si¢ funkcje C(#), ktéra determinuje wszystkie parametry problemu, a mia-
nowicie:

u(r,t)= C(f), (3.13)
r
Cou C(t) .. dC(t)
v(r,l)—a— o C(t)_T’ (3.14)
s,(r,t):g_j:_zcrgt), (3.15)
e, (r)=2) () =" _C(t) (3.16)

r r

a,(rt)= —(1—7j (z)+2“{2+(f}3 P b rabrad (1——}](:(:) (3.18)

a,(r,t)=/%_(1__j ()4 ( (l’f_bz*i‘l#(l_ﬁnc@), (3.17)

a

Jesli wewnatrz ostony wytworzone jest cisnienie w spos6b statyczny,
tj. p(t) = p,= const, to funkcja C(f) = C,= const. Wéwczas C(¢)=0 iz relacji (3.6)
otrzymuje sie:

ub -
o,(rt)=0,(r)= A CS. (3.19)
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Z kolei z warunku brzegowego 0, (a)=—p, ize wzoru (3.19) wynika, ze:

C :lps a3b3 zlps ﬁ3 a3
C4ub-d 4up-1

(3.20)

Dalej, po podstawieniu do wzoréw (3.13), (3.15)-(3.18) w miejsce funkcji C(t)
wielkosci C,, otrzymuje si¢ wartoéci parametréw problemu dla obciazenia sta-
tycznego.

4. Dynamiczny stan parametrow oslony kulistej obcigzonej
w sposdéb nagly wewnetrznym ci$nieniem p = const.

W celu uproszczenia analizy ilosciowej poszczegdlnych parametrow: przemiesz-
czenia, predkosci, odksztalcen i naprezen, wprowadzimy nastepujace wielkosci
bezwymiarowe:

t
gzia n=—, ﬂ:_v U:z, V:E’
a T, a c
- C o g
C=—, F=£ §,=—=%, §,=-%, U =%, (4.1)
a p p p a
~ Cs Grs o S - w
Cr = 32 Srs = > S(px =2 > = ¢ >
a P, P, (c/a)
gdzie T, jest okresem drgan wlasnych ostony:
2
0

Po podstawieniu p(t)= p = const do wyrazenia (3.11), scalkowaniu w granicach
0 + t i wykorzystaniu wielkosci bezwymiarowych (4.1) otrzymuje sig:

3
C(t)= % ﬂsﬁ_ ; (1-cos2my)=C, (1-cos2an),

3
c-1 8
4F B -1

(4.3)
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Pozostale parametry okreslajagce mechaniczny stan ostony, zgodnie z wyraze-

niami (3.13)-(3.19) i (4.3), mozna wyrazi¢ nastepujgcymi wzorami:
— dla obcigzenia dynamicznego:

U(én)= C‘; (1—cos27n),

1 B +p+11

V(§,77)= 2\/§F /33 1 —s1n2my,
1 C
¢ (&:m) =52, (&)= (1-cos2y),

S, (&)=

ﬂ31— 1 [(?)3 - 1] + A, (& )eos 27,
=GR
S, (&)= G 1)[ (ﬂn 4, (&)cos 2,

(g)—z(ﬁ3 )H—j +2(B +B+1 B 1j+2}

- :Zw/ﬂ2+ﬂ+1'
0 ﬁ >

4,(6)=

— dla obcigzenia statycznego:
L _C
2 gz >

)=

1 C
(€)= 5. (6)= 5

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)
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1 [ﬁf_l’ (4.12)
B -1\ &

L[ (8 |
sq,s(s)_z(ﬁ}_l){z (EU (4.13)

W celu poréwnania wynikéw przytoczymy analogiczne zalezno$ci uzyskane
dla ostony cylindrycznej [5]:
— dla obcigzenia dynamicznego:

5.(6)=-

_at p s _C_1 B (4.14)
Yob—a’ 2u Yat 2F -1

U(E,n):%ﬂfgz_lé(l—cosbm): Z (1-cos2mn), (4.15)

V(E,n)=%ﬂ§—z_l [;n_ﬂl ésiany, (4.16)

e, (En)=—¢.(En)= gz (1-cos2mn), (4.17)

S (&)= —%((gjz - 1} + A, (&)cos 2,

- (4.18)
L [(BY ] Im(B/%)
4,6)- ﬁz_l[[g 1} o),
S, (&)= 21 [(_J2+1J—A¢(§)cos2nn,
p-l (4.19)

npg ’

5, = 2F 1) (4.20)
pnp

B
&
[
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— dla obcigzenia statycznego:

_1 g 1_C
U.(€)=7%5 B 1E & (4.21)
&, (§)=¢,(8)= g; , (4.22)

S, (€)=~ ﬁzl_lug—l} (4.23)
__ L [(BY _
SW(«S)—W_I[[‘SJ +1J, (4.24)

Z analizy zamieszczonych wyzej wzoréw wynika ogélny wniosek, ze rozpa-
trywane ostony, obcigzone w sposéb nagly wewnetrznym ci$nieniem p = const,
zachowuja si¢ jak uklady mechaniczne o jednym stopniu swobody, ktore drgaja
radialnie z czestotliwo$ciami kotowymi okreslonymi wzorami (4.9) i (4.20). Dyna-
miczny stan parametréw mechanicznych obcigzonych oston zmienia si¢ w czasie
cyklicznie wokot ich wartosci statycznych, uzyskanych przy cisnieniu wytworzonym
statycznie o tej samej wartosci, tj. p = p,= const.

Obecnie przejdziemy do ilosciowej analizy parametréw mechanicznych ba-
danych oston.

5. Ilo$ciowa analiza dynamicznych parametréw mechanicznych
badanych oston

Zakladamy, ze rozpatrywane ostony wykonane sg ze stali o nastgpujacych charak-
terystykach mechanicznych: gesto¢ w warunkach normalnych — p, = 7800 kg/m”,
modut Kirchoffa — y = 75 GPa. Warto$¢ ci$nienia przyjmujemy p = 400 MPa. Dla ta-

kich danych mamy: F = L 187,5; ¢ = \/,Dz =31002. Pozostale wartoci liczbowe
p 0 §
odpowiednich wielko$ci beda podawane przy analizie konkretnych parametréw.
Zgodnie ze wzorami (4.9) i (4.20), wzgledne czestosci kolowe drgan wlasnych
rozpatrywanych oston sg funkcjami grubosci ich $cianek charakteryzowanej przez
parametr f. Wykresy tych funkcji pokazane sg na rysunku 1.
Jak widac¢, kotowe czestosci drgan wlasnych oston malejg wykladniczo wraz ze
wzrostem grubosci ich $cian, co jest powodowane wzrostem ich masy. Istotny jest fakt,
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ze czestos¢ kolowa ostony kulistej jest prawie dwa razy wigksza od czgstosci kolowej
ostony cylindrycznej. Wynika to z wigkszej sztywnosci ostony kulistej w poréwnaniu
ze sztywnoscig ostony cylindrycznej przy tych samych grubosciach $cianek.

4 :
o — Oslona kulista
- = - Oslona cylindryczna

3,5¢ o

Rys. 1. Zmiany wzglednych kotowych czestosci drgan wlasnych oston w funkcji parametru f8

Na rysunku 2 pokazane sg wykresy zmian wzglednego radialnego przemiesz-
czenia powierzchni oston w przedziale 0 < 5 < 1, tj. w pelnym okresie drgan
0 < t < T, narysowane zgodnie ze wzorami (4.4) i (4.15) dla kilku wartosci &
i B =2. Zwr6¢my uwage na fakt, ze przemieszczenie radialne wewnetrznej
(£=1) i pozostalych powierzchni oston jest dodatnig funkcjg zmiennej # w caltym
okresie drgan. Oznacza to, ze ostony podczas sprezystych drgan wymuszonych
stalym wewnetrznym ci$nieniem, wytworzonym w sposéb nagty, nie zmniejszaja
poczatkowej srednicy. Jak wida¢, amplitudy radialnych drgan poszczegélnych
powierzchni ostony kulistej s kilkakrotnie mniejsze od analogicznych amplitud
ostony cylindrycznej. Oznacza to, ze ostona kulista jest konstrukcja bardziej sztywna
w poréwnaniu z ostong cylindryczng.

W analogii do uktadu mechanicznego o jednym stopniu swobody, wspélczynnik
dynamiczno$ci udarowego obcigzenia dla obydwoch oston, zgodnie ze wzorami
(4.4) i (4.10) oraz (4.15) i (4.21) okreslony jest wyrazeniem:
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Ul(s,
lI’z(in):l—cosZm] (5.1)
U, (§)
i jego maksymalna warto$¢ wynosi 2.
gx10° , , ;
U(E, — Ostlona kulista
©.m) - = - Oslona cylindryczna
7 LT :
; T .
6 /. "

Rys. 2. Zmiany wzglednego radialnego przemieszczenia poszczegdlnych powierzchni oston w prze-
dziale 0 < 7 < 1 dla kilku wartosci parametru £1 =2

Z kolei na rysunku 3 przedstawiono wykresy amplitud A,(§) wzdluz grubosci
$cian oston (1 < & < §) dla kilku warto$ci parametru . Z wykreséw tych wynika,
ze funkcje A,(§) s3 ujemne i w przedziale 1 < & < f3 osiggaja minimalng warto$¢ dla
&=, przy czym:

£, = ﬁ\ﬁ/(ﬁz +B+ 1) — dla ostony kulistej, (5.2)
£.= ﬂﬂ2lnﬂ/(ﬁ2 - 1) — dla ostony cylindryczne;j. (5.3)
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W miare zblizania si¢ do wewnetrznych powierzchni oston (£ > 1) ekstrema
amplitud A,(§), wyrazone w bezwzglednych warto$ciach, maleja i znikaja dla £ =1,
co jest zgodne z warunkiem brzegowym (S,(1,%) = -1). Wartosci funkeji A,(¢) dla
obydwoch oston sg poréwnywalne dla 8 < 2. Dla grubych $cianek réznice miedzy
funkcjami A,(§) dla oston cylindrycznych i kulistych, po osiggnieciu ekstremum,
rosng.

-0,15+
-0,2

-0,25

03}

—Ostona kulista
- = -Oslona cylindryczna

1,5 2 2,5 3 3,5 £ 4

-0,35 | | | |
1

Rys. 3. Wykresy amplitud A (&) pulsacji wzglednego naprezenia radialnego S,(&,%) w $ciankach oston
dla kilku wartosci ich gruboéci (B=1,2;1,5;2;314)

Analogiczne wykresy amplitud A 4(§) pulsacji wzglednego naprezenia obwodo-
wego Sy w $cianach oston pokazano na rysunku 4. Amplitudy A,(§) w przedziale
1 < & < f3 s malejacymi funkcjami dodatnimi. Najwi¢ksze wartoéci amplitud
wystepujg na wewnetrznych powierzchniach oston (£ = 1) i okre$lone sg nastepu-
jacymi wzorami:

Ay =3B°12(B° —1) — dla ostony kulistej, (54)

A4, . =28 /(ﬂ2 - l) — dla ostony cylindryczne;j. (5.5)

14
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— Oslona kulista
- = Oslona cylindryczna

Rys. 4. Wykresy amplitud A (&) pulsacji wzglednego naprezenia obwodowego Sy(&, 77) w éciankach
oston dla kilku wartosci ich grubosci (8 =1,2; 1,514)

Z analizy wzordw (4.7) i (4.18) wynika wniosek, ze funkgja S,(&, #) moze zmienia¢
znak z ujemnego na dodatni (rozcigganie) wewnatrz $cianki ostony. Zjawisko to dla
n = 0,5 (polowa okresu drgan) wystepuje w oslonie kulistej, jesli parametr 3 cha-
rakteryzujacy grubos¢ $cianki spetnia nieréwno$¢:

Bt +2p —58°-6B+5>0. (5.6)

Nieréwnos¢ ta jest spetniona, jesli f > 1,79. Oznacza to, Ze w $ciance o gru-
bosci, dla ktorej (B = b/a) < 1,79 rozciggajace naprezenia radialne nie wystapia.
Maksymalna dodatnia warto$¢ funkgji S,(&, 0,5) dla ostony kulistej jest osiggana
na powierzchni okreslonej rownaniem:

6
E=£ (B)=P L paT B>1,79, (5.7)

i wynosi: 5
05— B2 L)
Sy (63 0’5)_/3—1[52 1} 51 [g] 1. (5.8)
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Analogiczne zaleznosci dla ostony cylindrycznej maja postac:

2(B7 +1)inB-p*+1
§=§E(ﬂ)=exp[ G Z(;Zi)ﬂ i ] B>187,  (59)

2

S, max (625 0,5)= In(p/e.)_ 22 [(EJ —1}. (5.10)
g g -1{{&

Graficzny obraz funkcji S,(, #) przedstawiony jest na rysunkach 5-7.

Wykresy zamieszczone na rysunku 5 dla # = 0,25 odpowiadaja obcigzeniu
statycznemu (cos27-0,25=0). Pozostale wartosci funkcji S,(§, ) dla 7= 0
in = 0,5 sg symetrycznie rozmieszczone wzgledem wykresu statycznego. Oznacza
to, ze uklad drga wokdt potozenia réwnowagi statycznej. Na wszystkich wykresach,
zamieszczonych na rysunkach 5 i 6, funkcje S,(§, 7) dla obydwoch oston majg
podobne przebiegi jako$ciowe, natomiast wystepuja niewielkie réznice ilo§ciowe.
Bezwzgledne wartosci funkcji S,(, #) dla ostony cylindrycznej sa w wigkszo$ci
przypadkow wigksze. Wynika to z faktu, ze przemieszczenie i odksztalcenia dla tego
samego obcigzenia i grubosci $cianki w ostonie cylindrycznej sg wieksze (rys. 2).

Na rysunkach 8-10 przedstawiono analogiczne wykresy dla funkcji Sy(&, ).
Istotnym faktem, rozniacym funkeje Sy(&, #7) od funkcji S,(&, #), jest zmiana jej
znaku z ujemnego na dodatni podczas procesu drgan dla kazdej grubosci $cianki.
W poczatkowej chwili procesu drgan bezwladnos¢ scianki powoduje, ze naprezenie
obwodowe jest ujemne ($ciskanie). Natomiast z uplywem czasu $cianka przemiesz-
cza si¢ radialnie i naprezenie obwodowe zmienia znak na dodatni. Maksymalna
warto$¢ tego naprezenia wystepuje na wewnetrznej powierzchni $cianki (§ = 1)
ijest osiaggana w polowie okresu drgan (n = 0,5 — rys. 8). Warto$ci maksymalne
funkeji S4(&, #7) dla oston — kulistej i cylindrycznej okreslone s3 wzorami:

3

S pmax = 5;3 +11 — dla oslony kulistej, (5.11)
2

S ax = E/ dla ostony cylindrycznej. (5.12)

¢@max 182 -1
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Rys. 5. Zmiana funkcji S,(¢, ) wzdluz grubosci $cianek oston dla # = 0; 0,25 1 0,5 oraz
B=2ip=4
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— Oslona kulista
- - - Oslona cylindryczna
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0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 n 1
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- = - Oslona cylindryczna

_ 1,2 1 1 1 1 1 1 T T |
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 , 1

Rys. 6. Zmiana funkgji S,(¢, 1) podczas drgan w ustalonych obwodowych przekrojach $cianek dla
B=2if=4
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Rys. 7. Przestrzenne ksztalty funkcji S,(&, #) dla ostony kulistej
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Rys. 8. Zmiana funkcji Sy(¢, ) wzdluz grubosci $cianek oston dla n = 0; 0,25 i 0,5 oraz

B=2ip=4



142 E. Wiodarczyk, M. Zielenkiewicz
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Rys. 9. Zmiana funkeji S4(, 1) podczas drgan w ustalonych obwodowych przekrojach $cianek dla
p=2if=4
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Rys. 10. Przestrzenne ksztalty funkcji Sy(&, #) dla ostony kulistej
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Z analizy wykresow przedstawionych na rysunkach 8-10 wynika wniosek, ze
podobnie jak w przypadku funkcji S,(§, #), przebiegi jakosciowe funkeji Sy(§, #)
dla oston kulistych i cylindrycznych sa podobne, natomiast wystepuja dos¢ znacz-
ne roznice ilosciowe. Generalnie mozna stwierdzi¢, ze dla tych samych wartosci
$rednic i grubo$ci $cianek oraz cisnienia wewnetrznego, wytworzonego w ostonach
w sposob udarowy, naprezenia obwodowe sg wigksze w ostonie cylindryczne;.

6. Whioski koncowe

Z analizy problemu mozna sformulowa¢ nastepujace wnioski:

1. Gruboscienne ostony o symetrii kulistej i cylindrycznej, obcigzone nagle
wewnetrznym cis$nieniem drgajg radialnie z czesto$ciami kotowymi w,
i zachowujg si¢ podobnie jak mechaniczny uktad o jednym stopniu swo-
body. Przy réwnych s$rednicach i grubos$ciach $cianek, kotowa czgstos¢
drgan wlasnych ostony kulistej jest prawie dwukrotnie wigksza od ostony
cylindrycznej. Przyczyna tej roznicy jest wieksza sztywno$¢ ostony kuli-
stej.

2. Maksymalny wspétczynnik dynamicznodci drgan ¥ = 2.

3. Zanalitycznego rozwiazania problemu bezposrednio wynika, ze dynamicz-
ne stany: radialnego przemieszczenia (1), odksztalcen (e, &) i naprezen
(0,, 04), wygenerowane w $ciankach oston wewnetrznym ci$nieniem p(f)
zdeterminowane sg przez fizyczne wlasciwosci ich materiatu (p, ) i geo-
metrie (a, b) oraz charakter zmian ci$nienia w funkcji czasu (p(t)).

Artykut wplyngt do redakcji 28.12.2006 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w lutym
2007 r.
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Dynamics of thick-walled spherical casing loaded with variable
in time internal pressure

Abstract. The problem of radial vibrations of thick-walled spherical casing, loaded with variable in time
internal pressure was studied. We assumed that the casing material is incompressible. Furthermore,
the linear elasticity theory was used in these considerations. By means of these simplifications, the
analytical solution of the dynamics of thick-walled spherical casing loaded with an internal pressure
has been obtained. This solution may be used for estimation of strength of the spherical ballistic
casings applied to explosively driven specimens in the ring test. Moreover, the results shown in this
paper are the contribution to the vibration theory of continuous engineering systems.

Keywords: dynamics of thick-walled spherical casing, forced vibrations, pulsed internal pressure,
incompressible casing material
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