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STRESZCZENIE: Artykut jest kontynuacja prac [6]-[9] poswigconych strukturom opiniowania
diagnostycznego (strukturom OD). Przedstawiono w nim sposob przeliczania silnie spojnych,
2-optymalnych struktur OD typu PMC (Preparata F.P., Metze G., Chien R.T. [11]) oraz wyniki
przeliczenia takich struktur rz¢du szdstego. Wykorzystujac te wyniki oraz znajomos$¢ jawnej
postaci 2-optymalnych struktur OD (typu PMC) rzedu piatego ([4], [5]), okreslono liczbg
2-optymalnych struktur OD (typu PMC) rzedu széstego, ktorych sktadowa silnej spdjnosci jest
rzg¢du piatego.

1. Wprowadzenie

W artykule niniejszym uzywa si¢ pojg¢, symboli i wlasnosci stosowanych
w artykutach [5]-[9], a wigc (W niektorych przypadkach) ich wyjasnianie nie
uwaza si¢ za konieczne.

W czeséci drugiej artykulu zaproponowano sposob przeliczania silnie
spojnych, 2-optymalnych struktur opiniowania diagnostycznego (struktur OD)
typu PMC (Preparata F.P., Metze G., Chien R.T. [11]) oraz przedstawiono
wyniki przeliczenia takich struktur rzedu szostego.

W czesci trzeciej artykulu, wykorzystujac znajomos¢ ([4], [5]) jawnej
postaci 2-optymalnych struktur OD typu PMC rzedu piatego, co pozwolito
wyznaczy¢ symetri¢ par weztdw kazdej z tych struktur, okreslono liczbe takich
2-optymalnych struktur (OD typu PMC) rzgdu szostego, ktore nie sa strukturami
silnie spojnymi.

Wiadomo [1], [5], Zze struktura OD jest struktura m-diagnozowalna typu
PMC wtedy i tylko wtedy, gdy
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oraz ([11], [5]) ze jezeli struktura OD jest struktura m-optymalna, to
H(e)=m,eckE, )
gdzie I'(E) oznacza zbior nastgpnikow weztow zbioru E (poza zbiorem E),
a u (e) — stopien wejsciowy wezla e.
Niech S, (k,k',S), gdzie k'<k,Se Sm(k') , oznacza zbilr

m-optymalnych struktur OD rzedu k, ktoérych sktadowa silnej spdjnosci jest
m-optymalna struktura S rzedu k' (typu PMC albo BGM).

Struktura S" €S, (k,k',S) jest takim nadgrafem grafu S, w ktorym
kazdy podgraf (E(S")\{e})y, gdzie eecE(S"): T {e}=9, jest
m-optymalng struktura rzedu k£ —1 (rys. 1). Mowimy, ze struktura S € gm(k')
indukuje zbior S, (k, k', S).

a) b)

Rys. 1. Struktura 2-optymalna (typu PMC) rze¢du siodmego (a), ktérej skladowa silnej
spojnosci jest struktura rzedu piatego (b)

2. Struktury silnie spdjne rzedu szostego

Niech Si (k) oznacza zbior silnie spojnych, 2-optymalnych struktur OD
typu PMC rzedu £ >5, a ézp (k) — zbior grafow zwyktych rzedu k, ktore sa
kanonicznymi reprezentantami klas podobienstwa [8] struktur zbioru

S5 (k).
Wiadomo [8], ze kazda sktadowa spdjnosci grafu G e GZP (k) jest drzewem

stopnia nie wigkszego niz dwa, wobec czego graf G mozna zakodowac,
okreslajac liczbe gatezi kazdej sktadowej spojnosci grafu
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(E(G)\{ec E(G): u(e)=0}).. Wiadomo rowniez [8], zZe szereg
przeliczajacy zbiory éf (k) ma postaé¢

G (x)= 8x" + 12x° + 16x" + 23x" +---.

Jezeli wige przez K (k) oznaczymy zbiér kodéw grafow zbioru G2 (k), to:
K(5) = {(0), (1, (11),(2),(2, 1), 3, (4, (5)}
K(6) ={(0),(1),(1,1),(1L1),(2),(2,1),(2,2),(3),(3,D,(4),(5),(6)} .
Niech S; (k|K ) oznacza podzbidr takich struktur zbioru §§ (k) , ktorych
kanonicznym reprezentantem klasy podobienstwa jest graf zbioru éf (k)
okodzie KeK(k), a §§ (k|K ,A) — podzbior takich struktur zbioru
S‘; (k|K ), ktorych kanonicznym reprezentantem podklasy podobienstwa, jest
taki k-dzielny podziat A€ A*(2k),A=(A,...4,), k—1>4>-->1 >1
liczby naturalnej 2k, ze {A,...A4 }={u"(e):ec E(S)}, gdzie u'(e)
oznacza stopien wyjsciowy wezla e struktury S € g; (k|K ).
Z zaleznos$ci (1) i (2) wynika, ze silnie spojna macierz M o elementach

m, €M, m {01}, m,=0,ijel, I={l,..,6}, spehiajaca warunki:

ml’j+~--+m6’j:2,jel; ?3)

(=3, .5 c DA (=3, L e T):
=m

m, . =m =0 @

W =m =m,

iy, Ja

hsJ2 b1 3.1 Bs.J2

jest macierza przej$¢ struktury nalezacej do zbioru §§ (6).

Mowiac silnie spdjna macierz M (zero-jedynkowa) rozumiemy, ze graf,
ktorego macierza przej$¢ jest macierz M, jest grafem silnie spdjnym.
Oczywiscie z silnej spojnosci macierzy M wynika, ze

m+-+m g >0,iel.

Mowimy, ze macierz M nalezy do klasy podobienstwa K € K(6), jezeli

macierz M (M), o elementach ml* JEM "(M), utworzona z macierzy M ,

zgodnie z regula (ml*j =)= (m,; =m;, =1), jest macierza przejs¢ grafu
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Ge éf (6) o kodzie K. Analogicznie mowimy, ze macierz M nalezy do
podklasy podobiefistwa A€ A°(12), jezeli {m,:iel}=1{A,..,4 }, gdzie

m,=m, +--+m oraz (iel)

Niech M (K) oraz M (K, A) oznacza odpowiednio macierz M nalezaca
do klasy podobienistwa K € K(6) oraz do klasy podobiefstwa K i podklasy
podobienstwa A € A°(12).

Metody wyznaczania (indukowania) macierzy M (K) i M(K,A) maja
wiele cech wspolnych z metodami wyznaczania tak zwanych kwadratow

lacinskich, to jest macierzy zero-jedynkowych o wymaganej sumie jedynek
Wposzczegolnych wierszach i kolumnach mac1erzy Dla przyktadu (rys.2):

macierz M jest macierza przejs¢ grafu G e G (6) o kodzie K'=(3,1),

a wiec, kazde takie ,,uzupehienie jedynkami” (spelniajace zaleznosci (3) i (4))
matryc M'i M", ze my, >2 lub m,, >2 indukuje macierz M (K"), bowiem
gdyby m, =m,, =1, to graf (opisywany przez wyznaczang macierz przejsc)
nie bylby grafem silnie spojnym, a gdyby m;, =1 lub m, 3 =m, (=1, to nie
bylaby spelniona zaleznos¢ (4). Zauwazmy, ze mozna pomina¢ (formalnie
dopuszczalng) matryce rdzniaca si¢ od matrycy M" tym, ze: m, s = 0; m = 1;
m,o=my,=m, =0 oraz ze wartosci elementdw m, s, mys, m, 5 nie sa
okreslone, bowiem matryca taka jest transpozycja (wierszy i kolumn o numerach
5 i 6) matrycy M", a wiec indukuje struktury podobne do struktur
indukowanych przez matryce M'. Jezeli, uzupehiajac matryce M,
przyjmiemy m,; =1, to musimy (z uwagi na zaleznos¢ (4)) przyja¢

m, , =0 oraz (z uwagi na zaleznos¢ (3)) m;; =m, s =0.
Rozwiazanie matryc M’ i M" indukuje 44 macierze M ((3,1)), a po
redukcji macierzy podobnych otrzymujemy || S§ (6|(3, 1) ||=24, przy czym:

1S5 (6](3,1),(333111) || =2;
1S5 (6|(3,1),(332211)) || =12;

1155 (6](3,1),(322221)) || =9
IS7(6/(3,1),(222222)) || =
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Zauwazmy, ze z matryc M'i M"wynika, ze m,, <3(i e I), a wiec wystarczy
poszukiwaé rozwiazan M ((3,1),4"), gdzie '€ {1 e A°(12): 4, <3} .

010000 010 .00 010 - 10
ltotoo0o0l _ Jto1 - ) 01 -0
M=lo 10100 M=l010 M"=o 1 01 0
001000 01 0 0100
000001 00 -0 000 -0 1
0000 1 0 .00 0] 00 - 1 0]

Rys. 2. Macierz M przejsé grafu G (G e G’ (6)) o kodzie K'=(3,1) oraz matryce M'i M",

indukujace macierze M (K")

Nie ma potrzeby bardziej wnikliwego omawiania algorytmow
indukowania macierzy M (K) oraz M (K, A), gdzie K € K(6) i 1€ A°(12).
Zauwazmy tylko, ze jezeli przeciwsymetryczna ((m,, =1)= (m;,=0))
macierz M spetnia zalezno$¢ (3), to spelnia rowniez zaleznosé¢ (4), bowiem
W przeciwnym razie istniatyby takie wiersze i,i,,i, oraz takie kolumny j, j,,
ze m[l’jl = mfl’fz = mfz’fl - mfz’fz = mfsvjl = mipfz =0 > @ WIQC mfl’jz = mfz’fl =1 ?
co przeczy zalozeniu, ze macierz M jest macierza przeciwsymetryczng. Tak
wiec kazda przeciwsymetryczna macierz M jest macierza ze zbioru M ((0)).

Przedstawimy teraz (w sposob ogolny) problemy zwiazane
z redukowaniem macierzy podobnych (izomorficznych).

Wiadomo [10], ze algorytmy sprawdzania izomorfizmu odznaczaja si¢
ztozonoscia wigksza od O(n”) dla dowolnego dodatniego wykladnika « .

Dla przyktadu macierze M' i M"(rys.3) sa macierzami przej$¢ struktur
podobnych, bowiem permutacja (5)(6)(1324) przeksztalca macierz
M" w macierz M' (M'=M" ((5)(6)(1324))), 0 czym mozna przekona¢ si¢ albo
przez odpowiednie zaetykietowanie wezldw graféw (opisujacych te struktury),

albo przez kolejne transpozycje macierzy: M, = M"((2)(3)(5)(6)(14));
M, = M, ((4)(5)(6)(23)) : M5 = M, ((3)(4)(5)(6)(12)) = M’ (rys. 4).
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(001 1 0 1 0] (01 1 0 1 0]
1 00001 1 00001
! 14
M=l900101 M™=lo 1011 0
1 01010 00100 1
01 0000 000100
00 01 0 0] 1 0000 0]
1 4
6 2 6 ) 3
A
]
5 3 ° !
4 2
Rys. 3. Iustracja struktur podobnych (izomorficznych)
[0 01 0 0 1] [0 1 0 0 0 1] (0 1 1 0 1 0]
000101 101010 1 00001
M=t 10010 M,=[o0o010 1 Ms=|o10110
011010 011010 001001
100000 100000 000100
00 0 1 0 0] 0001 0 0] 1 0000 0

Rys. 4. Macierze uzyskane po kolejnych transpozycjach macierzy M "z rys.3
(M, =M"((2)3)5)6)(14)) s M, =M ((1)(4)(5)(6)(23)) 5 M =M, (B)(4)(5)(6)(12))=M")

Aby stwierdzi¢, ze porownywane struktury, ktore naleza do tych samych
klas i1 podklas podobienstwa, nie sa strukturami podobnymi, wystarczy
zauwazy¢, ze maja rozne cechy, to jest rézne wartosci pewnego parametru
wlasciwego tym strukturom.
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Dla przyktadu wykazemy, ze wsrod trzech struktur (nalezacych do klasy
podobienistwa K =(1) i podklasy podobienstwa A=(2,2,2,2,2,2)),
przedstawionych na rys. 5, nie ma struktur podobnych. Okazuje sig, ze tylko
w strukturze S, istnieje droga cykliczna o dtugosci rownej cztery, ktora nie
zawiera krawedzi (1,2) — jest nig droga (34563). Okazuje si¢ rowniez, ze tylko
struktura S, ma dwie drogi cykliczne o dtugosci rownej cztery, ktore zawieraja
krawedz (1,2), a pozostate struktury — tylko po jednej takiej drodze (tabela 1).
Tak wigc w zbiorze {5, S,,S; } nie ma struktur podobnych.

»
|

S, S, 5

Rys. 5. Przyklad trzech struktur (klasy K =(1) i podklasy 1=(2,2,2,2,2,2)),
wsrod ktérych nie ma struktur podobnych

Tabela 1. Przyklady testow wzgledem struktur z rys. §

S S, S;
Czy istnieje droga cykliczna, poza NIE TAK NIE
krawedzia (1,2), o dtugosci rownej cztery ? (34563)
Ile jest drog cyklicznych, zawierajacych 2 1 1
krawedz (1,2), o dtugosci rownej cztery ? (12451) (12451) (21352)
(21362)

Wyznaczono struktury zbiorow §§ (6|K ,A), a liczebnosci tych zbiorow

podano w tabeli.2. Tak wigc || §§ (6)]|=517.
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Tabela 2. Wartosci||S? (6|K,A) || (K e K(6),Ae {4 e A°(12):5> A/, A, >1})

K
A O OGHLLH] A[ZD |22 AIGH] W] O] (¥
ey - -] - -1 3 - -1 -1 - - - -
G2y - - -1 - 2 - - -
@imn| | 1 o o 1 T
@2nn| | 15| 3 - 13 10| 3] 8] -] 2 -
@221 -] 19| 8] [ 19| 12| 1| 6| | 2| | -
@33un| 1| 4] 4] 1| 2| 3 2] 2] 1 I
332211 9| 51| 61| 7] 15| 17| 3| 17| 12| 17| 3] -
(322221 11| 28] 39| 10| 12| 19| 1| 3| o 3] 2| -
22222)| 2| 4| 4] 6| | 4] 1 NI NI
517 23] 122] 119] 24 71] 66| 10] 37[ 24] 15] 5[ 1

3. Struktury rzedu si6dmego, ktore nie sg silnie spojne

Niech G**(S"), gdzie S’ eS%(5) oznacza zbiér graféow utworzonych

z grafu S’ przez oznaczenie dwu jego weztow, a A(S") — zbior klas grafow

podobnych w zbiorze G**(S"). Wiadomo [4], [5], ze || g; (5)||=26 (rys. 6).

o
otk ikt

o
9
3
o
&

KD
OROKDED
DO
DD

Rys. 6. Struktury zbioru S§ %)
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W tabeli 3 podano liczebnosé || 2A(S,)|| zbioru klas podobienstwa grafow
zbioru G**(S,) dla tych struktur S, ie€{l,..,26} (rys.6), ktore nie sa
weztowo asymetryczne oraz zbior liczebnosci {|| %A ||: A € A(S,)} klas

podobienstwa zbioru 24(S)).

Tabela 3. Charakterystyka podobienstwa grafow zbioru Gz. (Sl.)

Lo ITRAGSHI | IR A e A(S)}
1 1 (10}

14 4 2,222}

13 3 222}

23 3 222}

25 3 222}

26 2 (5,5}

Sposob okres§lenia podanych warto$ci nie wymaga wyjasnien — jest
(w tym przypadku) oczywisty.

Poniewaz 2-optymalna struktura OD typu PMC rzgdu szostego jest albo
nadgrafem silnie spojnej struktury rzedu piatego, albo silnie spdjna struktura
rzedu szdstego, to

5 _
IS;0) 1= 2. KZJ—G(S')- > WAN=-D [+ ISI©®0,

5'eS5 (5) AeA(S")

przy czym (A(S") = D) = (8(S") =1) oraz (A(S") = D)= ((S") = 0) .

Tak wiec || S} (6)]|=230+517, stad szereg przeliczajacy 2-optymalne
struktury OD typu PMC (dla pierwszych dwu czlonéw) ma postac

ST (x)=26x" +747x° +---. (6)

4. Podsumowanie

Znajac jawna postac¢ 2-optymalnych struktur OD typu PMC rzedu piatego
(rys. 6) okreslono (w tatwy sposob) liczbe takich 2-optymalnych struktur (OD
typu PMC) rzedu szdstego, ktore sa nadgrafami tych struktur (cze$¢ trzecia
artykutu). W tym celu wystarczylo okres§lic liczebno$¢ kazdej klasy
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podobienstwa grafow utworzonych z kazdej 2-optymalnej struktury rzedu
piatego przez oznaczenie dwu jej weztdw. Zauwazmy, ze okreSlenie liczby
2-optymalnych struktur (OD typu PMC) rzedu siodmego (i wyzszego), ktorych
sktadowa silnej spojnosci jest struktura rzedu piatego, wymaga bardziej
ztozonych metod rozstrzygajacych o podobienstwie tak tworzonych nadgrafow.
Podstawy ogolne takich metod opisano w artykule [8], a ich zastosowanie,
w odniesieniu do 2-optymalnych struktur OD typu BGM rzedu 6smego,
przedstawiono w artykule [9].

Poniewaz kazda 2-optymalna struktura OD typu PMC jest albo struktura
silnie spdjna, albo struktura, ktorej sktadowa silnej spdjnosci jest struktura rzedu
k>5, to zasadnicza trudno$¢ w zrealizowaniu celu niniejszego artykutu,
sprowadzita si¢ do wygenerowania silnie spojnych, 2-optymalnych struktur OD
typu PMC rzedu szostego. Dokonano tego indukujac macierze przejs¢ takich
struktur dla poszczegélnych klas i podklas ich podobienstwa oraz redukujac,
w ramach kazdej z tak utworzonych grup, macierze podobne. Jako kanoniczny
reprezentant klasy podobienstwa struktury wybrano graf zwykly, ktérego
krawedzie opisuja cykle elementarne struktury, a jako kanoniczny reprezentant
podklasy podobienstwa — taki 6-dzielny podziat liczby 12, ktorego zbior
sktadowych rowna si¢ zbiorowi stopni wyjsciowych poszczegdlnych weziow
struktury. Dla kazdej klasy i podklasy podobienstwa struktury okre§lono zbior
matryc macierzy przej$¢ struktury (macierzy przejs¢ grafu czgsciowego
struktury), ktore (po wuzupehlieniu brakujacych elementow spetniajacym
okreslone warunki) indukuja wszystkie mozliwe macierze przejs¢ struktury,
nalezacej do danej klasy i podklasy podobienstwa. W tak wyidukowanym
zbiorze macierzy zredukowano macierze podobne. Przy redukowaniu macierzy
podobnych dzielono (okre§lony) zbidr macierzy wedtug arbitralnie wybranych
cech macierzy, a nastgpnie sprawdzano, czy dla kazdej pary macierzy
o jednakowych cechach istnieje permutacja przeksztalcajaca jedna macierz
w druga. Zauwazmy, ze wybrany zbioér cech macierzy ma charakter testu,
ktorego wnikliwo$¢ lokalizacyjna zalezy od klasy i podklasy podobienstwa,
rozpoznawanego zbioru macierzy oraz jest trudna do przewidzenia. Powoduje
to, ze metody generowania rozpatrywanych struktur maja charakter dialogowy.

Poza okresleniem wartosci drugiego czlonu szeregu przeliczajacego
2-optymalne struktury OD typu PMC (zaleznos¢ (6)), co ma warto$¢ poznawcza
w zakresie teorii grafow oraz diagnostyki systemow, w artykule przedstawiono
metody, ktore moga znalez¢ zastosowanie przy komputerowym generowaniu
struktur o wymaganych wilasciwosciach.
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