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STRESZCZENIE: Rozpatrzono niektore problemy wystgpujace przy komputerowym przeliczaniu
optymalnych struktur opiniowania diagnostycznego (struktur OD). Przedstawiono sposob
wybrania kanonicznych reprezentantow klas podobienstwa optymalnych struktur OD (zaréwno
typu PMC jak i BGM), ktore nie sg silnie spdjne oraz sa silnie spojne, oraz okreslono liczebnosci
zbioréw takich reprezentantow dla krotnosci diagnostycznej nie wigkszej od czterech i rzedu
struktury nie wigkszego od o$miu. Przedstawiono sposob wykrywania (redukowania) struktur
podobnych (izomorficznych).

1. Wprowadzenie

Przeliczanie optymalnych struktur opiniowania diagnostycznego (struktur
OD) zalicza si¢ zarowno do problemdéw teorii grafow, jak i do problemoéw
diagnostyki systemow. Wtasciwosci struktur OD istotnie ograniczaja analityczne
mozliwosci ich przeliczania, sktaniajac do poszukiwania rozwigzan, nawet tylko
czastkowych, za pomoca metod komputerowego generowania struktur.
Powoduje to, ze przeliczanie struktur OD rodzi problemy zaliczane do dziedziny
nazywane]j inteligencja obliczeniowa, ktorej obszarem zainteresowan sa,
pojmowane w szerokim sensie, struktury danych. Formalnie struktury OD
stanowia pewna klas¢ unigraféw zorientowanych bez petli.

Zwiazek struktur OD z diagnostyka systemow, a tym samym i nazwa,
wywodzi si¢ stad, ze jezeli struktura OD jest tak zwana strukturg
m-diagnozowalnq, to z wynikOw wzajemnego testowania si¢ elementow systemu
(zgodnego z tukami grafu) mozna wywnioskowa¢, ktore z elementéw systemu
sa niezdatne, pod warunkiem, ze nie jest ich wigcej niz m. Opinia o elemencie
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testowanym jest, w pewnych sytuacjach, losowa — zalezy (w okreslony sposob)
zarbwno od jego stanu niezawodno$ciowego, jak 1 od stanu
niezawodnosciowego elementu opiniujacego (testujacego). Zaleznie od
charakteru tej zaleznosci wyrdznia si¢ struktury OD typu (modelu) PMC
(Preparata F.P., Metze G., Chien R.T. [11]) oraz typu BGM (BarsiF.,
Grandoni F., Maestrini P. [2]). Struktur¢ OD nazywa si¢ struktura m-optymalng
rzedu k, gdzie k — liczba weztoéw grafu, jezeli (wérod struktur OD rzedu k) jest
taka struktura m-diagnozowalna, ktéra ma minimalna liczbg tukow.

Na temat struktur OD napisano wiele prac. Sa dobrze znane zar6wno
warunki ich istnienia, jak i metody wnioskowania z wynikoéw opiniowania, ktore
to wlasciwie (poczawszy od tak zwanych zagadek bizantyjskich)
zapoczatkowaly teoretyczne badania nad takimi strukturami. Niewiele jednak
mozna powiedzie¢ o szeregach przeliczajacych struktury OD. Wynika to stad, ze
analityczne metody, w tym przypadku, sa bezsilne (z wyjatkiem struktur
1-optymalnych oraz innych, ale matego rzedu). Sytuacja ta moze ulec zmianie
przez komputerowe generowanie struktur OD, co z uwagi na ,,ztosliwe” cechy
takich struktur moze dodatkowo przyczyni¢ si¢ do wzbogacenia metod
komputerowego generowania innych struktur.

Do zasadniczych probleméw warunkujacych efektywne, komputerowe
generowanie struktur o okre§lonych wlasnosciach nalezy sposob wybrania
kanonicznych reprezentantow klas podobienstwa tych struktur oraz sposéb
redukowania rozwigzan (wynikow) podobnych (izomorficznych).

Celem niniejszej pracy jest wybranie kanonicznych reprezentantow klas
podobienstwa optymalnych struktur OD (zaré6wno typu PMC jak i BGM), ktore
nie sa silnie spojne oraz sa silnie spojne, oraz okreslenie liczebnosci zbioréw
takich reprezentantow dla m <4 i k <8.

2. Wlasnosci optymalnych struktur opiniowania diagnostycznego

W niniejszej pracy uzywa si¢ poje¢ i symboli stosowanych w pracach
[6]-1[9].

Graf G =(E,U) opisuje m-diagnozowalng struktur¢ OD typu PMC
wtedy i tylko wtedy, gdy

Vn',n"eN" e eE'(n',n"):T(e)NE(n',n") % (1)
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oraz — typu BGM wtedy i tylko wtedy, gdy
‘v’n’,n"eN’”[(Ele’eEo(n’,n"):F(e’)mE(n',n")i@i)v )
v(I<e,e">eU:({e",e"} cE“(n'))= ({", "} c E“(n")))],
gdzie:
E°(n',n")={ecE:[n(e|n)=ny(e)|A[n(e|n") = n,(e)]},
E'(n',n")={eec E:[n(e|n')=n,(e)]nln(e|n") = n,(e)]},
E(n',n")={ecE:[n(e|n')=n,(e)]= [n(e|n") # n,(e)]},
E“(n" )={ecE:n(eln )=a}, ac{0,1},

n(e| n*) oznacza stan niezawodno$ciowy elementu e przy stanie
niezawodnosciowym systemu n € N”, gdzie N” jest zbiorem takich stanow
systemu, w ktorych liczba niezdatnych elementow nie jest wigksza niz m.
Warunkiem koniecznym spehlnienia zaleznosci (1) oraz (2) jest
(odpowiednio):
(IEN22-m+1)A(p (e) 2m, ecE) )
oraz

(IENZ2m+2)A(p(e)2m, eckE), 4)

gdzie 4 (e) oznacza stopien wejsciowy wezta e w grafie G, a wige liczbe
elementow systemu, ktore opiniuja (testuja) element e.

Struktura OD jest struktura m-optymalna rzedu || E||, jezeli
U (e)=m,eckE. (35

Dalej bedziemy rozpatrywac spojne optymalne struktury OD.

Optymalna struktura OD ma doktadnie jedna skladowa silnej spojnosci
rzedu nie mniejszego od m +2 (dla modelu BGM) oraz od 2m +1 (dla modelu
PMC).

Tak wigc struktura OD jest strukturg 1-optymalng dla modelu BGM wtedy
1 tylko wtedy, gdy jest struktura 1-optymalna dla modelu PMC, natomiast jezeli
m>1, to struktura m-optymalna dla modelu BGM nie musi by¢ struktura
m-optymalna dla modelu PMC (nawet wtedy, gdy || £ || = 2m + 1), bowiem jej

sktadowa silnej spojnosci moze by¢ rzedu k' < 2m +1.
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Dalej, mowiac struktura m-optymalna (m >2) typu BGM, bedziemy
mie¢ na mysli spdjna m-optymalna strukture OD, ktora spetnia zaleznosci (2)
oraz (5) i ktorej sktadowa silnej spdjnosci ma rzad mniejszy od 2m + 1. Takie
rozgraniczenie m-optymalnych struktur OD typu BGM i typu PMC jest
konieczne z uwagi na przeliczanie struktur OD, bowiem w zbiorze silnie
spojnych struktur OD typu PMC (spetniajacych zalezno$¢ (1)) istnieje struktura,
ktorej dowolne dwa wezty sa przyleglte, a wige struktura, ktora speinia rowniez
zalezno$¢ (2).

3. Wyznaczanie kanonicznych reprezentantow klas podobienstwa
optymalnych struktur opiniowania diagnostycznego, ktore nie sg
silnie spojne

Niech S, (k,k',S), gdzie k'<k,Se Sm(k'), oznacza  zbilr
m-optymalnych struktur OD rzedu k&, ktoérych sktadowa silnej spdjnosci jest

m-optymalna struktura S rzedu k' (typu PMC albo BGM). Struktura
S'eS, (k,k',S) jest takim nadgrafem grafu S, ze kazdy podgraf

(E(S")\{e})y, gdzie e E(S"):I'g{e} =, jest m-optymalna struktura
rzedu k—1 (rys.1). Moéwimy, ze struktura S e gm(k ") indukuje zbiér
S,,(k,k',S). Podobiefistwo struktur indukowanych przez strukturg S, zalezy

zaréwno od jej grupy wezlowej (zbioru przeksztatcen automorficznych), jak i od
pewnych cech nadgrafu S’ , ktore postaramy sig¢ okre$lic.

Graf opisany ( G(S'); q(S")), gdzie G(S')=({' € E(S")\E(S):
T NES) % B, oraz g(S') = {5(e)) s (e):e € E(G(SH)},
nazywamy warstwq nadgrafu S’, a graf opisany w(S')= (G ;q(S")),
gdzie G =(E(S")\E(S)), — jego przediuzeniem .

Sladem nadgrafu S’ w grafie S nazywamy tak pokolorowany graf S, ze
kazdemu podgrafowi {({T'""'(e)}),,ee E(G(S")), przypisana jest inna barwa

(rys. 1).
Jako kanoniczny reprezentant klasy podobiefstwa struktury S’

wybierzemy  taki  wektor  @(S")=(@,- 0, ), gdzie ¢, 21;
(m23)1 (0, =0)=(0,,<9,); ¢+ +9,<k=(m+2), ze:

{ee E(SO\E(S):ITg(e)NE(S)I=pili=9,, 1< p<m.
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G s warstwa S” w(S) $ladS'wG,

<

Rys. 1. Struktura S’ € S,(8,4,5) jest takim nadgrafem grafu G, € S?(4), ze
o(S")=(1,2) oraz ¢(S')={2/1,2/0,1/0}

-
'.' ~
o

1

\ 4

2

Zauwazmy, ze przedtuzenie nadgrafu S’ zalezy tylko od jego warstwy
oraz od wartosci k—(k'+||¢q||) (przedtuzenie rzedu || q|| jest rownowazne

warstwie).  Zbior ¢(S"), gdzie || g(S) =@, (S)+...+¢,(S"), ktory
nazywamy charakterystykq warstwy peli rolg kanonicznego reprezentanta
podklasy podobienstwa struktury S’ i jednoznacznie odwzorowuje graf G(S") .

Slad nadgrafu S’ w grafie S dla m =2 wygodnie jest przedstawia¢ jako graf
o wazonych (zamiast kolorowanych) gateziach i wezlach (rys. 1).

Niech A“(b) oznacza zbior takich rozkladow A =(A,...,A,) liczby
naturalnej b>a na a skladnikow prostych, ze A4 24, 2---21 >0,
Q(A) - zbior permutacji skladnikow rozkladu A, a CDﬁ:k’ — zbior
kanonicznych reprezentantow klasy podobienstwa nadgrafu S' €S, (k,k',S).
Z whasnosci nadgrafu S’ € S, (k, k',S) wynika, ze

O ={weQA):(Le N (k-k))A ®
AVispsm-l:o,, +..+o,2(m-p)}.
Z zalezno$ci (6) dla 2 <m <4 oraz 1 <k—k'<6—m otrzymujemy:
@, ={(0,1)};
@3 ={(0,2),(1,1)};
@3 ={(0,3),(0,2),(1,2),(1,1),(2,1)};
@3 ={(0,4),(0,3),(0,2),(1,3),(1,2),(1,1),(2,2),(2,1),(3,1)} ;
@ ={(0,0,2).(0,1.1)};
@3 ={(0,0,3),(0,1,2),(1,0,2),(1,1,1),(0,2,1)};
@, ={(0.0,0.1)}:
@} ={(0,0,0,2),(0,0,1,1)}.
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Wyznaczanie kanonicznych reprezentantow podklasy podobienstwa,
nadgrafu S’ jakimi sa charakterystyki warstwy ¢(S"), nie nastrecza ktopotow.

Zbior QQ(¢p) charakterystyk warstwy zalezy (w prosty sposob) od wektora
pedt,
Dla przyktadu:

Q(2,1))={{2/2,1/0,1/0};{2/1,1/1,1/0} },

Q((1,0,2)) ={3/1,3/1,1/0}.

4. Wyznaczanie kanonicznych reprezentantéw klas podobienstwa
optymalnych, silnie spojnych struktur opiniowania
diagnostycznego typu BGM

Niech Sﬁ (k) oznacza zbior silnie spojnych, m-optymalnych struktur OD
typu BGM, rzedu k>m+ 2. Poniewaz dla kazdej pary wezlow struktury
Se gﬁ(k) istnieje gataz, to struktura S ma C(m,k)=m-k—2"k(k-1)
cykli elementarnych. Tak wiec jako kanoniczny reprezentant klasy
podobienstwa struktur zbioru Sz (k) mozemy wybra¢ taki graf zwykly
G € G(k,C(m,k)) rzedu k o C(m,k) krawedziach, stopnia nie wigkszego
niz m , dla ktorego istnieje taki nadgraf G', utworzony przez dodanie do grafu
G m-k-2-Cimk) htkow, ze G e Sﬁ (k). Powyzszego warunku
(dla 2<m<4, m+2<k<2m) nie spehia tylko taki graf zbioru G(6,9),
w ktorym dwa wezly stopnia czwartego nie sg przylegle. Zauwazmy, Ze po to,
aby byt spelniony warunek, o ktorym mowa, koniecznym jest, aby w sktadowej
spojnosci rzedu k'<k grafu G e G(k,C(m,k)) istnial, wezel stopnia
mniejszego od m, bowiem struktura S € SZ (k) jest taka strukturg silnie spdjna,
w ktorej stopien kazdego wezta jest rowny m. Warunek taki jest spelniony, gdyz
w przeciwnym razie musiataby istnie¢ sktadowa spdjnosci grafu G rzedu
k'=m+1 o 27'm(m+1) krawedziach, co przeczy temu, ze k' <k, bowiem
2'm(m+1) > C(m, k), przy czym 2<m<4, m+2<k<2m .

Z analizy kombinatorycznej wiadomo (G. Poélya), ze liczebnos¢ zbioru
G(k,C) grafow zwyklych rzedu k o C krawedziach jest rowna warto$ci

(2).
k

wspotczynnika zmiennej yC w szeregu tworzacym Q(S,”;y), uzyskanym

zindeksu cyklu Z(S\”; &,...,& ), po podstawieniu S, =1+)", 1< p<k,
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gdzie S ,52) oznacza grupg permutacji, indukowanych przez grupg symetrii S, ,
w zbiorze par nieuporzadkowanych. Indeksy cykli Z(S\”; &,,...,E, ), gdzie
2 <k £10, mozna znalez¢ w pracy [3].

Dla przyktadu mamy:
Z(Sf); 6815-'-954) :(4!)_1 '(516 +9'§12§22 +8'§32 +6-§2§4),

a wiec
O(Sm=@Y" - (A+»)°+9-(1+y)*-(1+ )’ +8-(1+ ')’ + o
+6-(1+y*)-(1+y*" N =1+y+2y" +3y° +2y" + y° + °.

. .1
Poniewaz :

Z(SP; &L, E) =
= (3D (E° +1058) + 2088 +156°8; +308,85 + 205,88 +24&5),

Z(S87: &) =
= (67 (&7 +155]8) + 40878 +458°8) +90£8,8, +12055,878, +
+14485 +1557°8) +9056,87 +408; +1208,87),

to w analogiczny sposob otrzymujemy:

Q(Séz);y) :1+y+2y2 +4y3 +6y4 +6y5 +6y6 +4y7 +2y8 +y9 +y1°;(8)

O(SP;y)=1+y+2y* +5y° +9y* +15)° +21y° + 24y" + ©)
+24y° +21y° 159" + 9" 459" 429" + yM 4 P
Tak wige: [|G(4,2)||=2; ||G(55)|=6; ||G(6,3)||=5 oraz
[|G(6,9)|| =21. Analogicznie otrzymujemy: || G(7,7)||=65; || G(8,4)||=11.
Dla potrzeb niniejszej pracy konieczna jest znajomo$¢ jawnej postaci
(macierzy  przyleglosci lub  postaci  graficznej)  struktur  zbiorow

G*(4,2),G%(5,5),G%(6,3) oraz G%(6,9), gdzie G®(k,C(m,k))
oznacza zbior kanonicznych reprezentantéw struktur zbioru gﬁ (k).

Dla zbiorow G®(4,2), G®(5,5) i G”(6,3) mozna, w zasadzie,
domysli¢ sig, jaka jest postac graficzna struktur tych zbiorow — jednak dla zbioru

' Wzor drugi pracy [10] wydrukowano z btgdem
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G’B(6,9) koniecznym jest wygenerowanie przez dzialania na macierzach lub
graficznie mozliwych struktur zbioru G(6,9), wyeliminowanie struktur stopnia
wigkszego niz 4 i takich, ktorych dwa wezly stopnia czwartego nie sa przylegte
oraz zredukowanie struktur izomorficznych.

Na rysunkach 2 — 5 przedstawiono (odpowiednio) struktury zbiorow:

G(4,2), G(5,5), G(6,3) oraz G(6,9), przy czym: 63(4,2)=G(4,2),
G?(5,5)=G(5,5)\ G,, G®(6,3)=G(6,3) oraz G”(6,9)= G(6,9)\

\{Gis,....Gy, } -

Rys. 2. Grafy zbioru G(4,2), ktére sa kanonicznymi reprezentantami

struktur zbioru gf (4)

S D

Rys. 3. Grafy zbioru G(5,5), ktore (z wyjatkiem grafu G, ) sa kanonicznymi

reprezentantami struktur zbioru gf (5)

G ?G4 Gi\.
°'-">\\H/

Rys. 4. Grafy zbioru G(6,3), ktére sa kanonicznymi reprezentantami

struktur zbioru Sf (6)
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G;

v X,

B P
2 O G
GOPRHE

Rys. 5. Grafy zbioru G(6,9), ktore (z wyjatkiem grafow G,; — G,,)

0

sa kanonicznymi reprezentantami struktur zbioru gf (6)

Na rys. 6a przedstawiono grafy zbioru G(7,7), ktore nie sa kanonicznymi
reprezentantami struktur zbioru Sf(7) , anarys. 6b — 24 wybrane (z 59) grafy,

ktore sa kanonicznymi reprezentantami struktur zbioru Sf (7).

Rys. 6a. Grafy zbioru G(7,7) , ktore nie s3 kanonicznymi

reprezentantami struktur zbioru gf (6)
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D03 - B3
S A

AA'@ . mzx

N

Rys. 6b. Przyklady grafow zbioru G(7,7), ktére sa kanonicznymi

reprezentantami struktur zbioru Sf (7)

Rys. 7. Grafy zbioru G(8,4) — wszystkie sa kanonicznymi

reprezentantami struktur zbioru Sf (8)
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5. Wyznaczanie kanonicznych reprezentantéw klas podobienstwa
optymalnych, silnie spojnych struktur opiniowania
diagnostycznego typu PMC

Niech SZ (k), gdzie m>2, k>2m+1, oznacza zbidr silnie spdjnych
m-optymalnych struktur OD typu PMC rzedu k . Poniewaz struktura S € S " (k)
moze zawieraé¢ C, gdzie 0 < C <27'k(k —1), cykli elementarnych (krawedzi),
to kanonicznym reprezentantem klasy podobienstwa (rdzeniem) struktur zbioru
S;(k) jest taki graf zwykly G rzedu k o C krawedziach, ze SZ (k|G) =,
gdzie SZ (k |G) oznacza zbior silnie spojnych, m-optymalnych struktur (OD

typu PMC) rzedu k, utworzonych przez uzupehienie grafu G k-m—2C
tukami.

Warunkiem Kkoniecznym aby graf G byl rdzeniem struktur zbioru
SZ (k) jest, aby byt takim grafem stopnia nie wigkszego niz m , ze kazda jego
sktadowa spojnosci rzedu k' < k zawiera wezel stopnia mniejszego od m . Dla
m =2 powyzszy warunek konieczny jest zarazem warunkiem wystarczajacym.

Niech é,: (k) oznacza zbior graféw zwyktych rzedu k, ktore sa

kanonicznymi reprezentantami klas podobiefistwa struktur zbioru S; (k).

Zauwazmy, ze

1Gy () lI=2+ Y 1A (k) | =1+ ACK) I, (11)

s=2

bowiem kazda sktadowa spojnosci grafu G € éf (k) o s, gdzie 2<s <k,
sktadowych spdjnosci musi by¢ drzewem stopnia nie wigkszego niz dwa, a dla

s =1 zaro6wno cykl jak i fancuch Hamiltona sa elementami zbioru G; (k).

Z zalezno$ci (11), otrzymujemy
Gl (x) = 8x" +12x° + 16x" + 23x" + ---. (12)

Przedstawienie graféw zbioru é; (k) nie jest zadaniem trudnym. Okreslenie
liczebnosci zbiorow éf (7) i éf (8), a tym bardziej przedstawienie grafow
tych zbioréw, jest bardziej ktopotliwe.
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Wiadomo (S.L. Hakimi, A.T. Amin), ze digraf bez petli rzedu || E||>7
opisuje 3-optymalna strukture OD typu PMC wtedy i tylko wtedy, gdy

[Vee E:u (e)=3]A[(VE'CcE:||E'||=k-4):||T(E")]| >3], (13)
a wiec las zwykly (zbior spojnych grafow zwyktych) rzedu || £'|| stopnia nie
wigkszego niz trzeci nie jest elementem zbioru éf (I E1l), jezeli
(AE c ENEN=IENI-9:ITEN+(12= 3 ue)<3.  (14)
ec{E\E}

Tak wiec
Gl (k)= Ly()\ Ly(k) (k=7), (15)

gdzie L_ (k) oraz L;(k) oznacza odpowiednio zbior lasow (rzgdu k) stopnia
nie wigkszego niz trzeci oraz zbior lasOw stopnia trzeciego speiniajacych

zaleznos¢ (14), bowiem dla lasu stopnia mniejszego niz trzeci Z H(e)<8.
ec{E\E'"}

Zardwno ze wzgledu na okreSlenie liczebnosci zbioru Gf (k) jak i jawnej

postaci jego elementow wygodnym bedzie przedstawienie zaleznosci (15)
W postaci

Gy (k) = Loy (k)\ {L5 () U RS (K}, (15)

gdzie ]:3 (k) oraz R; (k) oznaczaja odpowiednio zbidr takich laséw (stopnia

trzeciego) o liczbie sktadowych spdjnosci wigkszej niz jeden oraz zbior takich
spojnych grafow zwyktych (stopnia trzeciego), ktore spetniaja zaleznos¢ (14).

Niech L% (k) oznacza zbiér takich laséw rzedu k, ktorych kazda
sktadowa spojnosci jest niezorientowanym drzewem stopnia nie wigkszego niz
dwa, a L_,(k) — zbior lasow stopnia nie wigkszego niz dwa.

Poniewaz ||Liz(k)||:||A(k)||, to szereg przeliczajacy zbiory Liz(k)
ma postac

Lo (x) =x+2x" +3x° +5x* +7x° + 11x° + 15x7 + 21x" + ..., (16)
a szereg przeliczajacy zbiory L_, (k) — posta¢

L,(x)=x+2x" +4x" + 7x* +11x° + 19x° + 29x7 + 44x" +---,  (17)
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bowiem
(B<k)= (Il L, (k) 1= LL, (k) 11
oraz
d = d
| L, (k) |=11 L2, (k) [ +1+ V(k =4 L LL (s) 1| +
s=1
2
+HIASE) T+ N A=) - Ly () I, 3< k<8,
p=l1
gdzie:

(@=20)=(V(@)=1); (a<0)=(V(a)=0); Aj(k)={Ae A’ (k): 4, >3}.
Niech R3(k,C), gdzie k>4, k—-1<C< k+ LZ_lkJ, oznacza zbior

spojnych grafow zwykltych stopnia trzeciego rzedu k£ o C krawedziach,

a RY(k,C) — zbior takich grafow zbioru ]R3 (k,C), ktore sa blokami (grafami

bez ztacza).
Graf zbioru R%(k,C) mozna wyznaczy¢ (wygenerowad) dodajac

krawedz do cyklu rzedu k lub do grafu G'e RE(K,C),
gdzie k' < C' < k' + L2_1k'J , 1 uzyskujac w ten sposob odpowiednio graf zbioru
R%(k,k+1) oraz graf zbioru R%(k',C'+1) lub — ,zagniezdzajac” wezel
w krawedzi grafu G" e RY(k",C"), k"< C<k"+ L2_1k”J , 1 uzyskujac w ten

sposob graf G" € R% (k" +1,C” +1) . Natomiast graf zbioru R3(k, C) mozna

skomponowa¢ (scali¢) z blokow stopnia pierwszego (krawedzi) i drugiego (cykli
prostych) oraz z drzew stopnia trzeciego z korzeniem stopnia pierwszego
1 blokoéw stopnia trzeciego.

W wyniku wygenerowania grafow zbiorow R (k,C) oraz ]R3(k,C )

(wedlug algorytméw, ktérych bardziej szczegdtowy opis pomijamy
w niniejszym artykule) otrzymano wyniki przedstawione w tabelach 11 2, a wigc
szeregi przeliczajace:

RY(x)=2x"+3x" +9x° +17x" +57x" +---. (18)

R,(x)=4x" +8x° +27x° +62x” +199x" +---. (19)
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Tabela 1. Liczebnos¢ zbioru R (k,C) (k <8)

k C

s e ] 789 J1w]un]in
4 | 1 1 ; } ; ; } _
5 - [ 2 1 ; ; ; ; _
6 | - 3 [ 4 2 - ; _
7 | - _ -4 9 |4 | -
8 | - ; ; -6 |21 | 23 | 7

Tabela 2. Liczebno$é zbioru 1@3 (k,C), k<8

k C
7 1 8 | 9 [ 10 | 11 [ 12

_
—_ =

s [ 2 | - [ - -
6 | 22 [ 15| 4 | - | -
- | - - T - T101[35 [ 6355 [ 29] 7

WUl

N[00 (W |— [N
—

X0 |||
1
1

Dla przyktadu na rys.8 przedstawiono jedenascie (z 63) graféow zbioru

1188
Jogoos

Rys. 8. Przyklady jedenastu (z 63) graféw zbioru f& (8,9) (grafy G, — G, sa blokami,

a graf G; nie jest rdzeniem struktury 3-optymalnej)
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Z zaleznos$ci (17) i (19), otrzymujemy

L(x)=x+2x"+4x" +11x* +23x° + 62x° +150x" +429x"* +---,  (20)
gdyz

I Ly (o) 1= Ry () 1+ 1| Loy (K +V<k—s>§|| Ry($) || I Ly (k= 5) ||+

=4
+V(k=8)-(1+-+[R,(4) ), k<8.

Wyznaczymy liczebno$¢ zbioru i; (7). Z zaleznosci (14) wynika, ze
jezeli graf G e L3(7)\R3(7) ma sktadowa spojnosci G', ktora jest takim
blokiem (stopnia trzeciego), ze EI=4) = (] E('Z) [1<£2),
(1 E'll=5)=> (Il iy II=1) oraz | E'[|=6)= (|| Ej, =2 i wezly stopnia
drugiego sa przylegle, gdzie E('z) — zbidr wezldw stopnia drugiego w grafie G,
to Ge L(7).

Niech Rf'(k) , k>7, oznacza zbior blokow, ktore jezeli sa sktadowa
spojnosci grafu G € L3(k)\R3(k) ,to Ge lj3(7) Na rys. 9 przedstawiono
bloki zbioru R%*(7).

Rys. 9. Bloki zbioru R2°(7)

Zauwazmy rowniez, ze jezeli graf G e L,(7) \]R3(7) ma sktadowa spojnosci
G", ktora jest takim spojnym nadgrafem bloku
G e{G eR(T):||E(G)||<6},ze

[G'eRE(K',CN]=[G" e R (k' +5,C"+5),1<s<6-k'],
to Ge L(7).
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Tak wiec
= 6
L5 M= DI AGY NN Ly (T =K ||+
k=4

6-IE(GI
2 2 IB@G )L (T-11 EG) =) | =16,
G'eR¥ (7): =1
IE(G)I<6
gdzie A(kK')={G e R (7):|| E(G)||=k'},a B(G',s) oznacza zbiér takich
spojnych nadgraféow bloku G', ktore maja || E(G')||+s weziow,
bowiem:[| A(4) [|=2; [ AG)|I=114(6) | =1; || B(G,,DII =l B(G;,D[I=1;
| B(G,,2)||=2; ||B(G,,s)||=0 (rys.9), a wartosci LQ(k*) okre$lone sa
przez szereg przeliczajacy (20).
W analogiczny sposob otrzymujemy: ||i§(8)||=43; ||]R'3(7)||:8,
||R°3(8)||=23, a wiec (zgodnie z zaleznoSciami (15") i (20)) szereg

przeliczajacy grafy zwykle, ktore sa kanonicznymi reprezentantami klas
podobienstwa  silnie  spojnych  3-optymalnych  struktur opiniowania
diagnostycznego typu PMC ma postac:

Gl (x)=126x" +363x" +---, 1)

a dla klasy spojnych graféw zwyktych stopnia trzeciego (w ktorej najczesciej
poszukuje si¢ struktury najkorzystniejszej) — postac:

Gl (x)=54x" +176x" +---. (22)

6. Wykrywanie rozwigzan izomorficznych w przypadku silnie
spojnych struktur opiniowania diagnostycznego

Dla kazdego grafu G', ktéry jest kanonicznym reprezentantem klasy
podobienstwa struktur zbioru S; (x oznacza P albo B) indukowany jest zbior
mozliwych rozwiazan S(G'). Zbior S(G') mozna wyznaczy¢ albo przez
odpowiednie (zgodne z wlasnosciami struktur S;) uzupetnienie jedynek

w macierzy przej$¢ M (G'"), albo tukéw w grafie G'.

18 Biuletyn Instytutu Automatyki i Robotyki, 20/2004



Problemy przeliczania optymalnych struktur opiniowania diagnostycznego

W zbiorze S(G') moga wystapi¢ struktury podobne (izomorficzne), ktore

powinny by¢ zredukowane, w celu wyznaczenia zbioru gm(k| G'), gdzie

Sm(k|G’) oznacza podzbior takich struktur zbioru S (k), ktorych

kanonicznym reprezentantem klasy podobienstwa jest graf G'.

Podstawowym narzedziem do wykrywania rozwiazan podobnych jest
podstawienie (permutacja), ale narze¢dzie to charakteryzuje si¢ duza ztozonoscia
obliczeniowa. Z tego powodu stosuje si¢ podziat zbioru S(G') na podklasy

(grupy) podobienstwa.

Jednym z efektywnych kanonicznych reprezentantow podklasy
podobienstwa  struktur zbioru S(G') jest taki k-dzielny podziat
AeAN(m-k), 1= (Ao by )y A 2--2 4, 21), liczby naturalnej m-k, ze
{ A,y ={u(e):ec E(S)}, SeS(G"), gdzie u'(e) oznacza stopien
wyjsciowy wezta e struktury S. Wystepuja jednak przypadki, gdy podzial taki
jest bezskuteczny (nie jest testem wzgledem rozpoznawanego zbioru
struktur). W wielu  przypadkach sekwencyjne wybieranie kanonicznych

reprezentantow podklas podobienstwa, w procedurze rozpoznawania zbioru
struktur, ma charakter heurystyczny.

Dla przyktadu wyznaczymy struktury zbioru Sf (6| G'), gdzie graf G’

(rys. 10) jest jednym z pigciu graféow zbioru 68(6,3) (rys. 4). Zbior
{G,,...,G¢} (rys. 10) wyznaczono stosujac wszystkie mozliwe sposoby, takiego
dodania do grafu G’ dwunastu lukéw, aby stopien wejsciowy kazdego wezta
byt réwny trzy. Rozwiazania mozna roéwniez wyznaczy¢ przez takie
przeciwsymetryczne uzupelienie dwunastoma jedynkami macierzy M (G'),
aby w kazdej kolumnie (uzupelnionej macierzy) wystepowaty trzy jedynki
(np. macierz M (G,)). Okazuje sig, ze w zbiorze {G,,...,G,} istnieja tylko dwa
grafy, ktore nie sq podobne. Grafy G,...,G, naleza do tej samej podklasy

podobienstwa, ktorej kanonicznym reprezentantem jest podziat A e A°(18),
odpowiadajacy multizbiorowi warto$ci stopni wyjsciowych weztow grafu,
bowiem A(G,;)=(444222), 1 <i < 6. Zauwazmy jednak, ze tylko dla G, i G;,
istnieje taka droga cykliczna, ktora przechodzi wylacznie przez we¢zty o stopniu
wyjsciowym rownym dwa. Teraz wystarczy juz tylko zauwazy¢, ze permutacje

MG)(B)26),  (H2)B)6)@5) oraz  (2)(5)(16)34)  przeksztatcaja
(odpowiednio) G,,G; i G; w G, a permutacja (12)(34)(56) przeksztalca G

w G,. Tak wiec || S5 (6|G")||=2.

Biuletyn Instytutu Automatyki i Robotyki, 20/2004 19



R. Kulesza

G M(G') M(G))
01 1 01 1|11
l 110 1 110 111
6AA2 0 1[1]0
se e 0 1]0 1
4e 0 1)1
1|1 0 1|11 10
Gl GZ G3

COQQ0

Rys. 10. Iustracja sposobu wyznaczenia struktur zbioru gf (6| G

(struktury G,,G,,G; i G oraz G, i G saizomorficzne)

7. Podsumowanie

Komputerowe indukowanie zbiorow struktur silnie spojnych (szczeg6lnie
typu BGM) dla zaproponowanego w pracy reprezentanta klasy podobienstwa
struktury jest (algorytmicznie) proste. Trudnym jest wykrywanie rozwigzan
podobnych (izomorficznych). Pozadanym jest dysponowanie dialogowym
narzedziem komputerowym do wstepnego grupowania uzyskanych rozwigzan
wedtug wybranych cech.

Komputerowe generowanie struktur, ktore nie sa silnie spojne jest
zadaniem znacznie trudniejszym. Przy poszukiwaniu metod rozwiazania tego
zadania mozna wykorzysta¢ wlasnosci graféw kolorowanych (wazonych).
Pozadanym jest dysponowanie komputerowym narzgdziem do okreslania grupy
wezlowej struktury, ktora jest sktadowa silnej spojnosci struktury, nie bedacej
struktura silnie spojna.
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