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STRESZCZENIE: Najtansza 3-diagnozowalna struktura, ze wzgledu na liczbg opinii (testowan)
potrzebnych na okreslenie stanu niezawodno$ciowego systemu, jest (z reguly) struktura
3-optymalna. Do wyznaczenia silnie spojnych 3-optymalnych struktur o okreslonych wtasnosciach
mozna wykorzysta¢ rdzen struktury. W publikacji tej autor zaproponowal sposob generowania
rdzeni 3-optymalnych struktur oraz wyznaczania struktury na podstawie rdzenia i okreslenia liczby
nastgpnikdw dla poszczegélnych weztow struktury. Do wyznaczania struktur wykorzystano
autorskie narzedzia w postaci programow komputerowych.

1. Wprowadzenie

W artykule przedstawiono sposob wyznaczenia 3-optymalnej silnie
spojnej struktury opiniowania diagnostycznego typu PMC o okreslonych
wymaganiach.

Sie¢ komputerowa (wg PN-92/T-01016/18) moze posiada¢ nast¢pujace
podstawowe struktury: liniowa, gwiazdzista, drzewiasta, pierScieniowa oraz
oczkowa. Niezaleznie od topologii sieci, mozna wyr6zni¢ strukturg¢ sieci
komputerowej, ktodra opisuje zwiazki umozliwiajace wymiang informacji miedzy
komputerami sieci dla zrealizowania konkretnego zadania. Dana sie¢
komputerowa, w zaleznosci od wykonywanych zadan gltownych i zadan
pomocniczych, moze wigc przyjmowac rozne wspotistniejace struktury logiczne.
Jedna ze struktur logicznych sieci komputerowej moze by¢ struktura
wykorzystywana w procesie samodiagnozowania sieci komputerowe;j.
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Proces samodiagnozowania sieci komputerowej wiaze si¢ z kosztem
wynikajacym z okresowego generowania dodatkowego ruchu w sieci
komputerowej, w celu uzyskania informacji o stanie niezawodnosciowym
systemu, na podstawie opinii o stanach niezawodno$ciowych poszczegoélnych
komputeréw sieci. W wigkszoSci sieci proces samotestowania nie wplywa
Znaczaco na zmniejszenie przepustowosci linii transmisyjnych, jednak
w przypadku sieci o specjalnym znaczeniu, dodatkowe obciazenie sieci moze
by¢ istotne. O ile koszt wykonania zadania funkcjonalnego (testu) przez dany
komputer jest poréwnywalny dla wszystkich komputerow w sieci, o tyle
odleglosci migdzy weztami (wzajemne potozenie wezldw) maja znaczacy
wplyw na wzrost obcigzenia sieci, a tym samym na czas testowania.
W przypadku ogdlnym koszty opiniowania jednego komputera przez inny nie sg
wigc jednakowe — zaleza od struktury fizycznej i logicznej sieci komputerowej
oraz wynikaja z jej heterogenicznosci.

Sieci komputerowe sa systemami zlozonymi z wielu elementow,
rozmieszczonych na pewnym obszarze, realizujacych okre§lone zadania na rzecz
uzytkownikow systemu oraz zadania pomocnicze na rzecz utrzymania systemu
w stanie zdatnosci. Ze wzgledu na duzy stopien jednorodnosci produktow
wejsciowych 1 wyjsciowych poszczegdlnych elementdw systemu, sieci
komputerowe sa podatne na stosowanie metod diagnozowania,
wykorzystujacych wyniki wzajemnego testowania si¢ elementow systemu.
Pewna klase¢ takich systemow stanowia systemy samodiagnozowalne [6],
w szczegoblnosci struktury PMC (Preparata F. P., Metze G., Chien R. T.) [9]
i [3]. Wnioskowanie o stanie niezawodno$ciowym systemu jest przeprowadzane
na podstawie wynikéw wszystkich mozliwych testowan. Systemy, w ktorych
podjecie decyzji o stanie niezawodnoSciowym odbywa si¢ na podstawie
wszystkich mozliwych testowan, nazywamy systemami opiniowania
diagnostycznego [2], [8].

Struktura opiniowania diagnostycznego (OD) jest digrafem G (gdzie graf
G sklada si¢ ze zbioru weztlow E oraz zbioru tukéw U ) bez petli, w ktorym
tuk (€',e") e U oznacza, ze wegzet (komputer) ¢’ systemu opiniuje (testuje) stan
niezawodnosciowy innego wezta (komputera) e".

Struktur¢ OD, w ktorej mozliwe jest zidentyfikowanie wszystkich
niezdatnych weztow, pod warunkiem, Ze nie jest ich wigcej niz m, nazywamy
struktura m-diagnozowalng, a struktur¢ m-diagnozowalna, posiadajaca
minimalna liczbe tukow — struktura m-optymalng.

Wiasnosé 1. [9] Jezeli struktura OD typu PMC jest struktura m-diagnozowalna, to

(|E|z2m+1) A (Ve E: u (e)=m), (1)

gdzie ||E|| oznacza liczno$¢ zbioru £, a u (e) — stopien wejsciowy wezla e,

to jest liczbe elementow, ktore testuja (opiniuja) element e .
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Wiasnos¢ 2. [1] Struktura OD typu PMC, ktora spetia warunek (1) jest
struktura m-diagnozowalna wtedy i tylko wtedy, gdy

(VO p<m—1) A(VE' c E:|E|=|E]-2m~+ p)):|T(E")|> p .(2)
gdzie T'(E") oznacza zbidr nastepnikow elementow zbioru E’, ktére nie sa

elementami zbioru E'. Jezeli E' = {e} , to bedzie stosowane oznaczenie I'(e).

Wiasnosé 3. [8] Struktura OD typu PMC, ktora spelnia warunek ||E || >2m+1
jest struktura m-diagnozowalng (m >1) wtedy i tylko wtedy, gdy

(VE' < E:1<|E|<20m-1): [0 (£)|> m-[ 27| £

. ®

gdzie T7'(E") oznacza zbidr poprzednikéw elementéw zbioru E’, ktore nie sa
elementami zbioru E’, a [a—| oznacza najmniejsza warto$¢ catkowita « taka,
ze fa—| > . Jezeli E'={e}, to bedzie stosowane oznaczenie I''(e) .

Z definicji struktury m-optymalnej i warunku (1) wynika, ze m-optymalna
strukturg OD typu PMC jest taka m-diagnozowalna struktura OD typu PMC, dla
ktorej

VeeE:u (e)=m. 4)

Strukture OD, ktorej tukom przypisany jest uogolniony koszt opiniowania,
nazywamy ekonomicznq strukturq OD.

Zainteresowanie metodami wyznaczania m-optymalnych struktur OD
wynika, miedzy innymi stad, ze jezeli uogo6lniony koszt ekonomicznej
m-diagnozowalnej  struktury OD jest suma uogdlnionych kosztow
poszczegdlnych opinii, to najtansza ekonomicznag struktura m-diagnozowalna
jest struktura m-optymalna.

Przedstawiona w publikacji metoda wyznaczania 3-optymalnych struktur
zaktada, ze koszty opiniowania przypisane poszczegdlnym tukom struktury sa
jednakowe lub zblizone.
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2. Wlasnosci 3-optymalnych struktur OD typu PMC

Z zaleznosci (1), (2), (3) i (4) wynika, ze digraf bez petli G=(E,U)
opisuje 3-optymalna strukture OD typu PMC wtedy i tylko wtedy, gdy

(|E|=7)A(VeeE: 1 (e)=3) (5)
oraz

(VO< p<2)A(E'eE:|E|=|E|-6+p): |[F(E)|>p (6)
i

(VE' cE:1<|E|<ay: |0 (B >3-[ 27" |£]]. (6%)

Wiasnos¢ 4. Zbior sktadowych silnej spdjnosci 3-optymalnej struktury OD nie
jest zbiorem pustym, bo w przeciwnym razie istniatby taki wezet e’ € E, ze
1 (e) =0, co przeczyloby warunkowi (5).

Wiasnos¢ 5. Jezeli podgraf (E(G)\{e'}), gdzie |E(G)|>8, grafu G jest
3-optymalna struktura OD typu PMC oraz Vee E(G):u (e)=3, to graf G
rowniez jest 3-optymalng strukturg OD typu PMC, bo z zalozenia zaleznosci
(5) i (6) sa spelione dla kazdego takiego podzbioru E', ze
(E' cE\{e'})/\(”E'" =(||E||—1)—6+p), a wigc sa rowniez spetnione dla
kazdego takiego podzbioru E”, ze (E" < E) A (||E”|| = ||E|| —6+p)A(e'€eE").

Z wtasnosci 5. wynika bezposrednio nastgpujaca wlasnosc:

Wiasnos¢ 6. Spojna 3-optymalna struktura OD typu PMC ma doktadnie jedna
sktadowa silnej spdjnosci, bo w przeciwnym razie istnialyby takie rdzne
sktadowe silnej spojnosci (E™), i (E"),, ze T(E)NE" #J, a wiec zgodnie
z whasnoécia 6. istnialby taki wezel e'€ E”, ze u (e/)>3, co przeczyloby
zatozeniu, ze struktura jest 3-optymalna.

Z warunku (5) 1 whasnosci 4. wynika bezposrednio nastgpujaca wlasnosc:
Wiasnos¢ 7. Sktadowa silnej spdjnosci 3-optymalnej struktury OD typu PMC
jest rzedu co najmniej siddmego.

Okreslenie 1. Graf czg$ciowy 3-optymalnej struktury OD typu PMC, utworzony
przez usunigcie gatezi, ktore wchodza w sktad cykli skierowanych, z podgrafu
powstalego przez usunigcie ze sktadowej silnej spojnosci struktury weztow,
ktoére posiadaja nastepniki tylko w skladowej silnej spdjnosci, nazywamy
acyklicznq czesciq struktury.

Z powyzszych wlasno$ci wynika nastepujaca wlasnosc:
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Wiasnos¢ 8. Spojna 3-optymalna struktura OD typu PMC zawiera doktadnie
jedna sktadowa silnej spojnosci G', gdzie G'=(E'),, E’||27, ktéra jest
3-optymalng struktura OD typu PMC, oraz taki acykliczny digraf bez petli G”,
gdzie G"=(E\E");, ze Veec E\E": u.(e)=3.

Korzystajac z whasnosci 8., mozna projektowanie struktury rozlozy¢ na
projektowanie sktadowej silnej spdjnosci oraz na projektowanie acyklicznej
czesci struktury. Zauwazmy, ze, zgodnie z wilasnoscia 6., acykliczna czgs$c
struktury mozna konstruowa¢ w sposéb sekwencyjny.

Niech M = [mi,j ]

e O7hacza macierz przejé¢ grafu G, przy czym
X|

||E|| =k >7, opisujacego strukturg OD.
Oznaczmy:

m,=m, +..+m;+..+my (1<i<k);

m,,=m; +..+m;+..+m, (1<j<k).

Oczywiscie: m,, = 1" (¢)) =|[(e)]| oraz m,; = u"(e,) =|I"(e,)]-

Tak wigc:
[E'={e, ..., }C E,(1<r <k)]=
:>[(||F(E')||=H{j €1\ iy, } 1 (Fi € fiyyi, }im, ;= 1)}”) A %)

A(Hr” (E')H:“{ie1\{;’1,...,1;} H(3) € diyni ) im =1)}H)],
gdzie I ={1,2,....k} .

Inaczej mowiac, aby wyznaczy¢ warto$¢ ”F (E ') , nalezy wykresli¢ z macierzy

M  kolumny o numerach odpowiadajacych indeksom elementow zbioru E’
ipoliczy¢ te kolumny, ktéore w wierszach o numerach odpowiadajacych
indeksom elementéow zbioru E', maja co najmniej jeden element o wartosci

jeden. Analogicznie, aby wyznaczy¢ warto$¢ HF - (E’)

, nalezy wykresli¢

zmacierzy M wiersze onumerach odpowiadajacych indeksom elementow
zbioru E' i policzy¢ te wiersze, ktore w kolumnach o numerach
odpowiadajacych indeksom elementow zbioru E’, maja co najmniej jeden
element o wartos$ci jeden.

Z zaleznosci (5) 1 (6) wynika bezposrednio nast¢pujaca wlasnosc:
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Wiasnos¢ 9. Macierz binarna M., , gdzie k=7,m;eM, o zerowe]

przekatnej, zawierajaca w kazdej kolumnie trzy elementy rowne jeden, jest
macierza przej$¢ 3-optymalnej struktury OD typu PMC wtedy i tylko wtedy, gdy

_'EI(({il”"’ir(k,p)} cl) /\({jl""’jG—Zzp} - 1\{il”"’ir(k,p)})): )

m.o. =...=m. . =..=m : =
LW hJe-2-p r(k,p)J6-2-p

gdzie: (0< p<2),r(k,p)=k—-6+p oraz [ ={l,...,k}.

9

Dla przykfadu, macierz M (rys. 1) nie spetnia zalezno$ci (5), poniewaz m,, =2,
oraz nie spetnia zaleznoSci (6), poniewaz na podstawie zaleznosci (7) dla
E'={2,3,6} A p=1 wartos’é||F(E’)|| =1, oraz nie spelnia =zaleznosci (8),
poniewaz (dla p=1) istnieja takie wiersze 2, 3 1 6 oraz kolumny 1, 5, 71 §, ze
elementy macierzy na ich przecigciu maja warto$¢ zero.

0j1]0]0|1|00]|1
0/0[1]0|0]0]0|O
0/1]0]1|0]0]0|O
1/0]1]0f1]0]1]1
0/0[1]0]0j0|1 |1
0/1]0{0/0]0]0|O
110j0J1[1[1[0]O
1j0ojoj1fof1f1rijo

Rys. 1. Macierz przej$¢ M niespelniajaca zaleznosci (5), (6), (7) i (8)

Wyznaczenia struktur 3-optymalnych mozna dokona¢, rozwiazujac,
czegsciowo okreslony poprzez zdefiniowane parametry m,, oraz m,; (oczywiscie

zgodnie z zaleznoscia (5) — m,; =3), kwadrat facinski. Rozwiazania tak

okreslonego kwadratu tacinskiego musza spetnia¢ zaleznosci (6) i (8). Uzyskany
W ten sposob zbior rozwiazan nalezy zredukowac o rozwiazania izomorficzne.
Dla przyktadu, na rysunku 2a zamieszczono przyklad kwadratu tacinskiego,
ktérego jednym z rozwiazan jest struktura z rysunku 2b.

Oba zadania sg problemami trudnymi ze wzglgdu na to, ze wlasno$ci
struktur OD istotnie ograniczaja analityczne sposoby ich wyznaczania. Dlatego
autor poszukuje rozwiagzania, postugujac si¢ specjalnie do tego przygotowanymi
autorskimi programami komputerowymi, wykorzystujacymi wybrane wlasnosci
3-diagnozowalnych struktur OD typu PMC. W dalszej czgéci publikacji
przedstawiono sposob wyznaczania silnie spojnej najtanszej 3-diagnozowalne;j
struktury OD typu PMC, spehiajacej okreslone wymagania.
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a) b)
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1 00 4
2 0 4
3 0 3
4 0 4
5 0 3
6 0 5
7 0 3
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10 0 0
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12 0f o
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Rys. 2. Przyklad czeSciowo okreslonego kwadratu lacinskiego (2a) oraz struktury
bedacej jednym z rozwiazan tego kwadratu lacinskiego (2b)

Okreslenie 2. Graf czgsciowy optymalnej silnie spdjnej struktury opiniowania
diagnostycznego, utworzony po usunigciu takich tukow (e",e'), ze
(' eT'(e") = (e" ¢T'(e")), nazywamy rdzeniem tej struktury.

Rdzen struktury jest kanonicznym reprezentantem klasy podobienstwa
silnie spojnych optymalnych struktur OD okreslonego typu irzedu [5].
Z zalezno$ci (5) wynika, ze rdzen 3-optymalnej struktury OD typu PMC jest
grafem zwyktym stopnia nie wigkszego niz trzeci oraz rzgdu nie mniejszego niz
siodmy. Rdzen moze by¢ zarowno grafem wezlowym, jak rowniez grafem
pelnym i nie musi by¢ grafem spojnym. Praktycznie wazna klas¢ struktur OD
stanowig struktury, ktorych rdzen jest grafem spojnym.

Niech §3(k),k27, oznacza zbior silnie spdjnych 3-optymalnych struktur OD
typu PMC rzedu k. Struktura S e§3(k) moze zawiera¢ C, gdzie
0<C <2 'k(k—1) cykli elementarnych (krawedzi). Jezeli jej rdzen jest spojnym
grafem zwyklym, to struktura S e§3(k) moze zawiera¢ C, gdzie
k—1<C<2"'k(k—1) cykli elementarnych (krawedzi).

Warunkiem koniecznym, aby graf G byl rdzeniem spdjnym struktur

zbioru S,(k), jest to, aby byt on takim grafem stopnia nie wigkszego niz 3,
ktory zawiera wezet stopnia mniejszego niz 3.
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Wiasnos¢ 10. Graf zwykty stopnia nie wigkszego niz 3 nie jest rdzeniem
3-optymalnej struktury OD typu PMC, jezeli spetnia ponizsza zalezno$¢:

(AE' < E|E|=|E|- 4T E)|+(12- D ue)<3. 9)

ec{E\E"}
Dla przykladu, dla grafu G, (rys. 3) zachodzi: ||F({5,6,7})||=1 oraz
u+ u(2)+ u(3)+ u(4)=11, awiec spelniona jest zaleznos¢ (9).
Analogicznie mozna wykaza¢, ze grafy G, 1 G, (rys. 3) réwniez nie sa
rdzeniami struktury 3-optymalnej (spetniaja zaleznosc (9)).
Rdzen G =(E,U) 3-optymalnej struktury opiniowania diagnostycznego mozna
opisa¢  wektorem  charakterystycznym H(EG)=(4,0,.9,), gdzie

[t E@ @ =p (@)= p|=4,.1<p<3.

Gl GZ G3
1 2
4 3
5
76

Rys. 3. Przyklady spéjnych graféw trzeciego stopnia, rzedu &, (k > 7), ktore nie sg
rdzeniami struktury 3-optymalnej (spelniaja zaleznos¢ (9))
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3. Wyznaczanie 3-optymalnej silnie spojnej struktury OD typu PMC
3.1. Projektowanie rdzenia struktury

3.1.1. Wprowadzenie

Projektowanie struktury OD wymaga wybrania, z dopuszczalnego zbioru
struktur, struktury najkorzystniejszej (w okreSlonym sensie technicznym,
organizacyjnym lub ekonomicznym). Na przyktad, struktura OD, ktorej rdzen
jest grafem spdjnym o duzej liczbie krawedzi, jest z reguly tansza od innych
struktur, ale moze mie¢ elementy, ktore musza testowaé zbyt wiele innych
elementow systemu. Oczywiscie, nie kazdy graf zwykty stopnia trzeciego jest
rdzeniem 3-otymalnej struktury OD typu PMC.

Niech G*(k,C), gdzie k>4, k-1<C< k+[2'k|, a |a] jest najwicksza

warto$cia catkowita taka, ze o > LaJ , 0znacza zbidr spojnych grafow zwyktych
stopnia trzeciego rzedu £ o C krawedziach. Pare (k,C) nazywamy wymiarem
grafu Ge G’ (k,C). Dla przykladu, na rysunku 4 przedstawiono wybrane grafy
stopnia  trzeciego, z ktorych grafy: G,,G; nie sa rdzeniami
3-optymalnej struktury OD typu PMC (spelniaja zalezno$¢ (9)). Jezeli C=k -1,
to graf Ge G*(k,C) jest drzewem stopnia trzeciego, a jezeli C =k, to rdzen
moze mie¢ posta¢ cyklu prostego rzedu £',3<k’'<k -1, a wezty tego cyklu sa
korzeniami stopnia pierwszego drzew stopnia nie wigkszego niz trzy o tacznej
liczbie krawedzi réwnej k—k', albo moze on by¢ cyklem prostym rzedu
k o weztach stopnia drugiego.

(k,C): (7.8) (7.8) (7.9) (7.9)

44870

Rys. 4. Przyklady grafow zwyklych stopnia trzeciego ( (k,C)— wymiar grafu)
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Ofkreslenie 3. Mowimy, ze spojny graf jest blokiem, jesli jego spdjnos¢ weztowa
(minimalna liczba weztow, ktorych usunigcie zmienia go w graf niespdjny lub
zerowy) jest wigksza niz jeden.

Wiasnosé 11. Graf zwykly stopnia trzeciego (rdzen stopnia trzeciego), moze
sktada¢ si¢ z blokéw stopnia pierwszego i drugiego oraz z drzew z korzeniem
1 blokow stopnia trzeciego.

Wiasnosé 12. Rdzen 3-optymalnej struktury OD typu PMC moze zawieraé
ztacza (wezly po usunigciu, ktorych graf staje si¢ niespdjny) stopnia drugiego —
wtedy z kazdym z nich incydentne sa dwie krawedzie, albo stopnia trzeciego —
wtedy z kazdym z nich incydentne sa trzy krawedzie, albo blok z krawedzia.
Okreslenie 4. Wektor v(G) =y, (G),...¥, ,(G)), w ktorym
w,(G),1<i<k-2, oznacza liczbg cykli prostych rzgdu i+2 w grafie G;
nazywamy wektorem cykli prostych grafu G .

Oczywiscie, jezeli w(G') #w(G"), to grafy G' i G" nie sa podobne.

Niech r(G), gdzieGeG’(k,C), oznacza rzad najdhizszego cyklu prostego
w grafie G, a r(u), ueU(G) — rzad najdtuzszego cyklu prostego (w grafie
G ), ktéry zawiera krawedz u . Wartos¢ r(G) jest kanonicznym reprezentantem

klasy podobienstwa grafu G e G’ (k,C), wiec jest cecha, ze wzgledu na ktéra

mozna dokonywa¢ klasyfikacji grafow. Generowania grafu G’ na podstawie
grafu G mozna dokona¢ przez polaczenie dwoch weztow grafu G krawedzia
(operacja dodania krawedzi) lub przez zagniezdzenie krawedzi weztem. Operacje
zagniezdzania krawedzi u e U(G) wezlem nalezy stosowac tylko wtedy, gdy

r(u) <r(G), aoperacje dodania krawedzi do grafu G — w wyniku czego
powstaje graf G’ — tylko wtedy, gdy »(G") =r(G).

W ten sposob redukcja rozwigzan podobnych (izomorficznych), obejmuje sobag
tylko grupe rozwigzan tego samego wymiaru o jednakowej dlugosci
najdtuzszego cyklu prostego.

Wiasnos¢ 13. Blok stopnia trzeciego nie zawiera cyklu Hamiltona wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieja w nim lancuchy o dtugosci wigkszej niz jeden, ktore majq
wspolne wezty kraficowe, a stopnie weztow wnetrza tych tancuchow sa rowne
dwa.

Wiasnos¢ 14. Spdjny rdzen stopnia trzeciego posiadajacy cykl Hamiltona jest
blokiem, poniewaz graf czgsciowy rdzenia zawierajacy cykl Hamiltona sktada
si¢ z weztow o stopniu dwa i usunigcie z niego dowolnego wezla albo krawedzi
nie spowoduje zwigkszenia liczby sktadowych spojnosci otrzymanego grafu.
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Niech D* oznacza drzewo stopnia co najwyzej trzeciego. Niech
(D%)={z,,....7,,...,7,} oznacza zbi6r unikalnych tancuchéw prostych z,,
gdzie 7, jest sekwencja wystapien kolejnych stopni wezléw tworzacych dany
fancuch prosty, przy czym pierwszy element sekwencji jest rowny jeden.
Oczywiscie, w danym drzewie moze wystgpowaé wigcej niz jeden tancuch
prosty o takiej samej sekwencji stopni weztow w laficuchu. Niech para (z,,/,)
wiaze lancuch prosty 7, z liczba jego wystapiefi /; w drzewie D=’ . Wtedy zbior
{(7,,1),(7,,0,),...(Ty,1y)}, gdzie N oznacza liczno$¢ tego zbioru, takich par

jest reprezentantem klasy podobiefistwa zbioru drzew D . Dla przyktadu, na
rysunku 5 przedstawiono pewne drzewo wraz z opisujacym je zbiorem

{(7,,0),(75,0,)5 s (T, 1y )}

Rys. 5. Drzewo opisane wektorem par

{((1,3,1),2),((1,3,2,3,1),2),((1,3,3,1),2),((1,3,3,2,3,1),4)}

Jezeli graf zwykly nie jest blokiem (grafem o spojnosci weztowej
wigkszej od jeden), to za pomoca operacji rozdzielania wzgledem ziqczy, mozna
go roztozy¢ na takie maksymalne podgrafy, ktore sa blokami.

Dla przyktadu, graf G (rys. 6) stopnia trzeciego rozktada si¢ na bloki
G’ (stopnia trzeciego), G" (stopnia pierwszego) oraz G" (stopnia drugiego).

G!

11
A

Rys. 6. Rozlozenie grafu G nabloki G',G" i G"
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Oczywiscie, dowolny spdjny graf rzedu k£ >2 mozna skomponowaé z blokow.
Interesuje nas szczegélny rodzaj komponowania grafow (wystarczajacy do
generowania grafow stopnia trzeciego), a mianowicie — przez scalanie dwoéch
grafow wzgledem dwoch weztéw, wybranych po jednym z kazdego grafu.

Scaleniem grafow G' i G" przez sklejenie weztow e' € E(G') i e"e E(G")
nazywamy taki graf G=G, @G, ze E(G)={{E(G)\e'} U{E(G")\e"}} U
Ufe'} oraz  U(G)={U(E(G)\{e})o} VIUKEG)\ ("} {U(e |G},
przy czym zbidér U (e*|G) krawedzi incydentnych z weztem e w grafie G,

zawiera krawedzie incydentne z wezlem e w grafie G' oraz krawedzie
incydentne zwegztem e" w grafie G” (rys. 7). Mowimy rowniez, ze graf
G, ® G/, jest wynikiem zagniezdzenia wegzla " grafu G", w wezle €' grafu
G'. Oczywiscie, jezeli wezly ¢/ i € sa weztami podobnymi (w grafie G') lub
wezly e ie; sa weztami podobnymi (w grafie G"), to grafy: G, @Ge";;
G, ®G,; G, ®G; oraz G, ®G; sa grafami podobnymi. Zauwazmy, ze
Jezeli wezly e 1 e, sa wezlami podobnymi w grafie G, to transpozycja
macierzy przejs¢ M(G) grafu G, wzgledem wierszy i kolumn o numerach
i oraz j, daje taka sama macierz. Aby unikna¢ indukowania graféw podobnych

przez rozpatrywany rodzaj scalania grafow G' i G", wystarczy wyznaczy¢
zbiory weztéw podobnych w kazdym z tych grafow. Zauwazmy, ze istnieje
prosty algorytm wyznaczania macierzy przej$¢ grafu G, @ G! z macierzy

przejs¢ grafow G’ i G" o tak ponumerowanych wezlach, ze n(e')=||E(G')||

i n(e")=1, gdzie n(e) oznacza numer wezta e (rys. 8).

G G=G,®G"

Rys. 7. Graf G jest scaleniem graféw G’ i G" przez sklejenie wezlow ¢’ i ¢”
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M(G) M(G") MG, ®G!)
0{1{0(1(0 0/1/0{1{0({0}0
1/0{0|1]|1 110(0{1|2(0]0
0|1/0(1]1 0{1/0{1({1({0{0
1/1{1{0(0 1{1{1{0(0({0]|0
0{0{1(0(0 0/0({1]0
0/0(0]0
0(0[0]0

Rys. 8. Macierz M (G, © G; ) jest macierza przej$¢ grafu, ktéry jest scaleniem

grafow G' i G" przez sklejenie wezlow ¢’ i e” (rys. 7)

Graf ze zbioru G*(k,k—1), gdzie k >4, jest drzewem stopnia trzeciego, a graf
ze zbioru G’(k,k), ktérego wezly sa korzeniami pierwszego stopnia drzew
stopnia nie wigkszego niz trzy, o liczbie krawedzi réwnej k—k" ma postac
cyklu prostego rzedu k', gdzie 3<k'<k. Jezeli C>k, to dowolny graf
G eG’(k,C) mozna wygenerowaé jako takie scalenie G, ® G’ grafow G/
iGlL, 7z [GeGKk.,CNVI[GeG K",C"] oraz [u(e)+u(e")<3]A
ANk=k'+k"-DA (C=C"+C").

Dla przyktadu, na rysunku 9 przedstawiono jedenascie (z 63) grafow zbioru
G’(8,9), aw tabeli 1 podano liczebnosci zbiorow G*(k,C)(k <8).

Z tabeli 1 wynika dodatkowo, Ze funkcja tworzaca grafy zbioru G’ (k,C), gdzie
4<k <8, maposta¢ G(x)=4x" +8x" +27x" +62x" +199x" +---.

Tab. 1. Liczebno$¢ zbioru G*(k,C)

k C

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
4 1 1 1 1 - - - - - -
5 - 1 3 3 - - - - -
6 - - 3 8 9 5 2 - - -
7 - - - 5 16 22 15 4 - -
8 - - - - 10 35 63 55 29 7

Biuletyn Instytutu Automatyki i Robotyki, 22/2005 45



A. Arciuch

{5984
glofeetets

Rys. 9. Przyklady jedenastu (z 63) grafow trzeciego stopnia rzedu ésmego
o dziewigciu krawedziach (przyklady graféw zbioru G*(8,9))

Lemat 1. Kazdy graf G ze zbioru G’(k,C), gdzie k>7,C <k, jest rdzeniem
3-optymalnej struktury OD typu PMC, bo z zatozenia, ze C <k wynika, ze dla
kazdego podgrafu G" = (E”)G,"E” =4 zachodzi ||U(G”)||S||E”||= 4, a poniewaz
z ue)= 2-||U(G”)|| <8, dla kazdego podzbioru E'c E takiego, ze

ecE"

E ’||= k —4 , nie jest spelniona zaleznos¢ (9).

Graf G(k,k—1) jest, zgodnie z lematem 1, rdzeniem 3-optymalnej struktury OD
typu PMC. Dodatkowo jest rdzeniem bgdacym sp6jnym grafem zwyktym, wigc
latwo jest dla niego uzyska¢ macierz przejs¢ M (G(k,k—1)). Znajac rdzen
postaci G(k,k —1), mozna zaproponowaé sekwencyjny algorytm generowania
rdzeni spdjnych rzedu £ .

3.1.2. Metoda generowania rdzeni spojnych poprzez zagniezdzanie
krawedzi w wezlach rdzenia

Niech G(k,k—1), R’ oznaczaja odpowiednio: rdzefi wymiaru (k,k —1), zbior
rdzeni rzedu k .
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Krok 1. Do zbioru R’ dodaé rdzen G(k,k—1). Wtedy R’ ={G(k,k-1)}.
Ustawi¢ warto$¢ zmiennej j =2.

Krok 2. Do grafu G(k,k+1-j) doda¢ krawedz, tak aby uzyskaé graf
G (k,k+ j) i taka, aby po jej dodaniu stopnie weztéw incydentnych
z ta krawedzia nie byly wigksze niz 3.

Krok 3. Jezeli tak uzyskany graf G (k,k+ j) nie spetnia zaleznosci (9), to
nalezy doda¢ go do zbioru rdzeni R* := R’ U{G (k,k+ j)}.

Krok 4. W celu uzyskania wszystkich grafow powstatych przez dodanie
krawedzi do grafu G(k,k+1- /), nalezy kroki 2 i 3 powtdrzy¢ dla
kazdej mozliwosci dodania jednej krawedzi do grafu G(k,k+1-j).

Krok 5. Zwigkszyé o 1 warto$¢ zmiennej j. Jezeli j<2'3k—k, to dla
kazdego grafu G(k,k+1— j)e R’ wykonaé kroki 2 i 3. W przeciwnym
przypadku przejs¢ do kroku 6.

Krok 6. Koniec. Zbior R’ zawiera rdzenie rzedu k.

Po wykonaniu kroku 6 algorytmu nalezy, w podzbiorach zbioru R’
o takiej samej liczbie krawedzi, wyeliminowa¢ rozwiazania podobne. Ponizej
przedstawiono sposob klasyfikacji rdzeni stopnia trzeciego, ktory jest pomocny

przy redukowaniu ze zbioru R® rdzeni podobnych.
Niech R oznacza spojny rdzen 3-optymalnej struktury OD typu PMC.

Rdzen mozna opisa¢, podajac jego rzad ||E(R)
rdzenia @(E(R)) oraz liczbg krawedzi ||U (R)". Wiadomo, ze rzad

maksymalnego cyklu prostego jest kanonicznym reprezentantem klasy
podobienstwa grafu, wigc jest cecha ze wzgledu na ktéra mozna dokonaé
klasyfikacji rdzeni. Inna taka cecha moze by¢ wektor cykli prostych rdzenia
w(R). Wiadomo réwniez, ze rdzen moze sktada¢ si¢ z kompozycji blokow

, wektor charakterystyczny

stopnia co najwyzej trzeciego oraz z drzew z korzeniem stopnia co najwyzej
trzeciego. Kazdy blok R”®, wchodzacy w skiad rdzenia, posiada nastepujace

cechy: rzad HE(RB )H, rzad maksymalnego cyklu prostego »(R”) oraz wektor
cykli prostych w(R”).

Dodatkowo, blok mozna opisa¢ wektorem charakterystycznym @(E(R")). Bloki

wchodzace w sktad rdzenia moga by¢ potaczone drzewami, a w ich weztach
moga by¢ zagniezdzone drzewa zakonczone we¢ztami stopnia pierwszego. Kazde

drzewo R”, wchodzace w sklad rdzenia, mozna opisa¢, podajac jego rzad
r(R”).
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Dodatkowo, cechami drzewa moga by¢: wektor charakterystyczny @(E(R"))
oraz zbior{(z,,/,),(7,,L,),....(Ty,ly)}. Zaklada sig, ze dany rdzen zawiera bloki
rzedu co najmniej trzeciego.

rdzenie wymiaru (7,C),

W wyniku komputerowo wspomaganej realizacji metody uzyskano
gdzie

6<C<10, ktorych postacie graficzne
przedstawiono na rysunku 10 oraz nastepujaca funkcje tworzaca dla rdzeni
spojnych rzedu siodmego: R’ (x) =x° +9x” +20x" +12x” + 3x"°.

G,(7,6) G,(7,7)

G4(757) G5(757)
. @ 0N @... Jouyy
® ® ® e o @ ® ;i @ ST
H bl 4 Bla Lo & [ b ‘
@ & @ ) )

G,(7.8) G5(7.8)
@, YoN Q... Q...
® ," :@ @ \@ ) ™ AN
o i »| »
N, .

G, (7,8) G (7,8)
® AN A N R \ \
1A N ! [ \ v \ \ \ \
i\ X i [ \ i \ \

O Jo) ® | O BNG) Jo \
\ y N R N g
X y \ \ “
&----@

¢

Biuletyn Instytutu Automatyki i Robotyki, 22/2005



Wyznaczanie 3-optymalnych struktur opiniowania diagnostycznego...

G, (7,8) G,,(7,8) Gy (7,8) G,y (7,8) Gy (7,8)
oNy o o ® o
o/ R @ w9 2 e B| o @
¢ P & A | I N 1N G
pos— pos— peam—s ptamt Cees

Rys. 10. Zbiér rdzeni G(7,C), gdzie 6<C <10

3.2. Wyznaczanie silnie spojnej 3-optymalnej struktury na
podstawie rdzenia

Przedstawiany sposob wyznaczenia struktury polega na uzupeinieniu
rdzenia, wybranego ze wzgledu na okreslone wtasnosci, brakujacymi tukami, tak
aby otrzymac¢ 3-optymalna silnie spdjna struktur¢ OD typu PMC, w ktorej dla
kazdego jej wezta okreslono liczbg nastgpnikow.

Niech R, S(R), A=[A,.tysc Ayl 4 = 11'(¢).¢, € E(R), $(E(R)) oraz M(R)

oznaczaja odpowiednio: spdjny rdzen, zbiér 3-optymalnych struktur
projektowanych dla danego rdzenia R struktury, wektor okreslajacy zaktadane
liczno$ci nastepnikow danego wezta w strukturze projektowanej, wektor
charakterystyczny rdzenia oraz macierz przej$¢ rdzenia.
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Krok 1. Ustawi¢ warto$¢ poczatkowa S(R)=J.

Krok 2.

Krok 3.
Krok 4.

Krok 5.

Krok 6.

Krok 7.

50

Okresli¢ liczbe tukoéw, o jaka nalezy uzupeklni¢ rdzen, w nastepujacy
sposob: 3 - ||E(R)|| - ||U(R)
projektowane;j struktury.
Wybra¢ 4, : 4, =max4,,j=1,

, gdzie U(R) oznacza zbior Ilukow

E(R)|.

W i-tym wierszu macierzy M (R) o numerze odpowiadajacym
indeksowi i skladowej A, wstawi¢ 4, —m, symboli ,,1” do komorek
m, ; =0, ISjS”E(R)”/\j;ti. (Oczywiscie, moze istnie¢ wigcej niz
jeden sposob uzupelnienia danego wiersza symbolami ,,17.)

Komérki m;, symetryczne do komorek, do ktorych wstawiono

, oznaczy¢ jako niedostgpne przez wstawienie symbolu

2

symbole ,,1

2

X .

Jezeli po wykonaniu kroku 4 w i-tej kolumnie warto$¢ m,; <3, m;; =0

ER]

oraz pozostale komoérki maja zawartos¢ ,x”, to nie istnieje
3-optymalna sktadowa silnej spdjnosci o zadanym wektorze 4.

Jezeli po wykonaniu kroku4 w i-tej kolumnie wartos¢ m,, =3
im,; =0, to pozostate komorki o warto$ci 0 oznaczamy symbolem
,»X . Zmniejszy¢ o jeden liczbg tukow, o jaka nalezy uzupenic rdzen.
Jezeli liczba tukow, o jaka nalezy uzupehié¢ rdzen, jest wigksza od
zera, to nalezy wybra¢ kolejny wiersz macierzy M (R) o numerze

rownym indeksowi i odpowiadajacym indeksowi elementu wektora A
o najwigkszej wartosci, ktorego jeszcze nie rozpatrywano. Przej$¢ do
kroku 4. Jezeli liczba tukow, o jaka nalezy uzupetni¢ rdzen, jest rowna
zeru, to nalezy sprawdzi¢, czy tak uzyskana macierz M (R)speknia
zaleznos¢ (6) lub (8). Jezeli struktura dana macierza M (R) spelnia
zalezno$¢ (8) lub zalezno$¢ (6), to jest poszukiwana 3-optymalna
sktadowa silnej spojnoscei, ktora nalezy doda¢ do zbioru S(R) .
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Rys. 11. Zobrazowanie dzialania dla rdzenia R’(7,6)
iwektora 1=[3,4,3,3,3,3,2]

Na rysunku 11 przedstawiono jedno z wielu mozliwych rozwiazan
zadania zaprojektowania 3-optymalnej sktadowej silnej spojnosci dla rdzenia
R*(7,6) oraz dla wektora A1=[3,4,3,3,3,3,2]. Na przyklad, dla A, istnieja
cztery warianty uzupetnienia drugiego wiersza macierzy rys. 11-1) brakujacymi
symbolami ,,1”. Istnieja rowniez dwie mozliwosci realizacji metody dla sytuacji
zrys. 11-6). Jedna z nich (oznaczona czarnym prostokatem) wyklucza
uzupetnienie komorki m, s symbolem ,,1” w kolejnej iteracji metody, a tym

samym zaprojektowanie sktadowej silnej spdjnosci dla tego przypadku.
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Powyzsza metod¢ mozna zmodyfikowaé, tak aby umozliwiala ona
wyznaczenie wszystkich 3-optymalnych sktadowych silnej spojnosci dla danego
rdzenia. Niech R, M(R) oraz S(R) oznaczaja odpowiednio: spojny graf
zwykly, bedacy rdzeniem 3-optymalnej struktury, macierz przej$¢ rdzenia oraz
zbioér 3-optymalnych sktadowych silnej spdjnosci generowanych przez rdzen R .
Wyznaczenie zbioru S(R) polega na takim rozwiazaniu kwadratu tacinskiego,
danego macierza M (R), aby macierz M (R) posiadala w kazdej kolumnie
doktadnie po trzy elementy oznaczone symbolem ,1”. Dozwolone jest
wstawienie do komoérki m, ; macierzy M (R) symbolu ,,1” w przypadku gdy sa
spetnione  zaleznosci: i# jAm,;=0Am,, =0Am, <3. Oczywiscie, kazda
struktura zbioru S(R) musi spetnia¢ zaleznosci (5) i (6) oraz musi by¢ unikalna.
W celu redukcji rozwiazan podobnych, nalezy dokona¢ klasyfikacji uzyskanego
zbioru struktur na klasy oraz podklasy o okreslonych cechach i w nich
redukowa¢ rozwiazania podobne. Kryterium podziatu zbioru S(R) na klasy
moze by¢ wektor stopni wyjSciowych weztow struktury A, uporzadkowanych
w porzadku od najwigkszego do najmniejszego: A = (4, ,...,ﬂi’/lj,...,)ﬂ‘E(R)H) A2 A,
szukanej struktury. W takiej klasie redukowanie struktur podobnych moze
polega¢ na sprawdzeniu liczby i dtugos$ci cykli prostych lub drég cyklicznych
prostych, przechodzacych przez wezty struktury, wedlug pewnego porzadku
stopni wyjsciowych weztow. Niech v =(«a,f) oznacza parg wektordw, w ktorej
o jest wektorem wartos$ci stopni wyjsciowych wezlow struktury, a £ jest
wektorem wystapien tukow (/), albo krawedzi (k), ktore wystepuja pomiedzy
weztami o danych stopniach wyjsciowych. Dlugosci wektorow «,8 sa
jednakowe w przypadku badania wystapienia zadanego cyklu prostego
w strukturze, natomiast dtugo$¢ wektora [ jest o jeden mniejsza od dtugosci
wektora a w przypadku badania wystapienia zadanej drogi prostej w strukturze.
Dla przyktadu, w grafie z rysunku 12a istnieje cykl prosty o ditugosci trzy,
ztozony z weztdow o stopniu wyjsciowym trzy, potaczonych krawedziami, co
zapisano: v =([3,3,3],[k,k,k]). Ponadto, istnieja dwie unikalne 3-optymalne
sktadowe silnej spojnosci wygenerowane przez rdzen z rysunku 12a, o wektorze
1=(5,3,3,3,3,3,1), z ktorych dla struktury z rysunku 12b nie istnieje cykl
prosty przedstawiony w postaci v=([5,1,3,3],[/,k,k,k]), a dla struktury
z rysunku 12¢ ten cykl istnigje.
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Rys. 12. Wybrane 3-optymalne skladowej silnej spéjnosci b), ¢)
wygenerowane dla rdzenia a)

4. Podsumowanie

Spojna 3-optymalna struktura OD typu PMC posiada doktadnie jedna
sktadowa silnej spdjnosci (wlasnos¢ 6.) i spetnia zaleznosci (5) oraz (6).
W publikacji tej do wyznaczania struktury speiniajacej okre$lone wymagania
wykorzystano rdzenie struktur. Poprzez wybdr odpowiedniego rdzenia mozna
przyspieszy¢ wyznaczanie struktury. W rozdziale 2 zaproponowano sposob
generowania spojnych rdzeni struktur 3-optymalnych, wyznaczono spdjne
rdzenie wymiaru (7,C), gdzie 6 <C <10, i na tej podstawie uzyskano funkcje

tworzaca dla tych rdzeni. W rozdziale 3 pokazano sposob dodania do rdzenia
lukéw, tak aby otrzymaé 3-optymalna silnie spdjna struktur¢ OD typu PMC,
ktorej wezty maja okreslona liczbg nastgpnikdw.

Wyznaczenie wszystkich 3-optymalnych silnie spojnych struktur dla
danego spdjnego rdzenia jest zadaniem o duzej zlozonosci obliczeniowe;.
Nalezy bowiem przeanalizowa¢ wszystkie sposoby uzupeklienia rdzenia
brakujacymi tukami. Jest to tez zadanie, ktore mozna sprowadzi¢ do problemu
rozwiazania cze¢sciowo okre$lonego, za pomoca rdzenia struktury, kwadratu
facinskiego.

Rys. 13. Struktury 3-optymalne uzyskane dla rdzenia G,;(7,10)
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A. Arciuch

Dla przyktadu na rysunku 13 przedstawiono mozliwe rozwigzania dla

rdzenia G,5(7,10) z rysunku 11. W prosty sposéb mozna wykazaé, ze uzyskane

rozwiazania sg podobne, poniewaz wezly bedace poprzednikami jedynego tuku
sa podobne. W zwiazku z tym, uzyskany zbior rozwigzan nalezy zredukowaé
o trzy struktury.
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