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STRESZCZENIE: Niniejszy artykut jest kontynuacja pacy [4], w ktorej przedstawiono metody
projektowania takich najtanszych, 1-diagnozowalnych struktur opiniowania diagnostycznego,
ktore sa strukturami przeciwsymetrycznymi (strukturami 1-optymalnymi okreslonego rzgdu).
W artykule rozszerzono zastosowanie tych metod, na projektowanie takich najtanszych, spdjnych,
1-diagnozowalnych struktur opiniowania diagnostycznego, ktére nie musza by¢ strukturami
przeciwsymetrycznymi (moga by¢ strukturami 1-optymalnymi lub 1-quasi-optymalnymi).
Wykazano, ze kazda spodjna, nieredukowalna struktura 1-diagnozowalna jest albo struktura
l-optymalna, albo struktura 1-quasi-optymalna. Przedstawiono sposOb wyznaczania szeregu
tworzacego, spojnych, nieetykietowanych struktur 1-quasi-optymalnych oraz okreslono
pierwszych dziesig¢ wyrazéw tego szeregu. Artykut jest czgSciowym wynikiem badan nad
automatyzowaniem procesu administrowania siecia komputerowa, prowadzonych w Instytucie
Teleinformatyki i Automatyki WAT.

1. Wprowadzenie

Identyfikowanie (lokalizowanie) niezdatnych elementow systemu (na
przyktad komputerow sieci komputerowej) za pomoca metody opiniowania
diagnostycznego (MOD) polega na wyciaganiu wniosku w oparciu o wszystkie
opinie (wyniki testowan), wyrazone przez okreslone elementy systemu o stanach
niezawodno$ciowych innych (okreslonych) elementow systemu.

Graf Berge’a bez petli G (G =(E,U)), w ktorym tuk <e',e" > oznacza, ze

element ¢’ systemu opiniuje (testuje) stan niezawodnosciowy elementu e”,
nazywamy grafem opiniowania diagnostycznego (grafem OD).

Opinia o elemencie opiniowanym zalezy (w okreslony sposob) zaro6wno od
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jego stanu niezawodnos$ciowego, jak i od stanu niezawodnosciowego elementu
opiniujacego. Zaleznie od charakteru tej zaleznoS$ci, rozrozniamy [1], [2] model
PMC (Preparata F.P.; Metze G.; Chien R.T.-]) oraz model BGM (Barsi F.;
Grandoni F.; Maestrini P.).

Mowiac m-diagnozowalny graf OD (odpowiednio dla modelu PMC, lub
BGM) mamy na mysli taka strukture opiniowania diagnostycznego (strukture
OD), opisana przez ten graf i model opiniowania, ktéra umozliwia
zidentyfikowanie (zlokalizowanie) wszystkich niezdatnych elementéw systemu
pod warunkiem, Ze nie jest ich wigcej niz m. Graf czgSciowy okre§lonego
m -diagnozowalnego grafu OD, nazywamy nieredukowalnym grafem
m-diagnozowalnym, wzgledem tego grafu OD, jezeli jest on takim
m-diagnozowalnym grafem OD, ktérego zaden graf czg$ciowy nie jest
m-diagnozowalnym grafem OD. Mowimy, ze graf nieredukowalny wzgledem
pelnego m-diagnozowalnego grafu OD o liczbie weztow réwnej |E| jest
nieredukowalnym m-diagnozowalnym grafem OD rzedu |E|, a nieredukowalny
m-diagnozowalny graf OD r1zedu |E| o minimalnej liczbie ukow -
m-optymalnym grafem OD rzedu |E|. Oczywiscie, struktura m-optymalna jest
struktura nieredukowalna, ale nie kazda nieredukowalna struktura
m-diagnozowalna wzgledem okre$lonej struktury okre$lonego rzedu, jest
strukturg m-optymalna tego rzedu. Nieredukowalng strukture m-diagnozowalna
okreslonego rzgdu, ktora nie jest struktura m-optymalna bedziemy nazywaé
strukturq m-quasi-optymalng tego rzedu. Struktura m-quasi-optymalna
okreslonego rzedu ma wigksza liczbe wymaganych sprawdzen (testowan) anizeli
struktura m-optymalna tego samego rzedu. Tak, wigc dla niektérych struktur
m-diagnozowalnych okreslonego rzedu, nie istnieje struktura m-optymalna tego
rzedu.

Moéwimy (odpowiednio), ze struktura jest strukturq minimalng oraz
strukturq najtanszq, wzgledem okreslonej struktury m -diagnozowalnej, jezeli
graf ja opisujacy, jest grafem m -diagnozowalnym i (odpowiednio) ma
najmniejsza liczbe tukoéw oraz jest ekonomicznym grafem najtanszym [4].
Oczywiscie, struktura najtansza (wzgledem okreslonej struktury) jest struktura
nieredukowalna, a jej sktadowe spdjnosci moga by¢ strukturami optymalnymi
lub quasi-optymalnymi okreslonych rzedow. Wyznaczanie struktury najtanszej
ma znaczenie praktyczne 1w przypadku ogoélnym ma duzg ztozonos¢
obliczeniowa. Wystarczy zauwazy¢, ze nawet w przypadku, gdy uogoélnione
koszty poszczegélnych sprawdzen (testowan) sa jednakowe, to zadanie takie,
pomimo iz sprowadza si¢ wowczas do wyznaczenia struktury minimalnej,
réwniez nie jest tatwe.

Dalsze rozwazania ograniczymy do I-diagnozowalnych struktur OD.
Poniewaz warunki konieczne i wystarczajace dla istnienia 1-diagnozowalnej
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struktury OD sa jednakowe dla modelu PMC imodelu BGM, to dalej
(w skrocie) bedziemy postugiwacé si¢ pojeciem I-diagnozowalna struktura (typu
PMC).

Wiadomo [3], ze l-optymalna struktura typu PMC jest takim grafem
Berge’a bez petli, ktorego kazda sktadowa spojnosci jest cyklem zorientowanym
rzedu co najmniej trzeciego, w ktérego weztach zagniezdzone sa korzenie
dendrytow (rys.la).

Dalej wykazemy, ze 1-quasi-optymalna struktura typu PMC jest para
incydentnych cykli elementarnych w weztach, ktorych, zagniezdzone sa
korzenie dendrytow (rys.1b). Zauwazmy, ze obie struktury (przedstawione na
rys 1) sa tego samego rzgdu (6smego), przy czym struktura przedstawiona na
rys.1b, ma o jeden tuk (o jedno niezbedne sprawdzenie (testowanie)) wigcej niz
struktura przedstawiona na rys.la.

Tak, wigc 1-diagnozowalna struktura nieredukowalna (wzgledem okreslonej
struktury typu PMC) nie musi by¢ struktura, ktorej kazda sktadowa spdjnosci
jest strukturg 1-optymalna okreslonego rzedu.

a) i i b)
Rys. 1. Przyklady 1-diagnozowalnych struktur typu PMC rzedu 6smego (a-spdjna struktura
1-optymalna;b-spéjna struktura 1-quasi-optymalna)

W  czesci drugiej publikacji, okreslimy podstawowe wlasnosci
nieredukowalnych struktur 1-diagnozowalnych i wykazemy, ze jezeli sktadowa
spojnosci 1-diagnozowalnej struktury typu PMC, jest struktura nieredukowalna,
to ma dokladnie jedna sktadowa silnej spojnosci w postaci albo cyklu
zorientowanego rzedu, co najmniej trzeciego albo w postaci pary incydentnych
cykli elementarnych, przy czym w weztach skladowej silnej spojnosci
zagniezdzone sa tylko korzenie dendrytoéw. W czgsci trzeciej, przedstawimy
metod¢ Wwyznaczania szeregu tworzacego spojnych, nieetykietowanych
1-quasi-optymalnych struktur typu PMC oraz okreslimy dziesig¢ pierwszych
wyrazOw tego szeregu, a w czgSci czwartej — metody wyznaczania struktury
najtanszej, w klasie spojnych struktur 1-quasi-optymalnych.
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2. Podstawowe wlasnosci nieredukowalnych struktur
1-diagnozowalnych

Wiadomo [2], ze przeciwzwrotny graf Berge’a G (G =(E,U)), nazywany
rowniez digrafem bez petli, przedstawia 1-diagnozowalna strukture typu PMC,
wtedy i tylko wtedy, gdy:

(|E|Z3)A(IT ' (e)|zl,ec E) A

1
A(VE c E:|E'|H E|-2){|T(E")|=1)) M

gdzie: T''(e) oznacza zbiér poprzednikow wezta e (wartos¢ |T'(e)| jest
stopniem wejéciowym wezta e), a T'(E')- zbidr tych nastepnikéw weztdw
zbioru E', ktore sg elementami zbioru E\ E’'.

Wtasnosé 1. Zbior sktadowych silnej spdjnosci, kazdej sktadowej spdjnosci,
1-diagnozowalnej struktury typu PMC, nie jest zbiorem pustym,

bowiem: w przeciwnym razie, w kazdej sktadowej spojnosci, istniatby taki
wezel €', ze |T'(e')| =0 co przeczyloby warunkowi (1).

Wtasnosé 2. Sktadowa silnej spojnosci (E” )., 1-diagnozowalnej struktury G

typu PMC, jest rzedu co najmniej trzeciego,

bowiem: spetnienie warunku (1) wymaga aby|{e€E:T'(e)=3}|<|E|-2,
awiecaby |E |>3, gdyz |[{ec E:T'(e)=D}<|E|—-|E"|.

Wilasnoé¢ 3. Silnie spojny graf Berge’a bez petli G, rzedu, co najmniej
trzeciego, jest struktura 1-diagnozowalna typu PMC,

bowiem: |[T'(e)|>1(ecE) oraz (|E|23)=({ecE :T(e)=T}|=
=0<|E|-2), a wigc spetniony jest warunek (1).

Wiasnos¢ 4. Jezeli podgraf (E\{e'}). spdjnego grafu G, jest 1-diagnozowalna
struktura typu PMC oraz |I"'(e')[>1, to graf G réwniez jest 1-diagnozowalna
struktura typu PMC,

bowiem: graf (E\{e'}), , na mocy wihasnosci 1 i 2, ma skladowa silnej
spojnosci rzedu co najmniej trzeciego, a wigc |{ee E:I'(e) =D }|<| E| -3 czyli,
ze (VE'CE:|E'HE|-2):)|T'(E")|>1 wobec czego, struktura G spehia
warunek (1).

Wihasno$é 5. Jezeli wezet e'nie jest elementem skladowej silnej spdjnosci,
spojnej nieredukowalnej struktury 1-diagnozowalnej typu PMC, to [T (e')|=1,
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bowiem: w przeciwnym razie, istniatby taki wezet e (e"eI'"'(¢e')) , a wigc (na
mocy wlasnoéci 4) struktura powstala po usunieciu tuku <e”,e’> bylaby

struktura 1-diagnozowalna, co przeczy zatozeniu, ze rozwazana struktura, jest
strukturg nieredukowalna.

Z wtasnosci 5 wynika (bezposrednio) nastgpujaca wlasnosc.

Wtasno$é 6. Spojna nieredukowalna struktura 1-diagnozowalna typu PMC, ma
tylko jedna sktadowa silnej spojnosci w weztach, ktorej zagniezdzone sa
korzenie dendrytow.

Wiasnosé 7. Cykl zorientowany rzedu, co najmniej trzeciego oraz para
incydentnych cykli elementarnych, sa nieredukowalnymi strukturami
1-diagnozowalnymi typu PMC,

bowiem: na mocy wlasnosci 3, sa strukturami 1-diagnozowalnymi typu PMC,
a kazdy ich graf czeSciowy nie jest struktura 1-diagnozowalna typu PMC.

Wiasnoséé 8. Cykl zorientowany rzedu, co najmniej trzeciego oraz para
incydentnych  cykli elementarnych, sa jedynymi, silnie spojnymi,
nieredukowalnymi strukturami 1-diagnozowalnymi typu PMC,

bowiem: kazda nieredukowalna struktura 1-diagnozowalna (typu PMC) rzgdu
trzeciego jest cyklem zorientowanym rzgdu trzeciego lub para incydentnych
cykli elementarnych, natomiast dla kazdej silnie spojnej struktury
1-diagnozowalnej (typu PMC) rzedu k& (k > 3) istnieje graf cz¢Sciowy, w postaci
cyklu zorientowanego rzedu k (cyklu Hamiltona) lub w postaci pary
incydentnych cykli elementarnych w weztach ktorych zagniezdzone sa korzenie
dendrytow, ktory to (na mocy wilasnosci 6 i 7 ) jest nieredukowalng struktura
1-diagnozowalna (typu PMC).

Wtasnosci 1-8 sa podstawa dowodu nastgpujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1. Jezeli skltadowa spojnosci 1-diagnozowalnej struktury typu
PMC, jest struktura nieredukowalna, to ma dokladnie jedna skladowa silnej
spojnosci w postaci albo cyklu zorientowanego rzedu, co najmniej trzeciego,
albo w postaci pary incydentnych cykli elementarnych, przy czym w wezlach
sktadowej silnej spdjnosci zagniezdzone sa tylko korzenie dendrytow.

3. Szeregi tworzace nieredukowalnych, 1-diagnozowalnych struktur
typu PMC

W pracy [3] przedstawiono metody wyznaczania szeregéw tworzacych
l-optymalnych struktur typu PMC. Metody te (dosy¢ zlozone) obejmuja
zardbwno nieetykietowane jak i etykietowane struktury spdjne oraz o wielu
sktadowych spojnosci.
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Niech S" (k) oznacza liczbe spojnych, nieetykietowanych
1-quasi-optymalnych struktur typu PMC, rzedu & (k>3).

Poniewaz dowolne dwa rozwazane grafy (przedstawiajace spojna,
nieetykietowang 1-quasi-optymalng strukturg typu PMC) o r6znych rzedach lub
o takich samych rzg¢dach, lecz rézniace si¢ tym, ze rzedy dendrytow,
zagniezdzonych w weztach pary incydentnych cykli elementarnych, tworza inne
multizbiory, nie sa grafami podobnymi (takimi, dla ktorych istnieje
odwzorowanie automorficzne przeksztalcajace jeden z nich w drugi), to liczbe

S” (k) mozna wyznaczyé z zaleznosci:

S =2, S, 2

Aeh3 (k)
gdzie: A’(k) oznacza zbior takich rozkladow A (A=(A4,4,,4,)) liczby
naturalnej & (k>3) na trzy skladniki proste, ze 4, >4, >4 >1, a S'(1)—

liczbe nieetykietowanych grafow, utworzonych przez zagniezdzenie w wezlach
pary incydentnych cykli elementarnych, korzeni dendrytow o rzgdach

wyczerpujacych poszczegolne skladniki wektora A (1€ A’(k)).

Niech (1) (A e A*(k),1<r(A')<3) oznacza liczbe grup w multizbiorze
(AL, a 8'(A) (i e{1,2}) -warto$¢ elementu tej grupy multizbioru, ktéra
ma krotnos$¢ i (w przypadku, gdy r(A')=2). Oczywiscie, jezeli r(A')=1, to
A= =4, ajezeli r(A')=3, to zbior {A,A,,A;} jest zbiorem liczb bez
powtorzen.

Niech S"(1')oznacza liczbe nieetykietowanych, 1-quasi-optymalnych
struktur rzedu k& (k>3), indukowanych przez rozktad A', a D(b)-liczbe

nieetykietowanych dendrytow rzedu b (réwna, jak wiadomo [3], liczbie
nieetykietowanych drzew niezorientowanych zkorzeniem rzgdu b). Po
uwzglednieniu symetrii  weztow, pary incydentnych cykli elementarnych,
otrzymujemy:

(r(2)=1)= (8" (2) =3+ D*(2)-[D(A) +1]) 3)
(F(A)=2) = (S"(X) = D(8' (X)) [ D(8*(A)) +

+2 DI (X)) (D(S (A + D] @
(F(A)=3) = (8" (X)) =3-D(A)- D(AL) D(A)) (5)
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Wiadomo [3], ze szereg D(x), dla pierwszych dziesigciu wyrazow, ma postac:

D(x)=x+x"+2x" +4x* +9x° +20x° +
+48x7 +115x° +286x" +719x" +...

Z zaleznosci (2)-(6), w prosty sposob, wyznaczamy wyrazy szeregu tworzacego
S™(x).

(6)

Szereg S (x), dla pierwszych dziesieciu wyrazoéw, ma postaé:

ST (x)=x"+2x" +6x° +15x° +41x" +
+106x" +284x" +750x" +...

Dla poréownania, szereg tworzacy S(x)nieetykietowanych, spojnych

(7

1-optymalnych struktur typu PMC, dla pierwszych dziesigciu wyrazow, ma
postac [3]:

S(x)=x"+2x* +5x° +15x° +40x" +
+118x" +341x" +970x" +...

Znajomos¢ szeregdbw (7) 1 (8) jest uzyteczna, na przyklad, przy ocenie
ztozonosci obliczeniowe] réznych metod wyznaczania najtanszej struktury
1-diagnozowalnej  (pozwala  oceni¢  liczebnos¢  zbioru  rozwiazan
dopuszczalnych).

®)

4. Wyznaczanie najtanszej, 1-diagnozowalnej struktury typu PMC

Niech G"(G") oznacza 1-diagnozowalna strukture (typu PMC), najtansza
wzgledem spojnej, ekonomicznej [4] struktury m -diagnozowalnej G .

Strukture G~ bedziemy przedstawia¢ w postaci grafu o opisanych tukach lub
w postaci takiej macierzy kosztow M(G*) (ml.,j eM(G*), 1<i,j<|E ), ze

(<e, e,>eU)=>(m,;=K(<e,e; >)oraz (<e¢,e;, >¢U)= (m, ; =0) (rys.2).

Bedziemy poszukiwa¢ rozwiazania w postaci spdjnej struktury
G"(G").Wtym przypadku, struktura G"(G') moze by¢ (zgodnie
z twierdzeniem 1) albo struktura 1-optymalna albo struktura 1-quasi-optymalna.
Oczywiscie, gdyby dopuszczono rozwiazanie nie koniecznie w postaci struktury
spojnej, to poszczegdlne sktadowe spojnosci struktury najtanszej, moglyby
stanowi¢  odpowiednia ~ kombinacje  struktur  l-optymalnych  lub
1-quasi-optymalnych (odpowiednich rzedow).
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W publikacji [4] przedstawiono metod¢ wyznaczania, nie koniecznie
spojnej,  struktury GV (G") w  klasie  struktur  1-optymalnych
(przeciwsymetrycznych).

Kw) |5

M(G')=

S O O O NN B~ O
S O N O W O W
S O O O o -
S LW O O wn O O
S L ©O O O W o
A O A LW O O O
S O O O O O

Rys. 2. Przyklad spéjnej, ekonomicznej struktury 1-diagnozowalnej G~ , przedstawionej
w postaci grafu opisanego (w tabeli podano wartosci uogélnionych kosztéw
poszczegolnych sprawdzen(testowan))

oraz w postaci macierzy M(G")

Bedziemy rozpatrywaé silnie spdjne struktury G, bowiem w przeciwnym
razie (na mocy twierdzenia 1), wystarczy rozwiaza¢ (powyzszy) problem tylko
dla tej (jedynej) sktadowej silnej spojnosci (E') . grafu G', dla ktorej

I'(E'Y=0, gdyz (w tym przypadku) wyznaczenie struktury G"(G")
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sprowadza si¢ do oddzielnego wyznaczenia struktury G"({E’) . ) oraz
najtanszego dendrytu, ktérego korzeniem jest wezel odpowiadajacy sktadowej
silnej spojnosci( £”) . , po kondensacji grafu G do podgrafu (E') o [4].

Niech C(G")oraz P(G )oznacza zbiér cykli zorientowanych rzedu, co
najmniej trzeciego oraz (odpowiednio) - zbioér par incydentnych cykli
elementarnych, istniejacych w grafie G .

Niech E(c) oraz U(c) oznacza zbior weztdw oraz (odpowiednio) tukow
cyklu ¢ (ceC(G")), a E(p) oraz U(p)-zbiér weztéw oraz (odpowiednio)
tukéw pary p (pe P(G")).

Cykl ¢ (ceC(G")) bedziemy przedstawiaé jako ciag cykliczny
c=(i shysenslig ) indeksow kolejnych weztéw cyklu, apare p(peP(G)-
jako taki ciag p=(J,j,,/;) indeksow wezlow tej pary, ze j, jest indeksem
incydentnego wezlta pary oraz j, <j,. Zasadniczym narz¢dziem do
wyznaczania struktury G"(G") jest operacja kondensacji grafu G do podgrafu
(E(c)), (ceC( G)) (w przypadku poszukiwania rozwiazania w klasie
struktur 1-optymalnych) oraz do podgrafu (E(p)) . (p € P( G")) (w przypadku
poszukiwania rozwiazania w klasie struktur 1-quasi-optymalnych). Kondensacja
grafu G do podgrafu (E(p)) o (Pel( G")) jest operacja analogiczng do,
opisanej  w publikacji  [4], kondensacji  grafu G do  podgrafu
(E(c)) (ce C(G)).

Dla formalnosci i ulatwienia $ledzenia niniejszej publikacji, okreslimy ja
jednak ponize;j.

Kondensacja grafu G do podgrafu (E(p)) o bedziemy nazywa¢ graf

G'(p), utworzony z grafu G przez:

 zastapienie podgrafu (E(c)) . pojedynczym weztem e, ;

e usuniecie tukéw nalezacych do zbioru {u'eU :ef(u')eE(p)} (e(u')-
wezel, do ktorego dochodzi tuk ") oraz usunigcie, poza doktadnie jednym
(dowolnym) z najtanszych, *tukow z kazdego takiego zbioru
(el (e’ (u")eE(p))r(e(u")=¢e")} (e’ (u")- wezet zktérego
wychodzi tuk u"), ze ¢ e E\E(p).

Macierz M (G (p)) uzyskujemy w prosty sposéb przez wykreslenie
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z macierzy M(G") wierszy i kolumn o numerach odpowiadajacych indeksom
elementow zbioru E(p); uzupehienie (tak powstatej macierzy) poczatkowym
wierszem i poczatkowa kolumna zerowa, etykietujac je symbolem (p) oraz
przypisujac elementom pierwszego wiersza macierzy, wartosci:

m, . =min{m, eM(G") (m,; #0):ie I(E(p)} (j ¢ I(E(p)),
gdzie: I(E(p)) oznacza zbidér numeréw odpowiadajacych indeksom elementow
zbioru E(p).

Tak wiec, jezeli przez G"(p,G’)oznaczymy najtanszy, spojny graf
czesciowy grafu G, ktory jest struktura 1-quasi-optymalna, zawierajaca pare
incydentnych cykli elementarnych p(peP(G’), a przez D" (G (p))-
najtanszy graf czesciowy grafu G (p), ktory jest dendrytem ekonomicznym

o korzeniu e, , to

K(G"(p,G))=K(p)+K(D" (G (p))), )
gdzie:
K(p)= Y. K(u);
uel(p)
K(D"(G'(p))= D, K@) (UG (p)=D)
ueU (DN (G"(p)))
oraz

(U(G'(p))=D) = (K(D"(G"(p)))=0).
W odniesieniu do macierzy M (G’ (p)) (analogicznie jak w odniesieniu do
macierzy M (G (c)) [4]) prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 2. Kazda  taka, przeciwsymetryczna  macierz  czgsciowa
M' macierzy M(G (p)), ktorej kazda kolumna, z wyjatkiem kolumny (p),

zawiera dokladnie jeden element niezerowy oraz graf G(M') jest grafem

spojnym, przedstawia dendryt ekonomiczny (dendryt o tukach opisanych przez
uogolniony koszt), ktorego korzeniem jest wezet e,

Wartos¢  K(D"(G'(p))) (U(G(p))#QD) okreslamy albo przez

wyznaczenie (zgodnie z twierdzeniem 2 i za pomoca metod opisanych
w publikacji [4]) takiej przeciwsymetrycznej macierzy cze¢sciowej macierzy
M(G"(p)), ktorej kazda kolumna zawiera doktadnie jeden element niezerowy,
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a suma wartosci tych elementéw jest wartoScia minimalna i sprawdzenie czy
graf opisany, odpowiadajacy takiej macierzy, jest grafem spdjnym albo przez
wybranie ze zbioru ekonomicznych karkasow grafu G'(p), najtanszego

dendrytu ekonomicznego o korzeniu e,.

Tak wigc, w najgorszym przypadku, dokonujac rozwigzania dla wszystkich
par incydentnych cykli elementarnych ze zbioru P(G"), wyznaczamy najtansza
strukture GV”(G"), w klasie spojnych struktur 1-quasi-optymalnych. W wielu
przypadkach, zbior par incydentnych cykli elementarnych, w ktorym nalezy
poszukiwaé struktury G"”(G"), mozna ograniczy¢ do zbioru P' (P < P(G")).

Oczywiscie
[(E(P)=E(p")A(K(p)>K(p")]=[p" ¢ P']. (10)

Kres dolny K,, oraz kres gorny K, kosztu dendrytu D(G'(p)) mozna

p
okresli¢ sumujac po kolumnach macierzy M (G (p)), wartoéci, odpowiednio

najtanszego (niezerowego) oraz najdrozszego elementu w kazdej kolumnie
macierzy, to jest:

K. (DG (p))= D, Kuin,(M(G(p));

JEIM (G (p))

K. (DG ()= D Kpu,(M(G(P));

JEI(M(G" (p))
K., (M(G (p)) =min{m, ; e M(G (p)), m,; #0:
Hel(M(G(p))} (Jel(M(G ()
K, (M(G'(p))) = max{m, ;e M(G (p)):
Hel(M(G(p)} (jelM(G (p),
a I(M(G"(p))) oznacza zbiér indekséw macierzy M (G" (p)).
Oczywiscie
[K(p")+ K, (DG (p)> K(p") +
+K,,, (D(G (p")]=[p" & P'].

Dla przyktadu, w tab. 1 zestawiono wartosci K(p) dla wszystkich par

(11

incydentnych cykli elementarnych p (pe P(G'))grafu G~ (przedstawionego
na rys. 2) oraz (odpowiadajace dendrytom D(G (p))) wartoéci K, , i K., -
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Z tablicy 1 oraz z zaleznosci (9), (10) i (11) wynika, ze P'=P(G)\{p,p,}.
Poniewaz: {p'e P(G)\{p,,p,}:K(p")+K,(D(p',G")) =min} = p;,
to wyznaczymy wartos¢ K(G"(p,,G")).

Tab. 1.
i pi K(pl) Kinf Ksup
1 (1,2,3) 12 13 18
2 2,1,3) 14 13 18
3 2,1,5) 14 11 15
4 (2,3,5) 10 12 15
5 (,1,2) 8 13 18
6 3,14) 10 12 16
7 3,24 12 12 15
8 (4,3,6) 13 11 18
9 (5,2,6) 14 10 15
10 | (645) 15 9 15

Z macierzy M (D" (G (ps))) (rys.3) wynika, ze:

K(D"(G'(ps))) =22,
a wiec (tab. 1):

{p' e P(G)\{ps} 1 K(p')+ Ky (D(p',G)) =22} = {p,, P }.-

Niech M (G’ ( p)) oznacza macierz utworzona z macierzy M (G (p)) przez
pozostawienie w kazdej jej kolumnie (z wyjatkiem kolumny (p)) dokladnie
jednego elementu niezerowego o minimalnej wartosci. Zauwazmy, ze jezeli
kazda macierz M(G"(p))nie jest macierza przeciwsymetryczna lub macierza
kosztow spdjnego grafu ekonomicznego, to (zgodnie z twierdzeniem 2):

K(D"(G'(p)) > K (D" (G'(p))).

Latwo upewnié sig, ze jedyne macierze M (G (p,)) i M(G"(p,)) nie sa
macierzami przeciwsymetrycznymi.

Tak wigce, wzgledem struktury przedstawionej na rysunku 1, istnieje tylko
jedna struktura najtansza w klasie spojnych struktur 1-quasi-optymalnych, ktorej
uogolniony koszt rowna sig 22 (rys.4).

Z publikacji [4] wiadomo, ze K(G"(c,,G))= K(G"(¢,G))=21,
a wigc najtansza struktura wzgledem struktury przedstawionej na rysunku 2,
nalezy do klasy spdjnych struktur 1-optymalnych.
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ps 4 5 6 7

ps [0 5 3 0 0]

M(G (p)) = 4 (0 00 3 0
5 10 0 0 4 4

6 |0 3 500

7 10 0 0 4 0]

ps 4 5 6 7
ps [0 0 3 0 0]
M(DN(G*(Ps)))=4 00
5 10 0 0 4 4

6 (0 3000
7 10 0 0 0 0]

Rys. 3. Macierz M ( G*(p5 )) (ps=(3,1,2)) uzyskana z macierzy M ( G") (rys.2)
po kondensacji grafu G" do podgrafu ( E(p;)) . oraz macierz M (D" (G (p;))),

uzyskana z macierzy M (G ( Ps) ), zgodnie z twierdzeniem 2

2 > 5

Rys. 4. Jedyna struktura najtansza, w klasie spéjnych struktur 1-quasi-optymalnych,
wzgledem struktury przedstawionej na rys. 2

Przy wyznaczaniu spojnej struktury G (G )(C(G) =D, P(G)# D),
uzyteczne sa metody pozwalajace na jednoczesne redukowanie zbioréw
C(G)i P(G") do podzbiorow C'(G)i P'(G"), wséréd ktorych nalezy
poszukiwac rozwiazania.
Rozpatrzmy przypadek, gdy: 3p e P(G )3ce C(G )| E(p)n E(c)|=3.
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c=(1,2,3,4,5,6)

p=(6,15)

u(e.p)

Rys. 5. Ilustracja takiego cyklu c i takiej pary (incydentnych cykli elementarnych) p,
ze: |E(c)NE(p)=3

Oznaczmy:
U(p.c)={uel(p)ugU(c)}(|E(p)NE(c)|=3);

KU(pe))= Y, K,

u'elU(p,c)
a u(c, p)niech oznacza taki tuk cyklu c, ze ' (u(c,p)) e E(p).

Twierdzenie 3:

[K(U(p,c)) > K(u(e,p)]=[p P, (12)
[K(U(p,c)) < K(u(ce,p))]=[ceC'], (13)
bowiem:
(|E(p)NE(c)|=3)= (U(G (c))cU(G (p))),
a wiec:
K(D"(G"(p))< K(D"(G'(¢))),
natomiast:
U()\H{U(p)\U(p,e)}yiu(e,p)} cU(G (p))
czyli ze:

K(D"(G'(p)))< K(D"(G' () +

+K(c) - K(u(e,p))~[K(p)-KU(p,c))].
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Tak wiec:
K(G"(p,G")) — K(G"(¢,G")) < K(U(p,&))~K(u(e,p)).
Dla przyktadu (rys.2), dla p=(2,1,5) istnieje cykl ¢=(1,3,4,6,5,2) taki,
ze (|[E(p)nE(c)|=3) oraz K(U(p,c))=7 1K(u(c,p))=5, a wigc
(zgodnie z zaleznoscia (12)): p ¢ P'. Korzystajac z twierdzenia 3, mozemy

przekona¢ sie, ze dla struktury przedstawionej na rys.2, zbiér P’ jest zbiorem
pustym — najtansza struktura nalezy do klasy struktur 1-optymalnych.

5. Podsumowanie

Wykazano, ze jezeli sktadowa spdjnosci 1-diagnozowalnej struktury typu
PMC jest struktura nieredukowalna, to ma doktadnie jedna sktadowa silnej
spojnosci w postaci albo cyklu zorientowanego rzedu, co najmniej trzeciego,
albo w postaci pary incydentnych cykli elementarnych, przy czym w weztach
sktadowej silnej spojnosci zagniezdzone sa tylko korzenie dendrytéw (whasnosci
1-8, twierdzenie 1, rys.1).

Przedstawiono metod¢ wyznaczania szeregu tworzacego, spdjnych,
nieetykietowanych 1-quasi-optymalnych struktur typu PMC oraz okre$lono
dziesi¢¢ pierwszych wyrazow tego szeregu (zalezno$¢ (7)). Z poréwnania
zaleznosci (7) 1 (8) (wyznaczonej w publikacji [4]) wynika, Ze od rzedu 6smego
(wlacznie) liczebnos$¢ zbioru struktur 1-optymalnych jest znaczaco wigksza od
liczebnosci zbioru struktur 1-quasi-optymalnych.

Przedstawiono metode wyznaczania struktury najtanszej, w klasie spdjnych
struktur 1-quasi-optymalnych, ktora jest (w zakresie uzycia operacji kondensacji
grafu do podgrafu) metoda analogiczna do metody przedstawionej w publikacji
[4] istosowanej do wyznaczania struktury najtanszej, w klasie struktur
1-optymalnych. W odniesieniu do analizowania takiej struktury, co do ktorej
mozna spodziewaé sig, ze najtansza (wzgledem niej) struktura moze byc
struktura 1-optymalna albo 1-quasi-optymalna, zaproponowano metode
redukowania zbioru, w ktorym nalezy poszukiwac rozwiazania (twierdzenie 3).

Metody projektowania najtanszej struktury, przedstawiane zar6wno
w niniejszej publikacji jak i w publikacji [4], sa ilustrowane wspolnym
przyktadem (rys.2), dla ktérego dwie najtansze struktury (w klasie spojnych
struktur) sa strukturami 1-optymalnymi.
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