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STRESZCZENIE: W artykule przedstawiono metody (przyblizone i doktadna) projektowania
1-diagnozowalnych struktur opiniowania diagnostycznego systemu w przypadku, gdy zachodzi
potrzeba uwzgledniania uogdlnionych kosztow wzajemnego testowania si¢ elementow systemu.
Metody te maja zastosowanie, migdzy innymi, przy projektowaniu struktur diagnostycznych sieci
komputerowych. Przedstawiono réwniez sposob okreslenia liczby spojnych oraz dowolnych,
zaetykietowanych 1l-optymalnych struktur opiniowania diagnostycznego, zawierajacych
k elementéw i wyznaczono te liczby dla k<8. Artykut jest wynikiem czg$éciowym badan nad
automatyzowaniem procesu administrowania siecia komputerowa, prowadzonych w Instytucie
Automatyki i Robotyki WAT.

1. Wprowadzenie

Czasami, przy projektowaniu struktury wzajemnego testowania Ssie
elementow systemu (utozsamianej cze¢sto ze strukturq diagnostyczng systemu),
spetniajacej wymagania niezbedne do uzyskania zamierzonych wfasnosci
diagnostycznych systemu, koniecznym jest uwzglednianie roéznego rodzaju
czynnikobw powodujacych, ze uogolnione koszty wzajemnego testowania si¢
elementéw systemu, nie moga by¢ uwazane za jednakowe. Ma to miegjsce (na
przyktad) w odniesieniu do komputerowych systemow heterogenicznych,
w ktorych czasy wzajemnego testowania si¢ okre§lonych komputerow (przy
zachowaniu wymaganej skutecznosci kontrolnej testow) moga rozni¢ si¢
W sposoOb istotny (z uwagi na ré6zne mozliwosci funkcjonalne poszczegélnych
komputerow) lub w odniesieniu do homogenicznych sieci komputerowych,
w ktorych przesytanie pakietow danych testujacych obniza efektywnos$¢ sieci.
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W przypadku gdy nie ma potrzeby uwzgledniania uogélnionych kosztow
testowania, struktur¢ diagnostyczna systemu, diagnozowanego metodq
opiniowania diagnostycznego, przedstawia si¢ w postaci przeciwzwrotnego (bez
petli) grafu Berge’a G (G=(E,U), elE), nazywanego grafem
opiniowania diagnostycznego ([ 9 ]).

Tak wigc, jezeli przez K(<e', € >) (0<K(u)<co, u0U)
oznaczymy uogélniony koszt testowania elementu e’ przez element €', to graf
opisany G =(G;{K(u):uOU}) mozemy nazwaé ekonomicznym grafem

opiniowania diagnostycznego, a warto$¢ K(G )= Z K(u)- wuogolnionym
uU

kosztem grafu G .

Graf opiniowania diagnostycznego (dla okreslonego sposobu (modelu)
wnioskowania z wynikéw testowan) nazywamy grafem m-diagnozowalnym,
jezeli wnioskowanie z wynikow wszystkich przewidzianych (przez ten graf)
testowan, umozliwia zidentyfikowanie (zlokalizowanie) m niezdatnych
elementow systemu, pod warunkiem, ze nie jest ich wigcej niz m (m=1),
a graf m-diagnozowalny o minimalnym (w sensie wlasnym) zbiorze tukow-
grafem m-optymalnym.

Graf cze$ciowy G' grafu G', ktory jest takim m-diagnozowalnym
grafem opiniowania diagnostycznego, ze koszt K(G') przyjmuje warto$é

minimalna, nazywamy najtariszym (wzgledem G ) m-diagnozowalnym grafem
opiniowania diagnostycznego.

Zauwazmy, ze najtanszy graf m-diagnozowalny jest grafem
m-optymalnym, to jest takim grafem m-diagnozowalnym, ktérego zaden graf
czgSciowy nie jest grafem m-diagnozowalnym. Tak wigc, wyznaczanie
najtanszego grafu m-diagnozowalnego sprowadza si¢ do wyznaczania
najtanszego grafu m-optymalnego.

Celem niniejszego artykutu, jest przedstawienie metod wyznaczania
najtanszego, 1-diagnozowalnego grafu opiniowania diagnostycznego.

W cze$ci drugiej artykutu, przedstawimy opis formalny problemu,
aw czeSci trzeciej — przyblizone metody jego rozwiazania. Doktadng metode
rozwiazania przedstawimy w czgSci czwartej. W czg$ci piatej, przedstawimy
sposob okreslenia liczby spojnych oraz dowolnych (niekoniecznie spdjnych),
zaetykietowanych 1-optymalnych struktur opiniowania diagnostycznego rzedu &
oraz podamy te liczby dla £ <8.
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2. Opis formalny problemu

Mozliwosci wzajemnego testowania si¢ elementow zbioru FE oraz
uogodlnione koszty tych testowan, dane sa w postaci ekonomicznego grafu

opiniowania diagnostycznego G (rys.1) przy czym zaktada sie, ze graf G(G")
jest spojnym, 1-diagnozowalnym grafem opiniowania diagnostycznego ([9]),
a wiec:

(|E|23) 0k (e 1,3 E
0O B E|E| [E D @) D, (1)

gdzie: W (e) oznacza stopien wejSciowy wezla e,a [(E')- zbiér tych
nastepnikOw wezlow zbioru E', ktore sa elementami zbioru E\ E'.

Graf G° mozna réwniez przedstawi¢ w postaci takiej macierzy kosztow
M@G)  (m,OMG), kK i,K|E]), ze (<e, e >0U)=(m, 6=
=K(<e,e, >) oraz (<e,e, >LUU)= (m,;, =0) (rys.]).

Z zalezno$ci (1) wynika, ze
(0O I:|mg M(G):m, 8 0)
o0 LE CE 2 nog i fEm, 20 D, @

gdzie I ={1,...,

E|}.

Oczywiscie

K(G)=KM(G )= Y m,

1<i,j<|E]|

Wiadomo ([9], [10]), ze 1-optymalny graf opiniowania diagnostycznego
(poza cyklami rzedu drugiego), zaréwno dla modelu PMC (Preparata F.P.;
Metze G.; Chien R.T.), jak i dla modelu BGM (Barsi F.; Grandoni F.; Maestrini
P.) jest takim grafem opiniowania diagnostycznego, ktorego kazda sktadowa
spojnosci zawiera dokladnie jeden cykl zorientowany rzedu co najmniej
trzeciego, a w weztach kazdego (takiego) cyklu sa zagniezdzone korzenie
dendrytow.
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Rys.1. Przyklad ekonomicznego, 1-diagnozowalnego grafu opiniowania
diagnostycznego G (przedstawionego w postaci graficznej oraz w postaci

macierzy M (G ))

Twierdzeniel. Przeciwsymetryczny (e'd (e")) = (e" (e')),
przeciwzwrotny graf Berge’a G, w ktorym stopien wejsciowy kazdego wezta
jest rowny jeden, jest 1-optymalnym grafem opiniowania diagnostycznego.
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D o w 6 d. Poniewaz stopien wejsciowy kazdego wezta grafu G jest rowny
jeden, to kazda sktadowa spojnosci tego grafu zawiera doktadnie jeden cykl
zorientowany oraz ma liczbe cyklomatyczna réwna jeden, a wiec w weztach
kazdego cyklu zorientowanego sa zagniezdzone korzenie dendrytow.
Z przeciwsymetrycznosci grafu G wynika natomiast, ze kazdy jego cykl
zorientowany jest rzedu co najmniej trzeciego.

Z twierdzenia 1 wynika (bezposrednio) nastgpujaca wlasnosc.

Wiasnos¢ 1. Kazda przeciwsymetryczna ((m,, #0)= (m,, =0)) macierz
binarna M ,,, (k=23) o zerowej przekatnej, zawierajaca w kazdej kolumnie

doktadnie jeden element rowny jeden, jest macierza przejs¢ zaetykietowanego,
1-optymalnego grafu opiniowania diagnostycznego rzedu k.

Tak wiec, wyznaczenie najtanszego grafu czesciowego G (G ) grafu
G sprowadza si¢ do wyznaczenia takiej przeciwsymetrycznej macierzy
czesciowej M"(G') macierzy M(G'), ktérej kazda kolumna zawiera

doktadnie jeden element rézny od zera, a suma warto$ci jej elementow jest
warto$cia minimalnag (rys. 2).

Oczywiscie, zastepujac kazdy niezerowy element macierzy M"(G")

symbolem 1, otrzymamy macierz przejéé grafu G"(G").

M(G)= M(G)=

S O O O NN~ O
O O O WO W
S O O O N
S W O O W O O
S L ©O O O W O
A O b L O O O
S O kA O O O O
S O O O b O O
S O O O W o O
S O O N O O O
S W o O O O O
S O O O O W O
A O O O O O O
S O O O O O

Rys. 2. Macierz M IN ( G ) jest jedna z dwéch mozliwych takich, przeciwsymetrycznych macierzy

czg$ciowych macierzy M ( G ), ktérych kazda kolumna zawiera dokladnie jeden element rézny od

zera, a suma wartosci tych elementéw jest warto$cia minimalna
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Wyznaczenie macierzy M"(G'), w wielu przypadkach, nie jest
zadaniem tatwym.

Niech M, oraz m(M,) oznaczaja odpowiednio: zbior niezerowych
elementéw j-tej kolumny macierzy M (G ) oraz minimalna warto$¢ elementow
tego zbioru, a M;V— zbiér najtanszych elementow zbioru M,

(MJN ={m UM, : m  =m(M,)}).

Oczywiscie, jezeli {m,  OM(G ):(m # 01 (m#z OB O , to
rozwiazanie jest banalne i polega na pozostawieniu w kazdej kolumnie, jednego
(dowolnego) z najtanszych elementow. W tym przypadku, istnieje

|M1N | X oo ><|M‘g‘ rozwiazan.

Jezeli O f1 1 |Mfﬁ| |E—| 1, to rozwiazanie jest roéwniez banalne

ipolega na pozostawieniu w kazdej kolumnie, jednego takiego elementu,
ktorego element symetryczny zostal zredukowany (zastagpiony symbolem O0).

W tym przypadku istnieje R’ (| E |) (zalezno$¢ (11)) rozwiazan.

Oczywiscie, w obu (powyzszych) przypadkach:

K(G"(G )= Y. m(M,).

1< /<]
Oznaczmy

O(M(G)) = fm,, OM(G):(m,[1 M0
O(m, 0 MO (|M2| |[ME] 1)

Jest rzecza zrozumiala, Ze stopien trudno$ci wyznaczenia macierzy
N * . ;. . *
M ™ (G ) wzrasta wraz ze wzrostem liczebnosci zbioru Q(M (G )).

Oznaczmy: M; ={m, UM :m # 0} ([ I).

Zauwazmy, ze pozostawienie w zbiorze M \M; tylko jednego

(dowolnego) z najtanszych elementéw, a zredukowanie pozostalych, nie ma
wplywu na wyznaczenie macierzy M " (G").
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Dalej, bedziemy analizowa¢ macierz M (G ), ktéra jest macierza
wstepnie zredukowanq , to jest taka, ze

[((p,|=1)O(m, £ 0))=(m;, =0)]0 5
O(Mp H=(Omp M :mzg 0)] G 1)

oraz

M| < |M;‘

+1 (;0O0). 4)

Dla przyktadu, macierz M (G ), przedstawiona na rys 1, jest macierza

wstepnie zredukowang dla ktorej: 2™ EIQ(M (G ))| =3.

3. Metody przyblizone

Mozna dazyé do wyznaczenia macierzy M"(G") za pomoca procedury
sekwencyjnego redukowania macierzy M(G') (zastgpowania wybranych

(niezerowych) elementéw macierzy M (G ), symbolem 0), polegajacej na

rozstrzyganiu (w kazdym kroku procedury), ktéry z niezerowych elementow (w
kolejno powstajacej) macierzy, pozostawic¢ jako jedyny element, w okreslonej
kolumnie tej macierzy.

Jezeli przez P oraz [0 oznaczymy odpowiednio element macierzy
pozostawiany (w odpowiednim kroku procedury) w j-tej kolumnie tej macierzy
oraz zbiér jej elementow redukowanych, to formalnie, procedure taka, mozna
zapisa¢ w postaci:

(P=m,,) O(m, = 0)=(C= M \{m,});

(P=m_)O(m, # 0)=(C= {M,\{m}P {m}).
Kazdorazowe rozstrzyganie o tym, ktory z elementow macierzy pozostaje

w okreslonej jej kolumnie, odbywa si¢ zgodnie z nastgpujacymi regutami.

Reguta 1: (m, UM }] (|Mj=| D= (P=m,,).
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Regula2:  (m, OM)1 (mf] M) (@, 8)) ¢M'| D)=

=>(P=m,,).

Reguta3:  (m OM)Q (MM 1 (s}, MY) (&)
= ((m(M \Nm, })=—m z2m(M\{m, })-m, )= (P=m,)).

)=

Procedura redukowania macierzy M(G )zgodnie z powyzszymi
regutami, nie gwarantuje wyznaczenia struktury najtansze;j.

M'(G)=

S O O O N O O
S O N O O O O
S O O O O Mo
S W O O O o O
S L O O O O O
A O O O O O O
S O O O O O

A

{
3 4 6

Rys. 3. Macierz M'(G") uzyskano z macierzy M (G ) (rys. 2) po sekwencji

P: Mg o5 My 5y 5 S, S (M, M, o pozestawiania (zgodnie z regulami 1, 2 i 3)

elementéw macierzy M (G ) (G’ - struktura odpowiadajaca macierzy M'(G"))

Dla przyktadu, mozna upewnié sig, ze sekwencja
Pimg smy sm, smg,sm smg,;m, o pozostawiania (zgodnie z regutami 1, 2 1 3)

elementow macierzy M (G ), przedstawionej na rys.2, wyznacza macierz
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M'(G") (rys.3), dla ktérej K(M'(G ))=22 natomiast K(MIN(G*))=21
(rys. 2).

Rozpatrzmy inny sposdob wyznaczania zbioru quasi-najtanszych,
1-optymalnych struktur opiniowania diagnostycznego.

Niech M*(M(G"))oznacza macierz uzyskana z macierzy

M(G") w taki sposob, ze

(m,, =0)=(m,=0)

oraz
(m,, #0)=> (m, =m, —m(M)+Nm,  m(M,))+1) (5
gdzie
A(m, .m(M,))=m({M}\ {m, })=m,
jezeli
(m,, =m(M,)) O(|M"F 1)
oraz

A(m, ., m(M,))=0

w przypadku przeciwnym.

Niech M, (M( G')) oznacza macierz uzyskana, w analogiczny (do
powyzszego) sposob, z macierzy M (M(G')) (p=1, M (M(G))=
= MF(M(G)), tojest M2, (M(G)=M*(MZ(M(G'))),a M, (M(G'))-
zbior niezerowych elementow j-tej kolumny macierzy M, (M ( G)).

Z zalezno$ci (5) wynika, ze

Op2 100 1:m(M.,(G'3) 1. (6)
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Niech M'(M (M (G))) oznacza macierz utworzona z macierzy
M (M (G")) spehiajacej zaleznosé (6), po zredukowaniu (do wartosci rowne;j
0) elementéw o wartosci wigkszej od 1.

Zauwazmy, ze zalezno$¢ (5) wyraza ,,lokalny” przyrost uogoélnionego
kosztu macierzy M"(G ) spowodowany wybraniem elementu m, . jako

jedynego elementu w j-tej kolumnie tej macierzy.

Tak wigc, kazda taka macierz utworzona z macierzy M'(M ; (M(G")))

przez zredukowanie niektorych elementdw o warto$ci rownej 1, ktora jest
macierza przeciwsymetryczng zawierajaca w kazdej kolumnie doktadnie jeden
element o wartosci rownej 1, uwazana jest za macierz przej$¢ quasi-najtanszego
1-optymalnego grafu opiniowania diagnostycznego.

Dla przykladu ( rys.4 ): M'= M*(M(G)) dla macierzy M(G )
zrys.l oraz M' = M*(M'") przy czym macierz M" speknia zalezno$¢ ( 6 ).

Tak wigc, macierz M" indukuje” dwie quasi-najtafsze struktury
(wzgledem struktury G~ z rys.1), ktore przedstawione sa na rys.5.

004300 0 0] 0330000
3020200 2020100
2203000 1102000
M'=0 020030 M=00120030
03000 21 0200011
0002300 0001200
00000 2 0] 000001 0

Rys. 4. Macierze M' =M (M (G )) i M"'=M?(M'") wyznaczone (zgodnie z
zaleznoscia (5)) dla macierzy M (G ) zrys. 1
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2 5 2 5
1 \ 1
7 7
3 4 5 3 4 5

Rys.5. Struktury quasi-najtansze wzgledem struktury Gz rys. 1

Dalej przekonamy sig, ze struktury przedstawione na rys. 5 sa jedynymi,
najtanszymi strukturami wzgledem struktury G~ z rys. 1.

4. Metoda dokladna

Struktura najtansza jest struktura optymalna, a wigc dokladne
wyznaczenie struktury najtanszej polega na znalezieniu w zbiorze struktur
optymalnych, struktury najtanszej. Nie oznacza to, ze nalezy okresli¢
uogolniony koszt kazdej (mozliwej) struktury optymalnej bowiem mozna podac
reguly rozstrzygajace o tym, ktore ze struktur optymalnych moga by¢ (albo nie)
struktura najtansza.

Dla przyktadu, struktura z rys.] ma 34 struktury I-optymalne,
a przekonamy sig, ze wystarczy rozpatrzy¢ tylko 4 z nich, aby wyznaczy¢
(jedyne istniejace) dwie struktury najtansze.

Niech C(G") oznacza zbiér cykli zorientowanych rzedu co najmniej
trzeciego, istniejacych w grafie G', a E(c) oraz U(c) (odpowiednio)- zbior
weztow oraz tukow cyklu ¢ (¢ OC(G)).

Cykl ¢ bedziemy przedstawiaé jako ciag cykliczny c :(z'l,iz,...,i‘E(C)‘)
indeksoéw kolejnych weztow cyklu.
Moéwimy, ze cykle ¢ i ¢" sa wzajemnie silnie niezalezne, jezeli

E(c)n E()=0.

Dla przyktadu, graf G° (rys.]) ma dziewie¢ nastepujacych cykli
zorientowanych: ¢, =(1,2,3); ¢, =(1,3,2); ¢, =(2,3,4,6,5); c, =(2,5,6,4,3);
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¢, =(5,7,6); c¢,=(1,2,5,6,4,3); ¢, =(1,3,4,6,5,2); ¢, =(2,5,7,6,4,3) oraz
¢, =(1,2,5,7,6,4,3) przy czym tylko cykle ¢, 1 ¢, oraz ¢, i ¢, sa cyklami
wzajemnie silnie niezaleznymi. Zauwazmy, ze cykl ¢, jest jedynym cyklem
Hamiltona.

Zbioér C(G") mozna wyznaczy¢ za pomoca znanych (z teorii grafow ([4],
[11])) metod algebraicznych. Nie ma wigc potrzeby omawiania tych metod.
Zauwazmy tylko, ze w omawianym przyktadzie, zbior cykli {c,,...,c;} stanowi

baze cykli zbioru C(G"), a kazdy z cykli zbioru {c,,...,c,} jest odpowiednia
kombinacja liniowa niektdrych cykli tej bazy.
Oczywiscie, najtanszy graf G" (G ) moze by¢ grafemo p (1< p<r)

sktadowych spojnosci (r- maksymalna liczebno$¢ zbioru cykli wzajemnie silnie
niezaleznych).

Rozpatrzymy wyznaczanie struktury najtanszej w klasie struktur
spojnych.

Kondensacjq grafu G do podgrafu (E(c)), bedziemy nazywaé graf
G (c), utworzony z grafu G przez:

* zastapienie podgrafu (E(c)) . pojedynczym wezlem e, ;

* usunigcie tukéw nalezacych do zbioru {u' DU :e“(u' 1 E(c)} (' (u')-
wezel, do ktorego dochodzi tuk u') oraz usuniecie, poza dokladnie
jednym (dowolnym) z najtanszych, lukow z kazdego takiego zbioru
(' OU (" (v 0 E(c) () e)} (e’ (u")- wezet z ktorego
wychodzi tuk u"), ze ¢ DE\E(c) (rys. 6).

Macierz M (G (c)) uzyskujemy, w prosty sposob, przez: wykreslenie
zmacierzy M(G") wierszy i kolumn o numerach odpowiadajacych indeksom
elementéw zbioru E(c); uzupelnienie (tak powstatej macierzy) poczatkowym
wierszem 1 poczatkowa kolumna zerows, etykietujac je symbolem (c¢) oraz
przypisujac  elementom  pierwszego  wiersza  macierzy,  wartosci
m, , =min{m, OM(G") (m, # 0):0 I(E(e)D} @ I(E(c), gdzie I(E(c))

oznacza zbidr numeréw odpowiadajacych indeksom elementow zbioru E(c).
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S
G'((1,2,3) '\
1,2,3 7
6
¢ 4 5 6 7
@olo s 3 0o o
* - 410 0 O 3 O
M(G =
@) 510 0 0 4 4
610 3 5 0 0
710 0 0 4 O

Rys. 6. Graf G (¢) (¢ =(1,2,3)) oraz macierz M (G (c)) grafu

G" (przedstawionego na rys. 1)

Twierdzenie 2. Kazda taka przeciwsymetryczna macierz czg$ciowa
M' macierzy M (G (c)), ktorej kazda kolumna, z wyjatkiem kolumny (c),

zawiera dokladnie jeden element niezerowy oraz graf G(M') jest grafem
spojnym, przedstawia dendryt ekonomiczny (dendryt o tukach opisanych przez
uogolniony koszt), ktorego korzeniem jest wezet e, .

D o w 6 d: Poniewaz graf G(M") jest takim spojnym grafem Berge’a bez petli,
ktéry ma doktadnie jeden wezel e, bez poprzednikow (M (e, )=0), a kazdy
wezel zbioru E(G(M'))\{e,} ma dokladnie jeden poprzednik, to jest

dendrytem ekonomicznym, ktorego korzeniem jest wezet e,.

Oczywiscie, zbidr grafow czesciowych grafu G (¢) (¢OC(G")), ktore
sa dendrytami ekonomicznymi o korzeniu e, nie jest zbiorem pustym, bowiem
(z zalozenia) graf G(G' ) jest 1-diagnozowalnym grafem opiniowania
diagnostycznego, a wigc i zbidr spojnych grafow czesciowych grafu G(G'),

ktore sa 1-optymalnymi grafami opiniowania diagnostycznego, nie jest zbiorem
pustym.
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Tak wiec, jezeli przez G"(c,G )oznaczymy najtanszy, spdjny graf
czeSciowy grafu G, ktéry jest grafem l-optymalnym zawierajacym cykl c,
aprzez D"(G (c))- najtanszy graf czeiciowy grafu G (c), ktory jest

dendrytem ekonomicznym o korzeniu e_, to

K(G"(¢, G'))=K(c)+K(D"(G (¢))), (7
gdzie:
K(c)= ) K(u)
ulU (¢)
K(D"(G' ()= >, K(u) (U(G'(c))#z0)
utu (DY (G ()))
oraz

(U(G'(¢))=0) = (K(D"(G (c))) =0).

Warto$¢ K(D"(G (¢))) (U(G'(¢))z20) okreslamy albo przez
wyznaczenie (zgodnie z twierdzeniem 2) takiej przeciwsymetrycznej macierzy
czeSciowej macierzy M (G (c)), ktorej kazda kolumna zawiera dokladnie

jeden element niezerowy, a suma wartos$ci tych elementéw jest wartoscia
minimalng i sprawdzenie czy graf opisany, odpowiadajacy takiej macierzy, jest
grafem spdjnym albo przez wybranie ze zbioru ekonomicznych karkaséw grafu
G (c) , najtanszego dendrytu ekonomicznego o korzeniu e..

Wiadomo, ze karkas grafu G' mozna wyznaczy¢é przez wykreslenie
z binarnej macierzy incydencji M(G') grafu G' , A(G') (A(G')- liczba
cyklomatyczna grafu G') kolumn i sprawdzeniu czy tak powstala macierz
M (G"), jest binarng macierza incydencji spojnego grafu G . Jezeli tak, to graf
G' jest karkasem grafu G'.

Aby sprawdzi¢ czy macierz M(G') jest binarna macierza incydencji
spojnego grafu, nalezy wykresli¢ z niej takie dwie kolumny, ktérych iloczyn
logiczny nie jest wektorem zerowym oraz dopisa¢ kolumng, ktéra jest suma

logiczna kolumn wykre§lonych. Z tak uzyskana macierza nalezy postapi¢
analogicznie. Jezeli w wyniku dowolnej sekwencji takiego postepowania,
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dopisywana kolumna bedzie zawiera¢ same jedynki, to graf G’ jest grafem
spojnym.

Na przyktad, mozna przekona¢ sig, ze dla grafu G (c,) (¢, =(1,2,3))
przedstawionego na rys.6 istnieje 21 karkasow, z ktorych tylko 6 jest dendrytami
o korzeniu e, , przy czym uogdlniony koszt najtanszego z tych dendrytow rowna

sie 14.

Tak wigc, w najgorszym przypadku, powtarzajac rozwiazanie dla
wszystkich cykli ze zbioru C(G"), wyznaczamy najtanszy poszukiwany
graf G"(G"), w klasie grafow spojnych.

W  wielu przypadkach, zbiér cykli wsrdod ktorych nalezy
poszukiwa¢ takiego rozwigzania, mozna ograniczy¢ do zbioru

c'(C'OcCcG).
Oczywiscie

[(E(c")=E(c"))O(K(¢)> K(¢))]=[cOC ] (®)

Zauwazmy, ze kres dolny K. kosztu dendrytu

..p oraz kres gorny K

sup
D(G"(c)) mozna okre$li¢ sumujac po kolumnach macierzy M (G’ (c)) , wartosci

-odpowiednio- najtanszego (niezerowego) oraz najdrozszego elementu w kazdej
kolumnie macierzy, to jest

K., (DG ()= D K, (M(G(c)))

JOI(M (G ()

oraz

K. (D(G ()= 3 K (M(G(c))

JOLOITE (@)
gdzie:
K, (M(G(c)=min{m_ OM(G (c)), m # 0:
HOIM(G @)y (B 1M(G(e)));
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K,,.,(M(G'(¢)))=max{m  OM(G (c)):
HOIM(G ()} ( I(M(G (e)),

a I(M (G (c))) oznacza zbior indekséw macierzy M (G (c)).
Oczywiscie

[K(c)+K.

Wi (DG (€)) >K () +K,,, (DG (¢ N]=[c OC] (9)

sup

Dla przyktadu, w tablicy 1 zestawiono wartosci K(c¢) dla
wszystkich cykli ¢ (cOC(G")) grafu G (przedstawionego na rys. 1) oraz
(odpowiadajace dendrytom D(G'(c))) wartosci K., i K.,

Tablica 1

i ci K(ci) Kinf Ksup
1 [(1,2,3) 9 13 18
2 [(1,3,2) 8 13 | 18
3 [(2,3,4,6,5) 17 6 6
4 [(2,5,6,4,3) 15 6 6
5 1(5,7,6) 13 8 16
6 [(1,2,5,6,4,3) 19 4 4
7 1(1,3,4,6,5,2) 20 4 4
8 1(2,5,7,6,4,3) 19 2 2
9 [(1,2,5,7,6,4,3) 23 0 0

Z tablicy 1 oraz z zaleznos$ci (7), (8) i (9) wynika, ze najtansza struktura
(w klasie struktur spojnych) nie zawiera cyklu nalezacego do zbioru

{c,,¢;,¢4,C,,C, ) OTAZ ZE€ K(GN(CMG*)) =K(GN(CS,G*)) =21.

Poniewaz E(c,)=E(c), to G*(c2 )= G*(c1 ), natomiast z macierzy
M( G*(c1 )) (rys. 6) 1 twierdzenia 2 wynika (bezposrednio), ze
K(D"( G*(cl ))) >13, a wigc zadna ze struktur zawierajacych cykl c,, nie jest
struktura najtansza. Analogicznie, Wwyznaczajac macierz M /( G*(c5 ),

otrzymujemy, ze K(D" (G (c,)))>8.
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Tak wigc, w klasie struktur spdjnych istnieja tylko dwie struktury
najtansze (zawierajace cykl ¢, lub cykl ¢, (rys. 5)).

Poszukiwanie struktur najtanszych w klasie struktur o wielu sktadowych

spojnosci, sprowadza si¢ do dekomponowaniu grafu G~ (za pomoca przekrojow
minimalnych) na wszystkie mozliwe grafy, w ktorych kazda sktadowa spojnosci

zawiera (co najmniej) jeden cykl ze zbioru C(G ), i wyznaczaniu takiego grafu
czesciowego, kazdej z tych sktadowych spojnosci, ktdry jest najtanszym,
1-diagnozowalnym grafem opiniowania diagnostycznego.

Zauwazmy, ze dla grafu z rys.1 najtansze rozwiazanie nie nalezy do
klasy struktur o wielu sktadowych spdjnosci, bowiem moga istnie¢ tylko
struktury o dwu sktadowych spojnosci (zawierajace (odpowiednio) cykle
¢, 1 ¢ lub ¢, 1 ¢), a koszt najtanszego z takich rozwigzan jest wigkszy

od K(c,)+K(c,)=K(G"(G"))(tab.1).

5. Metoda przeliczania zaetykietowanych struktur 1-optymalnych

Pokazemy jak mozna okresli¢ liczbe S (k) spojnych oraz liczbe R’ (k)
dowolnych (niekoniecznie spdjnych) zaetykietowanych 1-optymalnych struktur
opiniowania diagnostycznego rzgdu £ i wyznaczymy te liczby dla £ < 8.

Niech A°(k) oznacza zbior takich rozktadow A (A =(A,,....A,)) liczby
naturalnej k& (k=c) na c sktadnikow prostych, ze A 2A,2---24 21
a M (A) - macierz charakterystycznq rozktadu A, to jest taka macierz wymiaru
2%xr(A)) (r(A)- liczba réznych wartosci sktadnikow rozktadu A), ze
m (A),....m,,, (A) jest malejacym ciagiem warto$ci jakie przyjmuja sktadniki
rozkladu A, natomiast m, ;(A) (1< j<r(A)) jest liczba skladnikow rozkiadu
A o wartosci m, (A) ([1]).

Oczywiscie

mz,l(/]) toet mz,ru) =c

oraz

m1,1 (/]) D’I’lu (/1) Tt ml,r(A) IjnZ,r(/l) = k
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Zauwazmy, ze liczba S (A) (AN “(k)) rozwazanych struktur
zawierajacych r(A) rodzin dendrytow, z ktorych kazda ma m, (A) dendrytow
rzedu m, (), jest iloczynem:

® liczby Z(A) sposobdéw rozdzielenia etykiet na poszczegédlne rodziny
dendrytéw;

* liczb P(m,,(A),m,,(A)) (1=i<r(A)) sposobow rozdzielenia etykiet
migdzy poszczegélne dendryty w ramach kazdej rodziny dendrytow;
liczb (D (m, (A M"Y wszystkich zaetykietowanych dendrytow
rzegdu m (A) (1<i<r(A)) oraz liczby (c—1)! sposobow

utworzenia cyklu zorientowanego rz¢du ¢ (zawierajacego ¢ korzeni

dendrytéw).
Tak wiec:
k
S'(k)y=Y. D (c=D1Z(A)x
c=3 A\ “ (k)
7(A) . ;
x[[] Pm,, (A),m, (1)) @D (m, Ay (10)
i=1
Oczywiscie:

jezeli r(A)=1, to Z(A) =1,

k
jezeli #(A)=2, to Z“):[m () G (A)}

jezeli r(A)=3, to

k
my (A)Un,, (A)

"Dtk = (m,  (A) Un, (A) + TFm, , (A) [, (A))
X
|_| m, (A)Un, ;(A) '

Z(ﬂ){

J=2
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Postugujac si¢ kombinatoryka matematyczna, liczb¢ P(a, b) podziatow
alb liczb na b podzbioréw o jednakowej liczebnos$ci rownej a, mozemy
wyznaczy¢ z zaleznos$ci

P(a, 1)=P(l, b) =1

oraz (dla a=2, h=22)

[ ) o (aY 1
P(a, b)= ( 2 ) ~0@)210g )W -+ Bla, b-D)
::1 2

przy czym O(a)=1, jezeli liczba a jest liczba parzysta oraz O(a) =0
w przypadku przeciwnym.

W szczegblnosei, dla b = 2 otrzymujemy:

P2, b) =2 Wb -1) +1) P2, b -1);
P@3, b)=O W -1)+1)B@3, b-1);
P(4, b) = (34[(p -1) +1)B(4, b —1).

Z teorii grafow ([3], [4]) wiadomo, ze liczba D'(d) zaetykietowanych
dendrytow rzedu d, rowna sie d (4“7 .
Tak wigc, z zalezno$ci (10) mozemy wyznaczy¢é szereg tworzacy

spojnych zaetykietowanych 1-optymalnych struktur opiniowania diagnosty-
cznego, ktory (dla pierwszych osmiu cztonéw) ma postaé

S (x) = 2x" +30x" +420x° +7320x° +136590x” +2873136x" +--.

Latwo zauwazyé, ze liczba R (k) dowolnych (niekoniecznie spdjnych)
zaetykietowanych 1-optymalnych struktur opiniowania diagnostycznego rze¢du
k , okre$lona jest przez zalezno$¢:
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¢:3p<k

Rky=> > Z)x

#=1 D ?(k):Az 3

r(4)

X[ PO, (A, AN TS (m, )" (11)

Szereg tworzacy R’ (x) (dla pierwszych o$miu czlonéw) ma wiec postaé:

R'(x) =2x" +30x" +420x° +7360x° +138690x" +2951676x° +--.

Oczywiscie, metoda przeliczania niezaetykietowanych 1-optymalnych
struktur opiniowania diagnostycznego (przedstawiona w pracy [10]) jest bardziej
ztozona, od metody przeliczania takich struktur zaetykietowanych (z uwagi na
konieczno$¢ uwzgledniania wystgpowania odwzorowan automorficznych
struktur).

Dla poréwnania, szeregi tworzace S(x) spdjnych oraz R(x) dowolnych
(niekoniecznie spojnych), niezaetykietowanych, I1-optymalnych struktur
opiniowania diagnostycznego (dla pierwszych trzynastu wyrazow) maja postac:

S(x)=x" +2x" +5x° +15x° +40x" +118x"° +341x° 4970x"° +
+2792x" +7927x" +22540x" +...

oraz

R(x)=x" +2x" +5x° +16x° +42x7 +126x° +367x° +057x" +
+3073x" +9208x"" +25484x" +....

6. Podsumowanie

Wyznaczanie najtanszej 1-diagnozowalnej struktury opiniowania
diagnostycznego, nastrecza klopotéw tylko wtedy, gdy istnieje taka para
elementow systemu, ze koszt testowania jednego z nich przez drugi, jest
najnizszy z kosztow testowania go przez inne elementy systemu.

Tym trudniej jest wyznaczy¢ strukture najtansza, im liczebnos$¢ zbioru
takich par elementow systemu jest wicksza.
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Mozliwoséci wzajemnego testowania si¢ elementdw systemu i uogélnione
koszty takich testowan, wygodnie jest przedstawia¢ w postaci macierzy kosztow,
rownowaznej opisanemu (ekonomicznemu) 1| — dianozowalnemu  grafowi
opiniowania diagnostycznego (p.2), a w przyblizonych metodach wyznaczania
struktury quasi-najtanszej (p.3) oraz w doktadnych metodach wyznaczania
struktury najtanszej (p.4) - wykorzysta¢ dziatania na takiej macierzy.

Przyblizone metody wyznaczania struktury quasi-najtanszej sa
(stosunkowo) proste i daja rezultaty, ktore (w wielu przypadkach) mozna uznac
za wystarczajace. Metody te tatwo poddaja si¢ komputerowej realizacji.

Doktadna metoda wyznaczania struktury najtanszej jest metoda
(stosunkowo) ztozona i polega na sukcesywnym redukowania zbioru, do ktérego
nalezy rozwiazanie. Komputerowa realizacja metody (oby miata miejsce) bedzie
wigc mie¢ charakter systemu eksperckiego. Zaleta metody jest mozliwos¢
wyznaczenia wszystkich struktur najtanszych.

Znajomos¢ liczby zaetykietowanych, 1-optymalnych struktur opiniowania
diagnostycznego okre$lonego rzgdu (p.5), pozwala zorientowaé sig¢ jaka jest
liczebno§¢ zbioru struktur optymalnych, wsrdod ktorych poszukiwana jest
struktura najtansza.
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