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Streszczenie. W pracy przedstawione są elementy sformułowanego modelu wyrzutni 
przeciwlotniczych pocisków rakietowych umieszczonej na pokładzie okrętu. Ruch 
zestawu rozpatrywany jest w trójwymiarowej przestrzeni Euklidesa i w jednorodnym 
polu grawitacyjnym. RozwaŜane są drgania o duŜych wartościach przemieszczeń 
uogólnionych poszczególnych obiektów. Opracowany model okrętowej wyrzutni 
rakietowej w ogólnym przypadku ma trzynaście stopni swobody.  
Słowa kluczowe: mechanika, wyrzutnia okrętowa, przeciwlotniczy pocisk rakietowy, 
model fizyczny i matematyczny 
 
1. WSTĘP 
 

Rozpatrywanym obiektem jest przeciwlotnicza wyrzutnia rakietowa 
posadowiona na pokładzie okrętu klasy niewielki kuter rakietowy. Przykład 
zestawu poddanego modelowaniu przedstawiony jest na rysunku 1. Wyrzutnia 
to układ składający się z wieŜy, na której zamontowana jest prowadnica rurowa. 
Wewnątrz prowadnicy umieszczony jest pocisk rakietowy bliskiego zasięgu 
samonaprowadzający się na cel metodą pasywną. 
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Rys. 1. Przeciwlotniczy zestaw rakietowy posadowiony na pokładzie okrętu 

Fig. 1. Antiaircraft missile set built on the deck of the ship 
 
W chwili opuszczania prowadnicy przez rakietę determinowane są 

początkowe kinematyczne parametry lotu [2]. Dynamika układu okręt – 
wyrzutnia – rakieta wpływa na kształtowanie charakterystyki tych parametrów. 
Cechą charakterystyczną przeciwlotniczych pocisków rakietowych bliskiego 
zasięgu jest konieczność wypracowania w bardzo krótkim okresie czasu takiej 
trajektorii lotu, która zagwarantuje trafienie w cel. Niebagatelną rolę 
w kształtowaniu oczekiwanej trajektorii lotu odgrywają warunki panujące 
w trakcie startu rakiety z wyrzutni [5]. Niekorzystny ich stan moŜe 
uniemoŜliwi ć osiągnięcie celu. 

Przyczyną zaburzeń generowanych w układzie jest wymuszenie 
wynikające z warunków panujących na morzu, proces sterowania wyrzutnią 
zmierzający do przechwycenia celu i jego śledzenia oraz start pocisku 
z wyrzutni. MoŜliwość przeprowadzenia wszechstronnej analizy skutecznego 
wystrzelenia pocisku podczas oddziaływania zaburzeń wymaga sformułowania 
modelu dynamicznego rozpatrywanego układu [6, 9]. Celem pracy jest 
wyznaczenie zaleŜności analitycznych reprezentujących model dynamiczny 
startu rakiety z wyrzutni umieszczonej na pokładzie okrętu [8]. 

 
2. ELEMENTY MODELU FIZYCZNEGO WYRZUTNI 

OKRĘTOWEJ 
 

Model fizyczny okrętowego przeciwlotniczego zestawu rakietowego 
składa się z następujących, podstawowych obiektów jak na rysunku 2: 
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• okrętu 
• wyrzutni składającej się z platformy i prowadnicy 
• rakiety wraz z giroskopowym układem śledzenia celu 
• celu. 
KaŜdy z obiektów stanowi niezbędny składnik w realizacji podstawowego 

zadania postawionego przed zestawem przeciwlotniczym, jakim jest zniszczenie 
celu przez wystrzeloną rakietę. Obiekty są złoŜonymi układami spełniającymi 
określone funkcje. Oddziaływanie obiektów na siebie związane jest z emisją 
zaburzeń generowanych przez poszczególne ich elementy składowe. Praca 
zestawu to nieustanna koincydencja zachodzących procesów.  

W przypadku ogólnym rozpatrywany układ nie ma budowy symetrycznej 
względem podłuŜnej płaszczyzny pionowej, przechodzącej przez środek masy 
układu. Symetria dotyczy niektórych wymiarów geometrycznych oraz 
właściwości elementów podatnych. Układ elementów inercyjnych w ogólnym 
przypadku odbiega od takiej symetrii. Wyrzutnia moŜe obracać się względem 
pokładu okrętu. Oznacza to, Ŝe względem pokładu okrętu obraca się platforma, 
a wraz z nią przemieszcza się równieŜ prowadnica. Jednocześnie prowadnica 
moŜe takŜe obracać się względem platformy. Dodatkowo rakieta podczas 
wystrzelenia realizuje ruch wzdłuŜ prowadnicy. Prowadzi to generalnie do 
asymetrii rozkładu mas względem pokładu okrętu. Wyrzutnia jest obiektem, 
którego charakterystyka bezwładności zaleŜy od połoŜenia celu względem 
zestawu przeciwlotniczego. Masa wyrzutni pozostaje stała, ale jej momenty 
bezwładności i momenty dewiacyjne zmieniają się. RozwaŜany układ 
sprowadzamy do postaci strukturalnego modelu o budowie dyskretnej, który 
opisuje zjawiska mające charakter oddziaływań mechanicznych.  

Generalnie zbudowany model składa się z trzech brył sztywnych, jednego 
obiektu zmiennego w czasie, jednego punktu matematycznego, dwunastu 
elementów nieinercyjnych oraz dwóch układów sterowania. ZałoŜenie 
o nieodkształcalności składowych elementów wyrzutni wynika 
z przeprowadzonych badań doświadczalnych analogicznego układu. Analiza, 
przy uŜyciu szybkiej kamery, zachowania się wyrzutni podczas wystrzeliwania 
pocisków rakietowych potwierdza zasadność uproszczenia modelu 
matematycznego. Pocisk rakietowy traktowany jest jako obiekt zmienny 
w czasie. Zmianie podlega zarówno masa rakiety, jak i jej rozkład. 

Zostały zdefiniowane niezbędne układy współrzędnych, które umoŜliwiają 
jednoznaczne określenie ruchów realizowanych przez poszczególne obiekty 
okrętowego zestawu przeciwlotniczego.  
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Uwzględniając ruch wynikający z działania okrętowego zestawu 
przeciwlotniczego, liczba stopni swobody opracowanego modelu układu  
w ogólnym przypadku wynosi trzynaście: 

a) wyrzutnia: 
• dwie bryły sztywne   – osiem stopni swobody, 

b) pocisk rakietowy: 
• jeden obiekt zmienny w czasie – dwa stopnie swobody, 
• jedna bryła sztywna   – trzy stopnie swobody. 

 

 

Rys. 2. Model fizyczny okrętowego przeciwlotniczego zestawu rakietowego 

Fig. 2. Physical Model of anti-aircraft missile set shipping 
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W związku z tym do określenia ruchu opracowanego modelu przyjęto 
trzynaście współrzędnych niezaleŜnych: 

a) wyrzutnia: 
• dwie bryły sztywne: x  , y  , z , ψ  , ϑ  , ϕ ;     vψ  , vϑ  

b) pocisk rakietowy: 
• jeden obiekt zmienny w czasie:  pξ  , pϕ  

• jedna bryła sztywna:   Gψ  , Gϑ  , Gϕ  

Parametry opisujące elementy inercyjne sformułowanego modelu 
okrętowego zestawu przeciwlotniczego: 

a) wyrzutnia:    m  , xI , yI  , zI  , xyI  , yzI  , zxI ; 

• dwie bryły sztywne:   plm  , 
pplI ξ ′  , 

pplI η ′ , 
pplI ζ ′ ;  

prm  , 
pprI ξ  , 

pprI η  , 
pprI ζ  

b) pocisk rakietowy: 
• jeden obiekt zmienny w czasie:  pm  , 

ppxI  , 
ppyI  , 

ppzI  

• jedna bryła sztywna:   Km  , 
wKxI  , 

wKyI  , 
wKzI  

Parametry opisujące elementy nieinercyjne sformułowanego modelu 
okrętowego zestawu przeciwlotniczego: 

a) wyrzutnia: 
• dwanaście liniowych modeli Voigta–Kelvina: 

11k  , 11c  ;  12k  , 12c  ;  13k  , 13c  ;  14k  , 14c  

21k  , 21c  ;  22k  , 22c  ;  23k  , 23c  ;  24k  , 24c  

31k  , 31c  ;  32k  , 32c  ;  33k  , 33c  ;  34k  , 34c . 

 
3. ELEMENTY MODELU MATEMATYCZNEGO WYRZUTNI 

OKRĘTOWEJ  
 

Na podstawie przyjętego modelu fizycznego opracowany został model 
matematyczny okrętowego przeciwlotniczego zestawu rakietowego [3]. 
W niniejszej pracy zaprezentowane są otrzymane niektóre zaleŜności 
analityczne, które opisują w sposób jednoznaczny dynamikę okrętowego 
zestawu przeciwlotniczego z pociskiem rakietowym bliskiego zasięgu 
samonaprowadzającym się na cel. Ze względu na złoŜoną postać modelu 
matematycznego, nie mogą być przedstawione zaleŜności analityczne w postaci 
rozwiniętej [4]. RozwaŜany układ sprowadzony został do postaci strukturalnego 
modelu o budowie dyskretnej, w związku z tym określony jest równaniami 
róŜniczkowymi o pochodnych zwyczajnych.  
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W niniejszej pracy przedstawione są elementy modelu matematycznego 
opisującego przypadek, dla którego:  

• wyrzutnia realizuje sterowany ruch podstawowy mający na celu 
przechwycenie obiektu przeznaczonego do zestrzelenia rakietą 

• rakieta startuje z wyrzutni. 
Równania ruchu stanowią zasadniczy trzon zaleŜności analitycznych 

opisujących działanie zestawu przeciwlotniczego. Równania ruchu 
wyprowadzane są przy wykorzystaniu sformalizowanego aparatu 
matematycznego stosowanego w mechanice analitycznej [1, 7]. Zastosowano 
jedną z metod definiowanych w mechanice analitycznej w postaci równań 
Lagrange’a II rodzaju, zaleŜność (1). Formalizm wynikający z równań 
Lagrange’a II rodzaju wymaga przygotowania funkcji, których argumentami są 
przemieszczenia uogólnione zmienne w czasie. W tym celu naleŜy przygotować 
funkcje, które są jednoznacznie określone w mechanice i mają swoją 
interpretację fizyczną. Do tych funkcji zalicza się energię kinetyczną układu, 
energię potencjalną układu i zewnętrzne siły niepotencjalne działające na układ. 
Elementem składowym kaŜdej z wymienionych funkcji są m.in. zaleŜności 
kinematyczne reprezentowane przez połoŜenie, prędkość i odkształcenie 
poszczególnych obiektów. Liczba otrzymanych równań ruchu wynika z liczby 
przyjętych współrzędnych niezaleŜnych. 
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gdzie: 
�� – niezaleŜne współrzędne uogólnione określone w modelu fizycznym. 

Energia kinetyczna okrętowego przeciwlotniczego zestawu rakietowego 
jest sumą energii wyrzutni, pocisku rakietowego i giroskopu: 
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Energia potencjalna okrętowego zestawu przeciwlotniczego jest sumą 
energii potencjalnej spręŜystości i energii potencjalnej pola sił grawitacyjnych: 

gs UUU +=  (6) 

Po wprowadzeniu stosownych załoŜeń energię potencjalną spręŜystości 
okrętowego zestawu przeciwlotniczego moŜna wyznaczyć, wykorzystując 
następującą zaleŜność: 

∑
=

=
3

1

2
2
1

j
ijis kU λ  (7) 

jik   – współczynnik sztywności, 

j   – indeks określający kierunek działania siły spręŜystości. 
Energia potencjalna pola sił grawitacyjnych okrętowego zestawu 

przeciwlotniczego określona jest następującą zaleŜnością: 

ppprprplplg ghmghmghmU ++=  (8) 

pprpl mmm ,,  – masa odpowiednio platformy, prowadnicy i rakiety, 

g  – przyspieszenie ziemskie, 

pprpl hhh ,,  – pionowe przemieszczenie środka masy odpowiednio bryły  

                           platformy, prowadnicy i rakiety. 
Natomiast dyssypatywna funkcja Rayleigha okrętowego zestawu 

przeciwlotniczego określona jest następującą zaleŜnością: 

∑
=

=
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2
1

j
ijiay cR λɺ  (9) 

jic   – współczynnik tłumienia, 

j  – indeks określający kierunek działania siły tłumienia, 

�� –  siły uogólnione, które w przedstawionym modelu są siłami 
niepotencjalnymi. 

Do sił niepotencjalnych działających w zestawie przeciwlotniczym, 
a jeszcze nie zdefiniowanych moŜemy zaliczyć siły sterujące i siły wynikające 
z ruchu obiektu zmiennego w czasie. Pocisk rakietowy jest obiektem zmiennym 
w czasie, w związku z tym sformułowanie adekwatnego modelu rakiety 
uwarunkowane jest zastosowaniem odpowiedniej teorii. Istotnymi róŜnicami 
między równaniami ruchu bryły o zmiennej masie a równaniami ruchu ciała 
sztywnego są: 

• występowanie sił i momentów reaktywnych 
• przyjęcie masy, momentów bezwładności i momentów dewiacyjnych 

jako funkcji czasu. 
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4. WNIOSKI  
 

W pracy zaprezentowane są elementy ogólnej metody formułowania 
modelu przeciwlotniczej wyrzutni rakietowej umieszczonej na pokładzie okrętu. 
Przedstawione zagadnienia nie wyczerpują tematu szczegółowego opracowania 
modelu opisującego działanie okrętowego zestawu rakietowego. Ze względu na 
złoŜoną i bardzo obszerną postać modelu matematycznego, nie jest moŜliwe 
umieszczenie w niniejszym opracowaniu zaleŜności analitycznych w postaci 
rozwiniętej zawierających: równania ruchu zestawu, zaleŜności kinematyczne, 
równania ruchu celu, człony sterujące, parametry opisane funkcjami i równania 
równowagi statycznej. 

Opracowany model pozwala na wszechstronną analizę dynamiki 
przeciwlotniczego zestawu rakietowego umieszczonego na pokładzie okrętu. 
Następnym etapem badań będzie przeprowadzenie symulacji komputerowej 
startu pocisku rakietowego z wyrzutni umieszczonej na pokładzie okrętu do 
manewrującego w przestrzeni celu. 
 

Artykuł zawiera wyniki pracy finansowanej przez Ministerstwo Nauki 
i Szkolnictwa WyŜszego ze środków na naukę w latach 2011-2013  

jako projekt badawczy nr O N501312638. 
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Non-Linear Model of Anti-Aircraft Missile Launcher  
Mounted on Board of a Ship 

 
Zbigniew DZIOPA, Zbigniew KORUBA 

 
Abstract. The paper presents elements of a model of the anti-aircraft missile launcher 
mounted on board of a ship. The assembly motion is examined in the three-dimensional 
Euclidean space and in the homogenous gravitational field. Vibrations with high values 
of generalized dislocations of particular objects are discussed. The elaborated model of 
the ship’s missile launcher has thirteen degrees of freedom in the general case. 
Keywords: mechanics, anti-aircraft missile, ship’s launcher, physical and mathematical 
model  
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