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Artykut zawiera opis metody pozwalajacej na wyznaczenie postaci macierzowej operatora reprezentujgcego
dziatanie uktadu kwantowego, zbudowanego z bramek kwantowych o znanych reprezentacjach macierzowych.
Wspomniana metoda okresla, jakie operacje matematyczne trzeba wykonaé na macierzach opisujacych bramki,
w zaleznosci od sposobu utozenia tychze bramek w uktadzie kwantowym, aby otrzyma¢ macierz reprezentujaca

operator kwantowy, symbolizujacy dany uktad.

Stowa kluczowe: uktad kwantowy, unitarne bramki kwantowe, macierzowa reprezentacja operatora

kwantowego

1. Wprowadzenie

W pracach [9] i [10] zostal opisany algorytm
decyzyjny, zaprojektowany tak, aby mozna bylo
za jego pomocg rozwigza¢ binarne zadanie
decyzyjne [8], uzywajac komputera kwantowego
[1] 1 [3]. W algorytmie tym poczatkowy stan
rejestru kwantowego przeksztalcany jest w stan
koncowy (rozwiagzanie zadania) za pomoca
unitarnego operatora kwantowego. Operator taki
moze by¢ przedstawiony za pomoca macierzy
unitarnej U [6], czyli takiej, ktéra speknia
zaleznos¢:

UU =UU=1 (1)

gdzie U* oznacza transponowang macierz
elementow sprz¢zonych macierzy U, a [ jest
macierza jednostkowa.

Dodatkowo, we wspomnianym algorytmie
decyzyjnym, macierze unitarne, odwzorowujace
operator kwantowy, sa macierzami zero-
jedynkowymi takimi, ze w kazdym wierszu
i kolumnie wystepuje doktadnie jedna jedynka,
a pozostale elementy maja wartos$¢ zero. Wynika
z tego jasno, ze kolumny takiej macierzy sa
wzgledem siebie ortogonalne, co jest zgodne
z definicja macierzy unitarnych — dowod
w pracy [7]. Macierz kwadratowa, reprezen-
tujaca  operator dla m-bitowego uktadu
kwantowego, wedlug interesujacego  nas
algorytmu decyzyjnego, jest wiec permutacja 2"
kolumn:

0 0
0 0 0
0, {0}, |1}, ..., |O 2
0] (0] |O] 1]

Dla uproszczenia mozna przyja¢, ze do roz-
wiazywania zadan o n zmiennych decyzyjnych,
za pomocg wspomnianego algorytmu, po-
trzebne sa wszystkie (2")! macierze bedace
réznymi permutacjami kolumn z (2). W zwiazku
z tym dla uktadu jednobitowego mamy dwie
takie macierze (macierz jednostkowa i macierz
negacji), dla uktadu dwubitowego tych macierzy
jest 24, a dla trzybitowego: 40320 ((2°)!). Jezeli
algorytm miatby by¢ zaimplementowany na
maszynie kwantowej, to juz przy ukladzie
trzybitowym widaé, iz niemozliwe jest bezpo-
srednie dostarczanie kazdej postaci macierzowe;j
operatora  kwantowego.  Konieczne  jest
wyznaczenie, dla kazdego kwantowego ukladu
n-bitowego, podstawowego zbioru macierzy
(o mniejszej liczbie elementow niz (27)!),
z ktorych na drodze pewnych przeksztalcen
matematycznych  uzyskamy  pelny  zbidr
wszystkich (2")! interesujacych nas unitarnych
macierzy zero-jedynkowych. Zanim jednak
bedzie mozna to zrobi¢, trzeba pozna¢ wspo-
mniane zalezno$ci matematyczne, zachodzace
pomiedzy  taczonymi  elementami  pod-
stawowymi, dzigki ktorym otrzymujemy inne,
wigksze (przetwarzajace wieksza liczbg kwan-
towych bitow) elementy.
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2. Synteza ukladu kwantowego

Zanim przejdziemy do metod wyznaczania
reprezentacji macierzowej operatora Sym-
bolizujacego dziatanie konkretnego uktadu
kwantowego, przypomnijmy pojecia z zakresu
informatyki kwantowej [2], [4], [5], ktore beda
w tym artykule uzywane.

Definicja 1: Bitem kwantowym (kubitem)
nazywamy wektor jednostkowej dlugosci
w dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta H,,

a takze uktad kwantowy, ktorego stan opisany
jest wektorem przestrzeni H, (zgodnie z notacja
,ket”, zaproponowang przez Diraca, stan
(wektor) x przestrzeni Hilberta oznaczany bedzie
jako [x>).

Definicja 2: Rejestrem kwantowym o » bitach
nazywamy wektor o jednostkowej dhlugosci

w przestrzeni Hilberta H NE ktéra to zostata

utworzona jako iloczyn tensorowy n przestrzeni
(kubity rejestru) H,.

Stan |k> kazdego n-bitowego rejestru kwan-
towego mozna zapisa¢ za pomocg Superpozycji
2" sktadowych:

|k) = 2,/ 00...000) + ,|00...001) +

+0,]00..010)+ ...+ e, [11...111

@"-1
przy zachowanym warunku normalizacyjnym:
2" -1

> o =1. 4)
i=0

Stan rejestru kwantowego moze roéwniez byc¢
wyrazony jako kolumnowy wektor amplitud K:

Q)

3)
)

o
K=l . )

az”—l

Niech K reprezentuje poczatkowy stan rejestru
obliczeniowego |k>, a K’ jego stan koncowy
k>

)
o
K'=| . (6)
0(2,,, -1
Macierz unitarna, reprezentujaca operator,
odpowiedzialny za przeksztalcenie:
K—2>K' (7)
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ma posta¢ dang réwnaniem (8).

uOO Z’101 uo(zﬂ_l)
10 11 1(2"-1
U= : : : ( : " ®
u(2”—1)0 u(2”—1)1 u(2"—1)(2"—1)

Operacja dzialania operatora kwantowego na
rejestr moze byC przedstawiona jako zwykte
mnozenie dwoch macierzy: reprezentujacej
przeksztatcenie U przez macierz K (wektor
kolumnowy moze by¢ traktowany jako macierz
o jednej kolumnie) opisujacq stan poczatkowy
rejestru |k>, co wyraza zaleznos¢ (9).

UK =K' 9)

Definicja 3: Unitarna bramka kwantowa,
dzialajaca  na uktad sktadajacy sie
z n kubitdw, nazywamy unitarny operator

liniowy w przestrzeni H E Bramka ta jest

reprezentowana  przez — macierz  unitarng

o wymiarze 2" x 2"

Niech dany bedzie n-bitowy uktad kwantowy,
ztozony z réwnolegle utozonych dowolnych
m bramek kwantowych, ktérym dziatamy na
stan poczatkowy n-bitowego rejestru kwan-
towego |[k>, gdzie:

k) =|kikyks ..k, ) =
=|k)®|k,)®|k;)®...®|k,)

co mozna zobrazowac za pomocg rysunku 1.

(10)

k) v H— &)
&) = F k)
k) = U = 6)
k)= H k)
o) = H k)
D= k)

Rys. 1. Uktad ztozony z bramek kwantowych
utozonych réwnolegle

Spostrzezenie 1: Jezeli n-bitowy uktad kwan-
towy sktada si¢ z m rownolegle utozonych
bramek kwantowych, o dowolnych rozmiarach
iznanych reprezentacjach macierzowych: Uj,
U,,...,Uy; to macierz U reprezentujaca caly
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uktad mozna wyznaczy¢, mnozac tensorowo
przez siebie macierze U; (gdzie izl,...,m),
rozpoczynajac od macierzy, na ktorej pierwsze
wejscie wchodzi kubit |k;>, poprzez kolejne
macierze wyznaczane przez rosnacy indeks j
kubitow k; (gdzie j=1,...,n), az do macierzy,
na ktdrej ostatnie wejscie wchodzi kubit |&,>.

Przyktad 1: Niech dany bedzie uktad sktadajacy
si¢ z dwoch jednobitowych bramek kwan-
towych: [ oraz NOT, ulozonych rdwnolegle,
gdzie reprezentacja macierzowa [ oraz NOT
jest nastepujaca:

{1 0} {0 1}
I= , NOT = (11)
0 1 1 0

a uktad jest przedstawiony na schematycznym
rysunku 2.

____________

Rys. 2. Przyktadowy uktad 2-bitowy ztozony
z bramek kwantowych, utozonych réwnolegle

Wedlug spostrzezenia nr 1 reprezentacja
macierzowa powyzszego uktadu kwantowego
ma postaé:

1 0 0 1
U= ® =
o 1ol o
0 1

Poprawnos$¢ postaci macierzy U z (12) mozna
sprawdzi¢ za  pomocg: tabeli  prawdy
(sporzadzonej na podstawie rysunku 2) oraz
réwnania (9).

[
oS O O

(12)

S O = O
S = O O

Tab. 1. Tabela prawdy dla funkcji realizowanej przez
uktad kwantowy z rysunku 2

|kky) | |k
|00) |01)
o) [ Joo)
10) |11)
1) [o)

W tabeli nr 1 widzimy, ze warto$¢ kubitu |k;>
nie ulega zmianie — jest on przetwarzany przez
operator identycznosci, a warto$¢ kubitu |[k> jest
zaprzeczona.

Niech stany poczatkowe rejestru obliczeniowego
naleza do bazy standardowej, czy takiej, w ktorej
kubity |0> 1 |[1> maja nastgpujace reprezentacje:

=g} w=[]] o

czyli
1
0
00)=[0) 9]0)=|
0
o
1
ot)=lo)|1)=|
0
0. (14)
0
10)=I1)8]0) ="
_0_
0
0
m)=el)=|’
1

Z réwnania (9) oraz macierzy z (12), ktéra
zostata wyznaczona za pomocg metody opisane;j
spostrzezeniem 1, wynika, ze:

01 0 oft1] [o

1 0 0 00| |1
U|00) = =| |=|o1)

000 1[0] [0

10 0 1 0fo0] |0

0 1 0 ofo] [1

1 00 0ff1f |0
Ulo1)= =| |=|00)

00 0 10| [0

00 1 0f0] [0

[0 1 0 ofo] [0 (15)

1 0 0 00| |0
Ul10) = =| |=]11)

000 11| [0

0 0 1 ofo] |1

01 0 ofo] [o

1 0 0 0o |0
Ulll) = =1 [=]10)

000 10| |1

001 0f1] |0
co jest zgodne =z wynikami zawartymi

W wyznaczonej wczesniej tabeli prawdy.
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Spostrzezenie 2:  Jezeli  m-bitowy  uktad
kwantowy skltada sie z m szeregowo
potaczonych  bramek kwantowych takich,

ze kazda bramka jest n-bitowa i1 znane sg
reprezentacje macierzowe tych bramek: U,
U,, ..., U, to macierz U reprezentujaca caly
uktad mozna wyznaczy¢, mnozac przez siebie
wszystkie macierze U; (gdzie i=1,...,m),
rozpoczynajac od macierzy reprezentujacej
bramke lezaca najblizej wyjscia catego uktadu,
poprzez kolejne macierze reprezentujace bramki
lezace coraz blizej wejscia analizowanego
uktadu.

Przyktad 2: Niech dany bedzie uktad sktadajacy
si¢ z dwoch dwubitowych bramek kwantowych:
U, oraz U,, polaczonych szeregowo,

gdzie reprezentacja macierzowa U; oraz U,
jest nastepujaca:
1 0 0 O
0 0 0 1
U, =
01 00
0 010 (16)
01 0O
1 0 0 O
U, =
0 0 0 1
0 010
a uktad ma postac jak na rysunku nr 3.

) i)

k) —H 7l )
: k) —"!
Rys. 3. Przyktadowy uktad 2-bitowy ztozony
z bramek kwantowych potozonych szeregowo

Tab. 2. Tabela prawdy dla funkcji realizowanej
przez uktad kwantowy z rysunku 3

ko) [ 6y [ k)
j00) | |00) 01)
01) |10) 11)
10) 1) [ o)
|11) |01) 00)
Uktad powinien
operacje:

wykonywa¢  nastgpujace

‘k{k£>:U1|k1k2> (17)
\H@):UA@@)
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co dla stanéw kwantowych z bazy standardowe;j
mozemy przedstawi¢ w tabeli 2. Korzystajac z
danych z powyzszej tabeli (z jej pierwszej
i trzeciej kolumny) oraz zaleznosci (9), mozna
skonstruowaé uklad 2*" réwnan, ktéry pozwoli
na wyznaczenie wartosci wszystkich elementow
macierzy U, symbolizujgcej dziatanie roz-
wazanego w tym przyktadzie uktadu kwan-
towego. Rozwigzanie tego uktadu réownan daje
nastgpujacy wynik:

(18)

S O = O
- o O O
oS = O O
S o O =

Wyznaczenie postaci macierzy U, za pomoca
metody opisanej spostrzezeniem 2, daje taki sam
wynik:

U=U,U,
01 0 0t 000
1 00 0f/0 0 0 1
U= (19)
000 1)/0 100
001 0[0 010
000 1
1 00 0
U =
0010
0100

Okreslenie 1: Przez pojecie warstwy uktadu
kwantowego rozumiemy taka cze$¢ uktadu,
w ktorej moze wystgpowa¢ dowolna liczba
bramek réwnoleghych, ale nie wystepuja bramki
potaczone szeregowo.

Oczywiscie caly uktad kwantowy moze by¢
uktadem jednowarstwowym — przykladem
takiego uktadu jest uktad z rysunku 2.

Uwaga 1: Jezeli uklad kwantowy, ztozony
zwigcej niz jednej bramki, jest n-bitowy
i w dowolnej jego warstwie suma liczby wejs¢
znajdujacych si¢ tam bramek jest mniejsza niz #,
to wejscia bedace réznicg n i sumy liczby wejsc
bramek tej warstwy traktujemy tak jakby byly
wejsciami jednobitowych bramek wykonujacych
operacj¢ identycznosci /.
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________________________

Rys. 4. Przyktad réwnorzednych warstw uktadu
kwantowego

Sposdb wyznaczania postaci macierzowej U
operatora symbolizujacego dziatanie uktadu
kwantowego, ztozonego z bramek o znanych
reprezentacjach ~ macierzowych,  utozonych
zard6wno szeregowo, jak i rownolegle, opisuja
nastgpujace kroki:

1) podzielenie uktadu na warstwy,

2) wyznaczenie postaci macierzowej operatora
opisujacego  kazda  warstwe,  zgodnie
ze spostrzezeniem 1,

3) wyznaczenie postaci macierzowej operatora
opisujacego caty uktad poprzez obliczenie
wyniku iloczynu macierzy uzyskanych
w  kroku drugim, zgodnie =ze spo-
strzezeniem 2.

Przyktad 3: Niech dany bedzie uktad kwantowy,
jak na rysunku 5

M>__U; W>
k) — |3)
) — o &)

Rys. 5. Przyktadowy trzybitowy uktad kwantowy

ktérego elementy maja nastgpujace reprezentacje
macierzowe:

01 00

0 010
U1:

1 00 0

0 0 0 1

U, = ! (20)

2701 o

01 00

0010
U3:

0 0 0 1

1 00 0

Obliczenie postaci macierzowej U operatora,
ktoéry opisuje dziatanie powyzszego uktadu:
1) uktad ten ma dwie warstwy (rysunek 6)

m>——U[§ MO

|k2> T : ‘k2>

| U .

6) —J o 1 % )
warstwa nr | : warstwa nr 2

Rys. 6. Warstwy trzybitowego uktadu kwantowego

2) macierz W; opisujaca warstw¢ nr 1 ma

postac:
01 0 0
0 01 0 [0 1
W,=U,®U, = ® =
1000/ |1 O
0 0 01
[0 0 01 0 0 0 0]
001 00O0O0O0
000 O0O0OT1O0OO0
000O0O1UO0TO00O0
= (21)
01 000O0TO0O0
1 000 0O0O0O
000 O0O0UO0O0 1
000000 1 0]

macierz W, opisujaca warstwe nr 2 (zgodnie
zuwaga 1):

01 00
I 0 0010
W,=1®U, = ® =
0 1 0 0 0 1
1 0 0O
01 0000 0 O]
001 0O0O0TO0OTFO
0001 0O0O0OTPO
1 00000 OO
= (22)
0000 O0O1TO0FPO
0000 O0OT1FPO
0000 O0O0TO 01
00 001 0 0 O]
3) macierz U opisujaca dziatanie catego
uktadu:
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U =Wl = (23)

S O O = O O o O
—_ O O O O O O O
S O O O O o o =
S O O O = O O O
S O O o o = O O
S O O o o o = O
S = O O O O o O
S O = O O O O O

3. Podsumowanie

Jak zostato to pokazane w przyktadach 1 i 2,
obliczenie macierzowej U postaci operatora
symbolizujacego dzialanie uktadu kwantowego,
przy znanych reprezentacjach macierzowych
bramek, uzytych do konstrukcji tego uktadu, jest
mozliwe bez korzystania ze spostrzezen 1 i 2.
Niemniej jednak, jak zostato to juz podkreslone
we wstepie artykulu, aby zaimplementowac
interesujacy nas operator (jego reprezentacja
macierzowa bedzie permutacjg 2" kolumn z (2)),
potrzebujemy wyodrebni¢ pewien zbidr pod-
stawowych operatorow, za pomoca ktérych
mozna zbudowaé¢ uktad realizujacy dowolne
przeksztatcenie stanu rejestru  kwantowego
z bazy standardowej w inny stan ztej samej
bazy. Zadanie wyznaczenia operatoréw pod-
stawowych byloby znaczenie trudniejsze do
zrealizowania, gdyby nie spostrzezenia 1 i1 2,
poniewaz wymagatoby obliczen podzielonych
na etapy, wyznaczane przez uzyte z uktadzie
elementy, co wigze si¢ zobliczaniem stanu
rejestru kwantowego po kazdym etapie oraz
wyznaczaniem  wartosci 2% elementéw
macierzy U na podstawie 2" par macierzy K (5)
i K’ (6), symbolizujacych odpowiednio stan
poczatkowy  |k&>  ikoncowy |k™>  rejestru
obliczeniowego.
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Calculating matrix form of an operator describing
complex quantum circuit

J. WISNIEWSKA

The article contains a method’s description, which allows to calculate matrix form of quantum operator
representing quantum circuit, made of quantum gates (in case, when matrix representations of these gates are
known). Mentioned method shows, what kind of mathematic operations we need to perform on matrices
describing gates, included in circuit in various configurations, to gain matrix form of quantum operator, which

represents given quantum circuit.

Keywords: quantum circuit, unitary quantum gates, matrix representation of quantum operator
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