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Artyku! zawiera opis metody pozwalaj"cej na wyznaczenie postaci macierzowej operatora reprezentuj"cego
dzia!anie uk!adu kwantowego, zbudowanego z bramek kwantowych o znanych reprezentacjach macierzowych. 
Wspomniana metoda okre#la, jakie operacje matematyczne trzeba wykona$ na macierzach opisuj"cych bramki, 
w zale%no#ci od sposobu u!o%enia tych%e bramek w uk!adzie kwantowym, aby otrzyma$ macierz reprezentuj"c" 
operator kwantowy, symbolizuj"cy dany uk!ad.  
 
S!owa kluczowe: uk!ad kwantowy, unitarne bramki kwantowe, macierzowa reprezentacja operatora 
kwantowego 
 
1. Wprowadzenie  
 
W pracach [9] i [10] zosta! opisany algorytm 
decyzyjny, zaprojektowany tak, aby mo%na by!o 
za jego pomoc" rozwi"za$ binarne zadanie 
decyzyjne [8], u%ywaj"c komputera kwantowego 
[1] i [3]. W algorytmie tym pocz"tkowy stan 
rejestru kwantowego przekszta!cany jest w stan 
ko&cowy (rozwi"zanie zadania) za pomoc" 
unitarnego operatora kwantowego. Operator taki 
mo%e by$ przedstawiony za pomoc" macierzy 
unitarnej U [6], czyli takiej, która spe!nia 
zale%no#$: 

IUUUU ==
**   (1) 

 

gdzie U* oznacza transponowan" macierz 
elementów sprz'%onych macierzy U, a I jest 
macierz" jednostkow". 
Dodatkowo, we wspomnianym algorytmie 
decyzyjnym, macierze unitarne, odwzorowuj"ce 
operator kwantowy, s" macierzami zero-
jedynkowymi takimi, %e w ka%dym wierszu 
i kolumnie wyst'puje dok!adnie jedna jedynka, 
a pozosta!e elementy maj" warto#$ zero. Wynika 
z tego jasno, %e kolumny takiej macierzy s" 
wzgl'dem siebie ortogonalne, co jest zgodne 
z definicj" macierzy unitarnych – dowód  
w pracy [7]. Macierz kwadratowa, reprezen-
tuj"ca operator dla n-bitowego uk!adu 
kwantowego, wed!ug interesuj"cego nas 
algorytmu decyzyjnego, jest wi'c permutacj" 2n 
kolumn: 
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Dla uproszczenia mo%na przyj"$, %e do roz-
wi"zywania zada& o n zmiennych decyzyjnych, 
za pomoc" wspomnianego algorytmu, po-
trzebne s" wszystkie (2n)! macierze b'd"ce 
ró%nymi permutacjami kolumn z (2). W zwi"zku 
z tym dla uk!adu jednobitowego mamy dwie 
takie macierze (macierz jednostkow" i macierz 
negacji), dla uk!adu dwubitowego tych macierzy 
jest 24, a dla trzybitowego: 40320 ((23)!). Je%eli 
algorytm mia!by by$ zaimplementowany na 
maszynie kwantowej, to ju% przy uk!adzie 
trzybitowym wida$, i% niemo%liwe jest bezpo-
#rednie dostarczanie ka%dej postaci macierzowej 
operatora kwantowego. Konieczne jest 
wyznaczenie, dla ka%dego kwantowego uk!adu 
n-bitowego, podstawowego zbioru macierzy  
(o mniejszej liczbie elementów ni% (2n)!),  
z których na drodze pewnych przekszta!ce& 
matematycznych uzyskamy pe!ny zbiór 
wszystkich (2n)! interesuj"cych nas unitarnych 
macierzy zero-jedynkowych. Zanim jednak 
b'dzie mo%na to zrobi$, trzeba pozna$ wspo-
mniane zale%no#ci matematyczne, zachodz"ce 
pomi'dzy !"czonymi elementami pod-
stawowymi, dzi'ki którym otrzymujemy inne, 
wi'ksze (przetwarzaj"ce wi'ksz" liczb' kwan-
towych bitów) elementy. 
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2. Synteza uk!adu kwantowego  
 
Zanim przejdziemy do metod wyznaczania 
reprezentacji macierzowej operatora sym-
bolizuj"cego dzia!anie konkretnego uk!adu 
kwantowego, przypomnijmy poj'cia z zakresu 
informatyki kwantowej [2], [4], [5], które b'd" 
w tym artykule u%ywane. 
 

Definicja 1: Bitem kwantowym (kubitem) 
nazywamy wektor jednostkowej d!ugo#ci 
w dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta H2, 
a tak%e uk!ad kwantowy, którego stan opisany 
jest wektorem przestrzeni H2 (zgodnie z notacj" 
„ket”, zaproponowan" przez Diraca, stan 
(wektor) x przestrzeni Hilberta oznaczany b'dzie 
jako |x>). 
 
Definicja 2: Rejestrem kwantowym o n bitach 
nazywamy wektor o jednostkowej d!ugo#ci 
w przestrzeni Hilberta nH

2
, która to zosta!a 

utworzona jako iloczyn tensorowy n przestrzeni 
(kubity rejestru) H2. 
 
Stan |k> ka%dego n-bitowego rejestru kwan-
towego mo%na zapisa$ za pomoc" superpozycji 
2n sk!adowych: 
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przy zachowanym warunku normalizacyjnym: 
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Stan rejestru kwantowego mo%e równie% by$ 
wyra%ony jako kolumnowy wektor amplitud K: 
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Niech K reprezentuje pocz"tkowy stan rejestru 
obliczeniowego |k>, a K’ jego stan ko&cowy 
|k’>: 
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Macierz unitarna, reprezentuj"ca operator, 
odpowiedzialny za przekszta!cenie: 

'KK U
→    (7) 

 

ma posta$ dan" równaniem (8). 
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Operacja dzia!ania operatora kwantowego na 
rejestr mo%e by$ przedstawiona jako zwyk!e 
mno%enie dwóch macierzy: reprezentuj"cej 
przekszta!cenie U przez macierz K (wektor 
kolumnowy mo%e by$ traktowany jako macierz 
o jednej kolumnie) opisuj"c" stan pocz"tkowy 
rejestru |k>, co wyra%a zale%no#$ (9). 

'KUK =      (9) 
 
Definicja 3: Unitarn" bramk" kwantow", 
dzia!aj"c" na uk!ad sk!adaj"cy si'  
z n kubitów, nazywamy unitarny operator 
liniowy w przestrzeni nH

2
. Bramka ta jest 

reprezentowana przez macierz unitarn" 

o wymiarze nn 22 × . 
 
Niech dany b'dzie n-bitowy uk!ad kwantowy, 
z!o%ony z równolegle u!o%onych dowolnych 
m bramek kwantowych, którym dzia!amy na  
stan pocz"tkowy n-bitowego rejestru kwan-
towego |k>, gdzie: 
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co mo%na zobrazowa$ za pomoc" rysunku 1. 

 
 

Rys. 1. Uk!ad z!o%ony z bramek kwantowych 
u!o%onych równolegle 

 
Spostrze%enie 1: Je%eli n-bitowy uk!ad kwan-
towy sk!ada si' z m równolegle u!o%onych 
bramek kwantowych, o dowolnych rozmiarach 
i znanych reprezentacjach macierzowych: U1, 
U2,…,Um; to macierz U reprezentuj"c" ca!y 
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uk!ad mo%na wyznaczy$, mno%"c tensorowo 
przez siebie macierze Ui (gdzie )mi ,...,1= , 
rozpoczynaj"c od macierzy, na której pierwsze 
wej#cie wchodzi kubit |k1>, poprzez kolejne 
macierze wyznaczane przez rosn"cy indeks j 
kubitów kj (gdzie j = 1,…,n), a% do macierzy, 
na której ostatnie wej#cie wchodzi kubit |kn>.  
 
Przyk!ad 1: Niech dany b'dzie uk!ad sk!adaj"cy 
si' z dwóch jednobitowych bramek kwan-
towych: I oraz NOT; u!o%onych równolegle, 
gdzie reprezentacja macierzowa I oraz NOT  
jest nast'puj"ca: 
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a uk!ad jest przedstawiony na schematycznym 
rysunku 2. 

 
Rys. 2. Przyk!adowy uk!ad 2-bitowy z!o%ony 
z bramek kwantowych, u!o%onych równolegle 

 
Wed!ug spostrze%enia nr 1 reprezentacja 
macierzowa powy%szego uk!adu kwantowego 
ma posta$: 
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Poprawno#$ postaci macierzy U z (12) mo%na 
sprawdzi$ za pomoc": tabeli prawdy 
(sporz"dzonej na podstawie rysunku 2) oraz 
równania (9). 
 
Tab. 1. Tabela prawdy dla funkcji realizowanej przez 
uk!ad kwantowy z rysunku 2 
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W tabeli nr 1 widzimy, %e warto#$ kubitu |k1> 
nie ulega zmianie – jest on przetwarzany przez 
operator identyczno#ci, a warto#$ kubitu |k2> jest 
zaprzeczona. 

Niech stany pocz"tkowe rejestru obliczeniowego 
nale%" do bazy standardowej, czy takiej, w której 
kubity |0> i |1> maj" nast'puj"ce reprezentacje: 
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czyli 
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Z równania (9) oraz macierzy z (12), która 
zosta!a wyznaczona za pomoc" metody opisanej 
spostrze%eniem 1, wynika, %e: 
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co jest zgodne z wynikami zawartymi 
w wyznaczonej wcze#niej tabeli prawdy. 
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Spostrze%enie 2: Je%eli n-bitowy uk!ad 
kwantowy sk!ada si' z m szeregowo 
po!"czonych bramek kwantowych takich, 
%e ka%da bramka jest n-bitowa i znane s" 
reprezentacje macierzowe tych bramek: U1, 
U2, …, Um; to macierz U reprezentuj"c" ca!y 
uk!ad mo%na wyznaczy$, mno%"c przez siebie 
wszystkie macierze Ui (gdzie i = 1,…,m), 
rozpoczynaj"c od macierzy reprezentuj"cej 
bramk' le%"c" najbli%ej wyj#cia ca!ego uk!adu, 
poprzez kolejne macierze reprezentuj"ce bramki 
le%"ce coraz bli%ej wej#cia analizowanego 
uk!adu. 
 
Przyk!ad 2: Niech dany b'dzie uk!ad sk!adaj"cy 
si' z dwóch dwubitowych bramek kwantowych: 
U1 oraz U2 , po!"czonych szeregowo, 
gdzie reprezentacja macierzowa U1 oraz U2 
jest nast'puj"ca: 
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 (16) 

a uk!ad ma posta$ jak na rysunku nr 3. 

 
Rys. 3. Przyk!adowy uk!ad 2-bitowy z!o%ony 
z bramek kwantowych po!o%onych szeregowo 

 
Tab. 2. Tabela prawdy dla funkcji realizowanej 
przez uk!ad kwantowy z rysunku 3 
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co dla stanów kwantowych z bazy standardowej 
mo%emy przedstawi$ w tabeli 2. Korzystaj"c z 
danych z powy%szej tabeli (z jej pierwszej 
i trzeciej kolumny) oraz zale%no#ci (9), mo%na 
skonstruowa$ uk!ad 22n równa&, który pozwoli 
na wyznaczenie warto#ci wszystkich elementów 
macierzy U, symbolizuj"cej dzia!anie roz-
wa%anego w tym przyk!adzie uk!adu kwan-
towego. Rozwi"zanie tego uk!adu równa& daje 
nast'puj"cy wynik: 
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Wyznaczenie postaci macierzy U, za pomoc" 
metody opisanej spostrze%eniem 2, daje taki sam 
wynik: 
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Okre#lenie 1: Przez poj'cie warstwy uk!adu 
kwantowego rozumiemy tak" cz'#$ uk!adu,  
w której mo%e wyst'powa$ dowolna liczba 
bramek równoleg!ych, ale nie wyst'puj" bramki 
po!"czone szeregowo. 
Oczywi#cie ca!y uk!ad kwantowy mo%e by$ 
uk!adem jednowarstwowym – przyk!adem 
takiego uk!adu jest uk!ad z rysunku 2. 
 
Uwaga 1: Je%eli uk!ad kwantowy, z!o%ony 
z wi'cej ni% jednej bramki, jest n-bitowy 
i w dowolnej jego warstwie suma liczby wej#$ 
znajduj"cych si' tam bramek jest mniejsza ni% n, 
to wej#cia b'd"ce ró%nic" n i sumy liczby wej#$ 
bramek tej warstwy traktujemy tak jakby by!y 
wej#ciami jednobitowych bramek wykonuj"cych 
operacj' identyczno#ci I. 
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Rys. 4. Przyk!ad równorz'dnych warstw uk!adu 

kwantowego 
 
Sposób wyznaczania postaci macierzowej U 
operatora symbolizuj"cego dzia!anie uk!adu 
kwantowego, z!o%onego z bramek o znanych 
reprezentacjach macierzowych, u!o%onych 
zarówno szeregowo, jak i równolegle, opisuj" 
nast'puj"ce kroki: 
1) podzielenie uk!adu na warstwy, 
2) wyznaczenie postaci macierzowej operatora 

opisuj"cego ka%d" warstw', zgodnie 
ze spostrze%eniem 1, 

3) wyznaczenie postaci macierzowej operatora 
opisuj"cego ca!y uk!ad poprzez obliczenie 
wyniku iloczynu macierzy uzyskanych  
w kroku drugim, zgodnie ze spo- 
strze%eniem 2.  

 
Przyk!ad 3: Niech dany b'dzie uk!ad kwantowy, 
jak na rysunku 5 

 
Rys. 5. Przyk!adowy trzybitowy uk!ad kwantowy 

 
którego elementy maj" nast'puj"ce reprezentacje 
macierzowe: 
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Obliczenie postaci macierzowej U operatora, 
który opisuje dzia!anie powy%szego uk!adu: 
1) uk!ad ten ma dwie warstwy (rysunek 6) 

 
Rys. 6. Warstwy trzybitowego uk!adu kwantowego 

 
2) macierz W1 opisuj"ca warstw' nr 1 ma 

posta$: 
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macierz W2 opisuj"ca warstw' nr 2 (zgodnie 
z uwag" 1): 
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3) macierz U opisuj"ca dzia!anie ca!ego 

uk!adu: 

U2 

 

U3 

1k
'
1k

2k

3k

'
2k

'
3k

 

U1 

warstwa nr 1 warstwa nr 2 

U2 

 

U3 

1k
'
1k

2k

3k

'
2k

'
3k

 

U1 

I 

NOT NOT 
= 



J. Wi#niewska, Wyznaczanie postaci macierzowej operatora opisuj cego dzia!anie z!o"onego uk!adu… 

 52

(23)     
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3. Podsumowanie  
 
Jak zosta!o to pokazane w przyk!adach 1 i 2, 
obliczenie macierzowej U postaci operatora 
symbolizuj"cego dzia!anie uk!adu kwantowego, 
przy znanych reprezentacjach macierzowych 
bramek, u%ytych do konstrukcji tego uk!adu, jest 
mo%liwe bez korzystania ze spostrze%e& 1 i 2. 
Niemniej jednak, jak zosta!o to ju% podkre#lone 
we wst'pie artyku!u, aby zaimplementowa$ 
interesuj"cy nas operator (jego reprezentacja 
macierzowa b'dzie permutacj" 2n kolumn z (2)), 
potrzebujemy wyodr'bni$ pewien zbiór pod-
stawowych operatorów, za pomoc" których 
mo%na zbudowa$ uk!ad realizuj"cy dowolne 
przekszta!cenie stanu rejestru kwantowego  
z bazy standardowej w inny stan z tej samej 
bazy. Zadanie wyznaczenia operatorów pod-
stawowych by!oby znaczenie trudniejsze do 
zrealizowania, gdyby nie spostrze%enia 1 i 2, 
poniewa% wymaga!oby oblicze& podzielonych 
na etapy, wyznaczane przez u%yte z uk!adzie 
elementy, co wi"%e si' z obliczaniem stanu 
rejestru kwantowego po ka%dym etapie oraz 
wyznaczaniem warto#ci 22n elementów  
macierzy U na podstawie 2n par macierzy K (5)  
i K’ (6), symbolizuj"cych odpowiednio stan 
pocz"tkowy |k> i ko&cowy |k’> rejestru 
obliczeniowego. 
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Calculating matrix form of an operator describing  

complex quantum circuit 
 

J. WI NIEWSKA 
 
The article contains a method)s description, which allows to calculate matrix form of quantum operator 
representing quantum circuit, made of quantum gates (in case, when matrix representations of these gates are 
known). Mentioned method shows, what kind of mathematic operations we need to perform on matrices 
describing gates, included in circuit in various configurations, to gain matrix form of quantum operator, which 
represents given quantum circuit. 
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