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W pracy omówiono mo"liwo#ci wykorzystania tzw. metod modelowania paj$czynowego do modelowania 
i analizy jako#ciowej obiektów z!o"onych w procesach eksploracji danych.  Zdefiniowano takie poj$cia jak: 
N-wymiarowa przestrze% paj$czynowa, model paj$czynowy obiektu, adekwatno#& modelu oraz niektóre 
charakterystyki eksploracyjne modelu. 

S!owa kluczowe: eksploracja danych, matematyczny model obiektu, modelowanie paj$czynowe, model 
paj$czynowy obiektu, model M-dok!adny, dok!adno#& modelu, adekwatno#& modelu. 

1. Wprowadzenie  

Matematyczne modele obiektów (systemów) 
s!u"' najcz$#ciej analizom jako#ciowym  
i porównawczym. Mog' by& te" podstaw'
budowy modeli optymalizacyjnych jak równie"
podstaw' definiowania funkcji rankingowych 
[1], [3]. Formalne modele opisowe znalaz!y te"
du"e zastosowania w procesach i metodach 
eksploracji danych [5], [6], [7]. Obszarem 
szczególnie interesuj'cym z tego punktu 
widzenia jest modelowanie i analiza danych 
medycznych, modelowanie stanu zdrowia 
pacjenta i tzw. jednostek chorobowych, 
wykorzystywane w komputerowych systemach 
wspomagania decyzji medycznych [2], [3], [9].  

W procesie modelowania matematycznego 
obiektów bardzo wa"n' rol$ odgrywa cel 
modelowania [4], [5]. Z celu modelowania 
wynikaj' przede wszystkim wymogi dotycz'ce
konkretnego, formalnego j$zyka modelowania 
oraz wymagana dok!adno#& (adekwatno#&)
modelu. Dysponuj'c orygina!em obiektu  
o nazwie , w zale"no#ci od celu 
modelowania, mo"emy zbudowa& wiele ró"nych 
modeli , tego samego obiektu. 

Xx 

)(xFy !
Zbiór nazw modelowanych obiektów, na 

ogó! jest uto"samiane z pewnym podzbiorem X

zbioru liczb naturalnych " . Zbiór X jest wtedy  
zbiorem numerów obiektów. W szczególnych 
przypadkach zbiór X nie musi by& sko%czonym 
podzbiorem liczb naturalnych. Takim 
przyk!adem mo"e by& zbiór mo"liwych „zestaw 
danych medycznych” [2], [3], [9]. 

Modelowany obiekt  charakteryzuje 
si$ na ogó! wieloma ró"nymi cechami 
cz'stkowymi, które decyduj' o jego  

globalnych (systemowych) w!asno#ciach.
Szczegó!owo#& (adekwatno#&) modelu  
– jakkolwiek definiowana jest oczywi#cie 
funkcj' liczby cech (w!asno#ci), które zosta!y
uwzgl$dnione w modelu. Im wi$cej cech 
uwzgl$dnimy, tym na ogó! model b$dzie
bardziej dok!adny (szczegó!owy) i tym lepiej 
b$dzie „odzwierciedla!” orygina!. Taki model 
zapewne b$dzie jednak bardziej kosztowny, 
skomplikowany oraz bardziej niewygodny  
do prowadzenia bada% i analizy. Problem 
ustalenia ile cech i które z nich nale"y wzi'&
pod uwag$ jest oczywi#cie problemem  
wyboru odpowiedniego kompromisu mi$dzy 
dok!adno#ci' modelu a jego z!o"ono#ci'
i kosztem. Intuicyjnie mo"na zgodzi& si$
z opini', "e w ka"dym procesie modelowania 
istnieje pewna graniczna liczba cech do 
uwzgl$dnienia, powy"ej której, przy zadanym 
celu modelowania przyrost „jako#ci modelu”  
jest pomijalnie ma!y. 

Xx 

2. Uproszczony model opisowy 

obiektu Xx 

Oznaczmy symbolem x pewien obiekt ze zbioru 
X obiektów. Za!ó"my dalej, "e obiekt ten 
posiada maksymalnie N cech (w!asno#ci), które 
mog' mie& znaczenie je#li chodzi o adekwatno#&
(jako#&) modelu obiektu  z punktu 
widzenia przyj$tego celu modelowania. 

Xx 

 Za!ó"my, "e cechy #wiadcz'ce o jako#ci
obiektu s' uporz'dkowane wed!ug ich wa"no#ci, 
zgodnie z porz'dkiem naturalnym. 

Oczywi#cie wielko#& liczby N zale"y od 
„stopnia z!o"ono#ci” obiektów ze zbioru X co 
zapiszemy # $XNN ! . Je#li przyk!adowo
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elementami zbioru X b$d' „proste obiekty”  
np. rodzaje bloczków budowlanych, gatunki 
serów, itp. to maksymalna liczba wyró"nionych 
cech mo"e si$ga& kilku.

Je#li b$d' to natomiast z!o"one urz'dzenia
elektroniczne czy te" z!o"one mechanizmy,  
to liczba cech si$ga& mo"e przyk!adowo
kilkunastu.  

W przypadku modelowania bardzo 
z!o"onych obiektów jak np. stanu zdrowia 
pacjenta [3], [6] liczba ta mo"e si$ga& kilkuset  
i wi$cej.  

Teoretycznie mo"emy rozpatrywa& procesy 
modelowania gdzie liczba . %&N
Symbolem oznaczymy zbiór {1,…,n,…,N}
za# symbolem M – zbiór ' ( .

"
")Mm...,,...,1

Okre"lenie 2.1. 

Modelem M-dok!adnym  obiektu 
x nazwiemy model uwzgl$dniaj'cy tylko M

spo#ród N , najwa"niejszych cech obiektu 
.

# NM * $

Xx 

Okre"lenie 2.2. 

Modelem dok!adnym obiektu Xx 
nazwiemy model uwzgl$dniaj'cy maksymaln'
liczb$ N cech #wiadcz'cych o jego jako#ci.

Okre"lenie 2.3. 

Funkcj' modelowania opisowego nazywa&

b$dziemy funkcj$ +& NXF :

Xx

,
przyporz'dkowuj'c' ka"demu modelowanemu 
obiektowi  ci'g warto#ci poszczególnych 
jego cech. Tak wi$c modelem obiektu 

Xx 
 

b$dzie jego obraz 

# $ # + ! N
Nn xFxFxFxF ))(),..,(),..,(1    (2.1) 

dany funkcj' modelowania F

gdzie , warto#& n-tej cechy 

modelowanego obiektu . 

)x(F n

Xx 
Za!ó"my dalej, "e dla ka"dego " n

Xxx wFw
n

nn  ** ,)(   (2.2) 

Fakt ten b$dziemy zapisywa&:

- . Xxnx wwFy n
nnn  " ) ! + ,,,)( 1  (2.3) 

Ci'gi liczbowe # $xFy yyy Nn !! ),...,,...,( 1
nazywa& te" b$dziemy „danymi” o obiektach 

.Xx 
Niech przyk!adowo , . Modelem 
dok!adnym obiektu  jest 

za# modelem M-dok!adnym

15!N

,5,2,7,8

9!M

Xx 

,0,1,3,4# $ # $ 15,4,3,1,1,2,1 + !xF 0

# $ # $ + ! 92,7,8,4,3,1,1,2,1xF
M

Zadanie matematycznego modelowania 
opisowego obiektów x ze zbioru X mo"emy 
formalnie zapisa& jako trójk$ uporz'dkowan':

),,(0 FXN
Z +!    (2.4) 

Obraz zbioru Y zbioru X b$dzie zatem zbiorem 
modeli obiektów Xx .

' ( ++ )  !!! NN XxxFyXFY )()(

(2.5) 
Klas' równowa"no#ci X(y) obiektów ze wzgl$du 
na ustalone warto#ci cech nazywamy 
przeciwobraz zbioru jednoelementowego 
   

Yy 

Yy )}{

# $ ' (yxFXxyyX F ! !! , )(}{)( 1     (2.6) 

Je#li w zbiorze klas równowa"no#ci
' (YyXyX  ))( , istnieje przynajmniej jedna 

klasa o liczno#ci 1)( /yX , to zwi$kszenie

ilo#ci uwzgl$dnianych cech mo"e by& przes!ank'
zwi$kszenia „dok!adno#ci modelowania”. 
Pojawia si$ tutaj interesuj'cy problem okre#lenia
takiej liczby N ( o ile istnieje), "e dla ka"dego

# $ 1! yXYy ,

3. N-wymiarowa przestrze#

paj czynowa 

Za!ó"my, "e dane jest zadanie modelowania 

opisowego: , którego 

wynikiem jest zbiór 

),,(0 FXZ N+!

)(XFY !
Xx

 modeli 

opisowych obiektów  .
Mo"liwo#& interpretacji graficznej (tzw. 

„zobrazowania”) takich modeli w celu  
analizy ich w!asno#ci jest jednak bardzo 
ograniczona , maksymalnie do . O wiele 
wi$ksze mo"liwo#ci graficznej interpretacji,  
a w konsekwencji analizy i „wydobywania” 
dodatkowej wiedzy z danych opisuj'cych 
modelowane obiekty daje tzw. modelowanie 
paj$czynowe (web modelling). 

3!N

Okre"lenie 3.1. 

N-wymiarow', ograniczon' przestrzeni'
paj$czynow' nazywa& b$dziemy par$
uporz'dkowan'

),( NS rPr !
gdzie  jest pewnym zbiorem wyznaczanym 

na p!aszczy(nie, np. w uk!adzie wspó!rz$dnych 
biegunowych w nast$puj'cy sposób: 

S r

' (0****! 20,0),( 11 rddS r  (3.1) 

Liczba or /  zwana jest promieniem (zakresem) 
przestrzeni, za# para ),( 1d to wspó!rz$dne

12



BIULETYN INSTYTUTU SYSTEMÓW INFORMATYCZNYCH 4 11-18 (2009) 

punktu (elementu) zbioru (d , odleg!o#& od 
tzw. bieguna, 

S r

1 , k't skierowany).
W przypadku gdy %&r  otrzymamy 

N -wymiarow' przestrze% niesko%czon'
),( NP !% S%

xn ,

.

Osie wspó!rz$dnych  Nn ,...,10 !
przestrzeni paj$czynowej mo"emy wyznaczy&
nast$puj'co:

" 
2
3
4

5
6
7 ,0

**! n
N

n
rdd nnx ,

1(2
,0),( ))0 !n

(3.2) 
Na rys. 1. przedstawiona zosta!a

pi$ciowymiarowa przestrze% paj$czynowa  
z zaznaczon' „skal' odleg!o#ci” (dla 4!r ) oraz 
pi$cioma „osiami wspó!rz$dnych” ,xn0

' (5,4,3,2,1!" n

Rys. 1. Pi$ciowymiarowa przestrze% paj$czynowa
o promieniu  r = 4 

Zbiór Sr bywa czasami definiowany wprost 
jako ko!o o promieniu r w uk!adzie
wspó!rz$dnych kartezja%skich:

' (rs
2
2 *sssS r

22
1

2
21 ),( 8 ! +       (3.3) 

Zamieniaj'c wspó!rz$dne biegunowe na 
kartezja%skie otrzymamy: 

' ,sin,cosd

(
),( 21

2
21 11 dssssS r !! ! +

0**** 20,0 1rd         (3.4) 

oraz osie wspó!rz$dnych: 

' ,sin,cos).(0 21
2

21 11 nnn dd ssssx !! ! +

2
3
4,0

!**
N

n
rd n

)1(2
,0 1 ,       (3.5) " n

Okre"lenie 3.2. 

Funkcj' modelowania paj$czynowego FP

nazywa& b$dziemy odwzorowanie typu: 

2SrP
F &9:

przyporz'dkowuj'ce ka"demu elementowi  
9 y  zbiór w postaci wieloboku  

o wierzcho!kach:

)(yS N

" ! ny nnn yA ,),()( )   (3.6) 

Symbolicznie fakt ten zapiszemy: 
- . SAAS rNN yyy )! )(),...()( 1  (3.7) 

Wierzcho!ki wieloboku  le"' na 

poszczególnych osiach wspó!rz$dnych 
przestrzeni paj$czynowej (patrz tzw. wykresy 
gwiazdowe [6], [7]).  

)(yS N

X2

X4

X3 Okre"lenie 3.3. 

Modelem paj$czynowym obiektu y

(a w konsekwencji obiektu x, takiego, "e
yxF !)( ) nazywa& b$dziemy zbiór 

# $ SFS r
P

N yy )!)( . 0 1 2 43

Okre"lenie 3.4. 

Zadaniem modelowania paj$czynowego ZP

nazywa& b$dziemy trójk$ uporz'dkowan'

),,( FPZ
P

rP 9! .

Wynikiem realizacji zadania modelowania 

paj$czynowego jest zbiór  

którego elementami s' modele paj$czynowe 
poszczególnych obiektów 

9!9 P
P

F )( ,

XxxFy  ! ),(

' (9  !9 yy Sr
NP S 2)(   (3.8) 

Przyk!ad 1. 

Niech ' ( 5,32,,1 !! NX .
Funkcja modelowania opisowego dana jest  
w tabeli 1. W tabeli tej zapisano  
równie" kra%cowe warto#ci cech 

' (5,4,3,2,1,, !" nww
n

n

Warto#& parametru r wyznaczamy nast$puj'co:

6max !!
" 

n

n
wr

X5

X1
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Tabela 1. 

)(xF

X
)(1 xF )(2 xF )(3 xF )(4 xF )(5 xF

1 2 3 
2

1
1 4 

2 1 1 2 4 1 

3 3 4 6 4 5 

nw 1 1 
2

1
1 1 

w
n 3 4 6 4 5 

Pi$ciowymiarow' przestrze% z parame  
6!r  zdefiniujemy jako par$ uporz'dkow

trem
an'

),( 566 SP !  ,
gdzie

' 0****! 20,60),(6 11 ddS (
Na rys. 2. przedstawiono modele paj$czynowe 
obiektów }3,2,1{ x

Rys. 2. Modele paj$czynowe obiektów  Xx 

Na rysunku tym zaznaczono równie"
modele „sztucznych” obiektów [1]: 

)11
2

1
11(),...,( 51 ,,,,wwwX !!

oraz  , )5,4,6,4,3(),...,( 51 !! www
X

Zauwa"my, "e  dla ka"dego

 oraz, "e a ponadto 

zachodzi dla ka"dego

.

)()( 55 xSS wX )

()( 55 SS w
X !

)3()( 55 SS w
X !)

Xx 

Xx 

)3

)(5 xS

Modelami paj$czynowymi obiektów  

s' odpowiednie zbiory . 

}3,2,1{ x

)3(5),2(),1( 55 SSS

S' to nast$puj'ce wieloboki zaznaczone na 
rys. 2.: 

# $ - .EDCBAS 11111
5 ,,,,1 !

# $ - .EDCBAS 22222
5 ,,,,2 !

# $ - .EDCBAS 33333
5 ,,,,3 !

Modele „obiektów sztucznych” [1], [2] wX

i  stanowi' zbiory: w
X

# $ - .EDCBAwXS 21122
5 ,,,,! , (zbiór ten 

zosta! „zakreskowany”). 

# $ - . # $3,,,, 5
33333

5 SS EDCBAw
X !!

Zbiory te stanowi' odpowiednio kres dolny  
i kres górny zbioru Y # $XF

P
P !  w przestrzeni 

paj$czynowej z relacj' inkluzji [1]. 
Zauwa"my, "e modele # $ # $ #3,2,1 555 SSS $  ró"ni'

si$ mi$dzy sob' „kszta!tem”, polem 
powierzchni, „wzajemnym usytuowaniem”, 
d!ugo#ci' obwodu, liczb' boków itp.  
w przestrzeni # $5,66 SP ! .X2

X5

X1
10 2 63 4 5

2

4

1

E

Takich dodatkowych charakterystyk modeli 
# $xS N  mo"e by& wiele. Przyk!adowymi 

charakterystykami opisuj'cymi dodatkowe 
w!a#ciwo#ci # $xS N  s' nast$puj'ce:

X4

X3

2
1

5

4

6
B
3

B
1

B
2

C
2

C
1

D
1

D
2

D
3

E
1

E
3

C
3

1/2

4

3

A
2
A
1
A
3

$$x , „pole powierzchni” zbioru # $xS N# #Sp N

$$x , „#rodek ci$"ko#ci” zbioru  # $xN# # SSg N

$$ , „d!ugo#& obwodu” # $xS N# #xSb N

$$x# # , „liczba boków” (wieloboku)  S N:

 zbioru # $xS N

# $xN; , „miara k'ta wierzcho!kowego”

                 trójk'tów tworz'cych  
                 zbiór # $xS N  itp. 

W przypadku ustalonych ci'gów zbiorów 
# $, ...,2,1, !) kXXxxS kN  dodatkowymi 

charakterystykami mog' by& „wzajemne 
usytuowania” elementów ci'gów, wzajemne 
usytuowanie ich #rodków ci$"ko#ci, odleg!o#ci
#rodków  ci$"ko#ci, cz$#ci wspólne zbiorów 

# $ kN XxxS  , , relacje inkluzji, ró"nica czy te"
suma zbiorów itp. 

Wszystkie te charakterystyki przy 
odpowiedniej  interpretacji mog' by& bardzo 
cenne z punktu widzenia analizy jako#ciowej
modelowanych obiektów jak te" samego procesu 
modelowania. 

Badanie tych charakterystyk pozwala 
bowiem „wydoby&” wi$cej informacji  
o obiektach Xx  ni" wynika to wprost z ich 
formalnych modeli opisowych  
(danych w postaci ci'gów liczb). Wprowadzaj'c
dodatkowo tzw. „g$sto#& cech” („ci$"ar 

# $ XxxFy  ! ,
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w!a#ciwy” cech) w postaci # $xn<  mo"emy 

dokonywa& analizy jeszcze bardziej 
szczegó!owej.

W dalszej cz$#ci pracy, z racji ograniczonej 
jej obj$to#ci zajmiemy si$ g!ównie 
charakterystyk' modelu  w postaci # $xS N

# $# $xp S N  oraz charakterystyk' k'tow' # $xN; .

Pole powierzchni zbioru  jest pewn'

funkcj' „danych opisowych” obiektu 

# $xS N

Xx 
# $# $yxF !  oraz liczby N uwzgl$dnionych cech. 

Dla ustalonych N oraz  warto#ci 
charakterystyki 

Xx 
# $# $xp S N  mo"emy okre#li&

nast$puj'co:

# $# $ # $
=
=
>

?

@
@
A

B
! C

,

!
8yyS

N

k
kkNN xp 1

1

1
1D 8 yy N

    (3.9) 

gdzie
N

N
0

!
2

sin
2

1
D       (3.10) 

za#   # $ kxFy kk ,...,2,1, !! N

Dodatkowe informacje dotycz'ce zbioru X
modelowanych obiektów nios' te" jak wcze#niej
wspomniano charakterystyki zbiorów: 

# $ # $w
X

$ wwN8

$ ww
N8

SwS NXN i

Odpowiednio pola powierzchni tych zbiorów 
okre#lamy nast$puj'co:

# $# $ # # $NX

N

k
wkwkNXwS Np *1

1

1
1+ !C

,

!
8! =

>

?
@
A

B

(3.11) 

# $# $ # # $N
XN

k
w

k
w

k
Nw

X
S Np *11

1

1
+ !C

,

!

8! =
>

?
@
A

B

(3.12) 

Modele  oraz # $wS XN # $w
X

S N  odgrywaj'

wa"n' rol$ w analizie jako#ciowej obiektów 
, gdy" zbiory te posiadaj' nast$puj'ce 

ogólne w!asno#ci:
Xx 

# $ # $xSwS NXN )  dla ka"dego Xx 

(3.13.) 

# $ # $wSS
X

NN x )  dla ka"dego Xx 

(3.14) 
a ponadto

# $ # $# $ XxpN X
NX S  ** ** # $ xN ,

(3.15) 
Warto#& # $# $xp S N  zale"y oczywi#cie od 

kolejno#ci uwzgl$dnianych cech, st'd te"
w przypadku braku za!o"enia ustalaj'cego
kolejno#& cech, stosowana jest charakterystyka 

# $# xp S N $  b$d'ca „u#rednieniem” pól 

powierzchni odpowiadaj'cych wszystkim 

mo"liwym kombinacjom uporz'dkowa% cech 
(N!).

4. Znormalizowane przestrzenie 

paj czynowe

Niech # $ # $ # $ # $# $xFxFxFxF Nn ,...,,...,1!
– funkcja modelowania taka, "e

+)&YXF N: .  
O funkcji tej za!o"ymy, "e , # $ 0ExF n " n ,

Xx . Je#li by tak nie by!o to nale"a!oby od 
warto#ci funkcji  odj'& odpowiedni'

liczb$ cn dla ka"dego  (przesuni$cie skali) 
[1], [4] w nast$puj'cy sposób : 

# $xFn

Xx 

# $ # $ ,, Xxxx cFF nnn  ,!

gdzie # $ " !
 

nxFc n
Xx

n ,min .

Dalej zak!ada& b$dziemy, "e funkcja 
modelowania spe!nia powy"szy warunek. 
Normalizacji funkcji modelowania mo"na
dokona& na wiele sposobów [1], [4]. 
Jednym z nich jest nast$puj'cy sposób: 

# $ # $x
x

F

F
F

n

n
n

!    (4.1) 

gdzie
# $ ,0max F!

 
xFF n

Xx
n          (4.2) " n

W ten sposób znormalizowana funkcja 
modelowania ma tak' w!asno#&, "e

# $ 10 ** xF n
 dla ka"dego " n    

Za# ob

, Xx   (4.3)

iekty wX i wX  maj' posta&:

# $ + ! N
Xw 0,...,0

# $ + ! NX
w 1,...,1

Dalej b$dziemy zak!ada&, "e funkcja F jest 

N-wymiarow' przestrzeni'

znormalizowana w sensie (4.3). 

Okre"lenie 4.1. 

Znormalizowan'
paj$czynow' nazywa& b$dziemy par'
uporz'dkowan'

# $NSP rr ,!

gdzie

Dla uproszczenia zapisu, w przypadku 

1max !!
" 

w
n

n
r

przestrzeni znormalizowanych b$dziemy pisa&
# $NSP ,! .

rzyk!ad 2. 
2. przedstawiono warto#ci 

P
W tabeli 
znormalizowanej funkcji modelowania  
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z przyk!adu 1. (przesuni$cie skali c jest 

nast$puj'ce G
H

I
J
K

L! 1,1,
2

1
,1,1c .

Tabela 2. Warto#& znormalizowanej funkcji 
modelowania 

)(xF

X
)(1 xF  ) (3 xF(2 xF  ) (4 xF ) (5 xF )  

1
2

1

3

2
0 0 

4

3

2 0 0 
22

6
1 0 

3 1 1 1 1 1 

wn 0 0 0 0 0 

w
n 1 1 1 1 1 

Na kolejnym rysunku przedstawione zosta!y
znormalizowane modele paj$czynowe 
poszczególnych obiektów Xx .

Rys. 3. Znormalizowane modele paj$czynowe
obiektów Xx 

5. Problem szczegó!owo"ci

i adekwatno"ci modeli 

paj czynowych 

W#ród wielu dodatkowych charakterystyk 
modelu paj$czynowego  na szczególn'
uwag$ zas!uguj' charakterystyki, które mog'
by& wykorzystane do oceny jako#ciowej

modelowanego obiektu lub te" samego procesu 
modelowania. 

# $xS N

Niniejsza praca jak ju" wcze#niej
wspomniano dotyczy& b$dzie charakterystyki 

# $# $xSp n , któr' mo"na g!ównie z racji jej 
konstrukcji (3.9) wykorzysta& do bada%
jako#ciowych obiektów jak te" wielokryterialnej 
analizy porównawczej oraz „charakterystyki 
k'towej” b$d'cej wprost, funkcj' maksymalnej 
liczby uwzgl$dnionych w modelu cech. 

Za!ó"my dalej, "e dysponujemy modelem 
M-dok!adnym obiektu Xx . Maksymalna 
mo"liwa liczba cech, które mo"na teoretycznie 
uwzgl$dni& w przypadku modelowania  
obiektów ze zbioru X to . Oczywi#cie#XN $

# $XNM * . Dla kompletno#ci rozwa"a%

przyjmijmy, "e # $XM N,...,1,0! . Jako#&

modelu # $xS M  mo"na okre#li& definiuj'c jego 

„rozbie"no#&” z orygina!em  lub 
zamiennie – „dok!adno#&”.

Xx 

Okre"lenie 5.1. 

Rozbie"no#ci' modelu M-dok!adnego
# $xS M  z orygina!em Xx  nazywa& b$dziemy 

liczb$ # $ # $ # $XNMxM,02

# $
#

3/4

6/22

X=2

11/2

2/3

X2

X=3

X5

X1

X4

X3

x NMD *! ,;
gdzie M- liczba cech aktualnie  uwzgl$dnionych 

w modelu ,za#
$XN

x
0

!
2

N;  graniczna miara 

k'towa przyrostu „dok!adno#ci modelu” przy 
uwzgl$dnieniu maksymalnej (dla elementów 
zbioru X) liczby cech. 

Po przekszta!ceniu mamy: 

# $
# $

# $XNM
XN

M
xD *GG

H

I
JJ
K

L
,0! ,12    (5.1) 

# $ #XNMxDM *0** ,20 $   (5.2) 

Je#li na # $XN  mo"liwych do uwzgl$dnienia
cech , uwzgl$dnimy w modelu wszystkie, to 
rozbie"no#& takiego modelu z orygina!em b$dzie
zerowa. 

X=1

0

Je#li uwzgl$dnimy tylko jedn' cech$ to 
rozbie"no#& wyniesie 

# $ # $
# $XN

XN
xD

1
21

,
0! .

Okre"lenie 5.2. 

Stopniem (wspó!czynnikiem) rozbie"no#ci
modelu nazywa& b$dziemy liczb$

# $ # $
# $XN

Mx
x

D
D

M
M ,!

0
! 1

2
      (5.3) 

Mamy przy tym 
# $ XNMxDM * # $** ,10      (5.4) 
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Okre"lenie 5.3. 

Dok!adno#ci' modelu  nazywa&

b$dziemy liczb$

# $xS M

# $ # $
# $XN

M
xx Dd MM 0!,0! 22      (5.5) 

Stopie% dok!adno#ci okre#limy nast$puj'co:

# $
# $XN

M
x

d
d

M
M !

0
!

2
   (5.6) 

Zachodzi przy tym 
# $ # $XNMxd M *** ,10  (5.7) 

Gdy zachodzi oczywi#cie%&M # $ 0!% xD

i # $ 1!x%d

Zagadnienie adekwatno#ci czy te"
rozbie"no#ci modelu jest oczywi#cie problemem 
bardziej z!o"onym. Analizuj'c charakterystyk$

# $# $xp S n  jak równie" „kszta!t” zbioru # $xS N

mo"na podj'& si$ prób definiowania innych, 
„bardziej zwi'zanych” z modelem obiektu 

 wska(ników charakteryzuj'cych proces 
modelowania i sam model. Porównuj'c kszta!ty
zbiorów  przy wzro#cie liczby N

uwzgl$dnianych cech, ich powierzchni$, obwód 
itp. mo"na jako#& modelu zdefiniowa& bardziej 
precyzyjnie. Kluczow' rol$ mog' odgrywa&
w tym podej#ciu graniczne warto#ci 

Xx 

# $xS N

# $xS% ,

 przy  jako swoistego rodzaju 

punkty odniesienia. Poni"ej zostan'
przedstawione pewne rozwa"ania dotycz'ce
mo"liwej interpretacji charakterystyki 

# $# xp S% $ N %&

# $# $xS%p

w okre#laniu stopnia szczegó!owo#ci modelu 
 w zale"no#ci od wielko#ci liczby N.

Rozwa"ania te nie maj' charakteru ogólnego  
i s' s!uszne jedynie dla obiektów 

spe!niaj'cych pewne szczególne 
za!o"enia. Charakterystyki takie bowiem jak 
kszta!t zbioru , pole powierzchni, #rodek

ci$"ko#ci itp. s!u"' przede wszystkim analizie 
jako#ciowej obiektów  [1], [2], [3], a nie 
samego procesu modelowania. 

# $xS N

Xx 

# $x

x

S N

X 

Za!ó"my, "e mamy dane zadanie 
modelowania paj$czynowego w przestrzeni 
znormalizowanej # $FXPZ ,,! . Intuicyjnie, 
stopie% szczegó!owo#ci modelu (opisu) obiektu 

jak ju" by!o wspomniane powinien 
rosn'& wraz z wielko#ci' liczby M cech 
uwzgl$dnionych w procesie modelowania 

Xx 

# $NM * , jako#& (adekwatno#&) modelu 
powinna równie" posiada& podobn' w!asno#&.

Wielko#& pola powierzchni modelu 
, zgodnie z zale"no#ci' (3.9) i (3.10) 

formalnie jest pewn' funkcj' liczby M
uwzgl$dnianych cech oraz warto#ci tych cech 
okre#lonych jako ci'g liczb: 

# $xS M

# $ # $ # $# $ + ! M
Mm xxxy FFF ,...,,...,1

co zapiszemy 
# $# $ # Myfxp S M ,! $   (5.8) 

Ustalaj'c konkretn' warto#& M, mo"emy 
bada& funkcj$ # $yf M , . Przy pewnych 

za!o"eniach  jako#ciowych odno#nie interpretacji 

Yy 

# $xFy mm ! , Nm  warto#ci # $yf M  mo"e

by& interpretowana jako uogólniona jako#&
obiektu x, takiego "e # $ yx !F [1], [6]. Mo"na
zatem j' wykorzysta& do budowy tzw. funkcji 
rankingowej oraz innych funkcji decyzyjnych  
w tym w szczególno#ci optymalizacji. 

Z kolei ustalaj'c # $xFy ! , mo"emy bada&

zmienno#& # $Mf y  w zale"no#ci od 

NM ,...,2,1! , co mo"e pozwoli& na ocen$
zmian szczegó!owo#ci (dok!adno#ci) procesu 
modelowania, wynikaj'cych ze zmian liczby 
uwzgl$dnionych cech. Przyk!adowo 
adekwatno#& modelu  mo"emy 

zdefiniowa& jako pewn' funkcj$

# $xS M

# $# $xq SM

o postaci nast$puj'cej: 

# $# $ # $# $
# $# $ NMXx
xp

xp
xq

S

S
S

N

M
M ,...1,, ! !

(5.9) 
Zauwa"my, "e dla NM ! , # $# $ 1!xq S M .

6. Modelowanie obiektów  

w przestrzeni niesko#czenie

wymiarowej 

W dalszej cz$#ci opracowania zak!ada&
b$dziemy, "e dysponujemy znormalizowan'
funkcj' modelowania 

- . - .
  !  "#

razyM

1,0...1,0:

,

)& xxYXF      (6.1) 

Bior'c dowolny element  mo"emy 
przedstawi& jego model w przestrzeni 
paj$czynowej P jako pewien podzbiór 

Yy 

# $yMS

zbioru S.
G!ównymi charakterystykami tego modelu b$d'
„szczegó!owo#&” oraz „adekwatno#&” rozumiane 
nast$puj'co : 

# $# $yp S M  oraz # $# $ # $# $
# $# $yp

yp
yq

S

S
S

N

M
M !   (6.2) 

Za!ó"my, "e chcemy zwi$kszy& „stopie%
szczegó!owo#ci modelu” oraz jego adekwatno#&
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poprzez zwi$kszenie maksymalnej liczby N
uwzgl$dnianych cech. 
Zwi$kszaj'c liczb$ N do niesko%czono#ci
# $%&N  otrzymamy niesko%czenie

wymiarow' przestrze% paj$czynow'
.# $%!% ,SP

Ustalaj'c w konkretnym zadaniu 
modelowania liczb$  najwa"niejszych 
cech otrzymamy model M-dok!adny

.

NM *

# $ SyS M )

Okre#lenie adekwatno#ci  tak 

uzyskanego modelu  wymaga 

wyznaczenia granicznej warto#ci „stopnia 
szczegó!owo#ci”

# $# yq S M

# $y

$
S M

# $# $ySp N

# $# $ # $# $ypyp SS N
N

%
%&

!lim      (6.3) 

o ile oczywi#cie granica taka istnieje. 
O charakterystyce # $# $yp S N  mo"emy 

powiedzie&, "e
# $# $ 0** yp S N0  , ,..2,1, ! NYy     (6.4) 

Dla modelu , przy  # 1,...,1!y $ %&N

# $# $ # $# $ 0!& % ypyp SS N   (6.5) 

# $yS%  jest modelem obiektu Yy 
w niesko%czenie wymiarowej przestrzeni 
paj$czynowej . # $%% ,S

Liczba  wyra"a maksymaln' (idealn')

szczegó!owo#& modelu, za# adekwatno#& modelu 
jest równa 1. 

# $# yp S% $

Badaj'c model przy ustalonej liczbie 
%MM  uwzgl$dnianych cech, mo"emy okre#li&

te" dodatkow'  jego charakterystyk$:

# $# $ # $# $ # $# $
# $# $

# $# $
# $# $ # $# $yq
yp

yp

yp

ypyp
yd

S
S

S

S

SS
S

M
M

M
M

,!,!

!
,

!

%

%

%

11

   (6.6) 

oczywi#cie przy  , . %&M # $# $ 0&yd S M

7. Podsumowanie 

Przedstawione powy"ej rozwa"ania stanowi'
prób$ sformalizowania procesu modelowania 
obiektów, bazuj'ce na tzw. przestrzeni 
paj$czynowej. 

Graficzna interpretacja modeli 
paj$czynowych nawet dla du"ych warto#ci 
liczby N jest mo"liwa i !atwa do implementacji 
komputerowej. Daje nowe przes!anki 
pog!$bionej analizy jako#ciowej modelowanych 
obiektów. Jest typowym narz$dziem
analitycznym mi$dzy innymi w procedurach 
eksploracji danych. Bardzo interesuj'ce wyniki 

mo"na uzyska& wprowadzaj'c w przestrzeni 
dodatkowe relacje np. inkluzji, okre#laj'ce
wzajemne zwi'zki poszczególnych par modeli 
lub ich sekwencji. Wprowadzenie takiej relacji 
umo"liwia porz'dkowanie obiektów wg ró"nych 
kryteriów lub wyznaczania klas równowa"no#ci,
jak te" konstruowanie funkcji rankingowych. 

Dodatkowe charakterystyki w postaci 
wielko#ci pól powierzchni poszczególnych 
modeli graficznych oraz ich „wzajemnego 
usytuowania” i zale"no#ci w znormalizowanej 
przestrzeni paj$czynowej mog' by& kolejnymi 
przes!ankami ustale% w zakresie wiedzy  
o analizowanych obiektach. 

Paj$czynow' przestrze% modelow' mo"na
potraktowa& te" jako przestrze% decyzyjn'.
Wprowadzenie do tej przestrzeni modelu 
preferencji decydenta mo"e pozwoli& na 
formu!owanie, badanie i rozwi'zywanie 
odpowiednio sformu!owanych zada%
optymalizacji. 

8. Bibliografia 

[1] A. Amelja%czyk, Optymalizacja wielo- 

-kryterialna w problemach sterowania  
i zarz!dzania, Ossolineum, Warszawa- 
-Kraków, 1984.

[2] A. Amelja%czyk, ,,Matematyczny model 
przestrzeni "ycia w komputerowym 
systemie wspomagania decyzji 
medycznych”, materia!y I Krajowej 
Konferencji „Systemy komputerowe  
i teleinformatyczne w s!u"bie zdrowia”, 
Warszawa, 2009.

[3] A. Amelja%czyk, O pewnej koncepcji 

modelowania repozytorium medycznego,
opracowanie wewn$trzne WAT w ramach 
projektu POIG.01.03.01-00-145/08/2009.

[4] J. Gutenbaum, Modelowanie matematyczne 

systemów, PWN, 1987.
[5] J. Kacprzyk, Zbiory rozmyte w analizie 

systemowej, PWN, 1986.
[6] D. Hand, H. Mannila, P. Smyth, 

Eksploracja danych, WNT, Warszawa, 
2005.

[7] D.T.  Larose, Odkrywanie wiedzy z danych,

PWN, 2006.
[8] Z. Pawlak, Systemy informacyjne  

, podstawy teoretyczne, WNT, Warszawa, 
1983.

[9] P. Smets, ,,Medical diagnosis: Fuzzy sets 
and degrees of belief”, Fuzzy Sets and 

Systems, vol. 5, 1981.
[10] L.A. Zadeh, ,,Information Control”, Fuzzy 

Sets, vol. 8, 1965. 


