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W artykule przedstawiono opis sposobu wykorzystania metod wyznaczania przeptywu w sieciach do
rozwiazania specyficznego problemu planowania manewru wojsk. Zdefiniowano model sieci formalne;j,
bazujacej na danych z cyfrowej mapy terenu, wykorzystywanej jako model srodowiska w problemie
planowania manewru. Sformutowano optymalizacyjny problem planowania przegrupowania K obiektow
z rejonu startowego (reprezentowanego przez podzbior wierzchotkdéw sieci formalnej) do rejonu docelowego,
z dodatkowym ograniczeniem na roztacznos¢ drog. Opisano sposob modyfikacji sieci pierwotnej oraz
poszukiwania jednego z rozwiazan dopuszczalnych sformutowanego problemu planowania przegrupowania
z uzyciem metody znajdowania przeptywu maksymalnego w sieci zmodyfikowanej. Przedyskutowano metodg
poszukiwania rozwiazania optymalnego bazujaca na algorytmie znajdowania przeplywu zaspokajajacego
o minimalnym koszcie w pewnej sieci zastgpczej. Opisane metody zilustrowano przyktadami obliczeniowymi.
Oszacowano zlozonos$¢ obliczeniowa prezentowanych algorytmow. Artykut konczy omdwienie rozszerzen
sformutowanego problemu wyjsciowego oraz metod ich rozwigzywania.
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1. Wprowadzenie

Problem planowania manewru jest jednym
z zasadniczych elementéw dziatan bojowych
i jest zwiazany z przegrupowaniem jednostek
wojskowych na polu walki zaréwno w czasie
dziatan bojowych, jak 1 na etapie ich
planowania. W symulatorach walki, ale rowniez
w  systemach wspomagania dowodzenia,
proces planowania i symulacji przemieszczania
obiektow ma  wplyw na  doktadnos¢,
adekwatnos¢, efektywnosc¢ 1 inne charakterystyki
tych systemow (w szczegdlnosci symulatorow).
Planowanie i symulacja przegrupowania jednos-
tek sa réwniez podstawowymi problemami
rozpatrywanymi w systemach typu CGF (ang.
Computer Generated Forces) [23]. Nieodlaczna
czgsScig tego typu systeméw sg moduly
planowania tras przemieszczania bazujace na
modelach terenu i wykorzystujace przetworzone
z nich informacje. Dla przyktadu modut tego
typu stosowany w systemie ModSAF opisany
zostat w [19]. W wielu istniejacych systemach
symulacyjnych oraz systemach wspomagania
decyzji stosuje si¢ rézne rozwiazania zwigzane z
omawiang tematyka [2], [S], [18], [32]. W [2]
autorzy opisuja system mieszany planowania
tras (,,po drogach-na przetaj”) z uzyciem
systemoéw typu GIS w symulatorach. Opisuja
m.in. tzw. hierarchiczny system planowania

drog, jako cze$¢ prognostycznego systemu
analiz taktycznych (ang. Predictive Intelligence
Military Tactical Analysis System (PIMTAS)).
Rozszerzeniem omawianego systemu jest tzw.
Route Planning Uncertainty Manager (RPLUM)
przedstawiany w [15]. System ten wykorzystuje

analiz¢ niepewnosci do analizy terenu
i projektowania tras przemieszczania Wwy-
korzystujac  rézne  kategorie  niepewnosci

(prawdopodobienstwo, rozmytos¢). Autor [5]
opisuje modutl planowania tras w systemie
o nazwie Close Combat Tactical Trainer
(CCTT). Kreitzberg w [18] opisuje analizator
przemieszczania (ang. Tactical ~Movement
Analyzer (TMA)). System ten wykorzystuje
mapy cyfrowe, zdjecia satelitarne, warunki
pogodowe 1 rodzaj pojazdu, aby okresli¢
przejezdnos¢ kwadratu terenu (o dtugosci boku
ok. 0.5 km). W polskim systemie symulacyjnym
SSWSO ,Ztocien”, wykorzystywany jest
dwupoziomowy model terenu [33] bazujacy na
przetworzonych danych z map cyfrowych
w formacie VPF (ang. Vector Product Format):
w postaci siatki kwadratow o regularnych
bokach oraz w postaci sieci drogowo-kolejowe;.
Oba te modele sa zintegrowane, tzn. istnieje
mozliwos¢  przejScia z jednego modelu
do drugiego (patrz punkt 2). Wiele
z prezentowanych systemow wykorzystuje
do planowania przemieszczania tzw. ciagly
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algorytm Dijkstry (ang. Dijkstra’s Continuous
Algorithm) zaproponowany przez Mitchell’a
[21]. Przeglad mozliwych rozwiagzan w tym
zakresie przedstawiono m.in. w [32].

W niniejszym opracowaniu przedstawiono
sposob  wykorzystania metod wyznaczania
przeplywéw w  sieciach do rozwigzania
specyficznego problemu planowania manewru

wojsk ladowych. W punkcie 2 przed-
stawiono model terenu. Punkt 3 zawiera
zdefiniowanie specyficznego problemu

planowania manewru wojsk. W punkcie 4
przedstawiono metod¢ poszukiwania jednego
z rozwiazan dopuszczalnych zdefiniowanego
problemu z wykorzystaniem metody
poszukiwania  przeptywu maksymalnego,
a w punkcie 5 — metode wyznaczania roz-
wigzania optymalnego z  wykorzystaniem
metody wyznaczania przeplywu najtanszego
w sieci. Punkt 6 zawiera opis kilku rozszerzen
rozpatrywanego problemu wyjsciowego oraz
metod ich rozwiazania. Opracowanie koncza
whnioski.

2. Model terenu

Jednym z zasadniczych problemow
w trakcie rozwigzywania wszelkiego rodzaju
zagadnien transportowych (a zadanie

przemieszczania jest szczegdlnym przypadkiem
zadania transportowego), ktory niejednokrotnie
rzutuje na charakter i doktadnos¢ rozwiazania,
jest odpowiednie odwzorowanie ,,$rodowiska”,
w  ktorym jest rozpatrywane zagadnienie
transportowe. Modelem takiego ,,Srodowiska”
jest z reguly graf z opisanymi na nim
odpowiednimi ~ funkcjami,  ktére  opisujg
»srodowisko”. Wowczas graf taki (jako struktura
»Srodowiska”) staje si¢ siecia, ktdéra w sposéb
ilosciowy (czasami réwniez jakosciowy) opisuje
otoczenie. W naszym przypadku opisem
»Srodowiska” moze by¢ np. sie¢ drog lub inna
sie¢ opisujaca mozliwosci poruszania  si¢
W rzeczywistym terenie z opisang na gateziach
funkcja odlegtosci miedzy wierzchotkami sieci.
Dla przyktadu, w systemie JTLS [27], [36] teren
reprezentowany jest za pomoca heksagonéw
(szesciokatow foremnych) o rozmiarach od 1km
do 16km. Podobnie teren reprezentowany jest w
systemie CBS [8], z tym, ze heksagony maja
rozmiar 3km. W CBS zastosowano dodatkowo
reprezentacje  wektorowo-obszarowg  terenu.
W obu tych systemach stosuje si¢ regczne
1 automatyczne metody planowania tras dla
obiektow (np. w CBS tzw. kontroler wprowadza
kolejne punkty (wspolrzedne), przez ktére ma
przechodzi¢ droga). Z kolei w systemie
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,Ztocien”,  ktory powstat na  Wydziale
Cybernetyki WAT na potrzeby SZ RP,
wykorzystywany  jest  model  otoczenia

S,(1)=(Z,(1),Z,(1)) pola walki zawierajacy dwa

sktadowe modele, powstale po przetworzeniu
danych z cyfrowych map terenu w formacie VPF
[33]: pierwszym jest model bazujacy na podziale
terenu na regularng siatke kwadratowych
podobszardéw (Z;(7)), a drugi to model sieci drég
(wraz z mostami, stalymi przeprawami,
wiaduktami) - Z(#). Pierwszy z modeli (Z;(¢))
jest  wykorzystywany do  modelowania
rozmieszczenia wojsk w terenie oraz na jego
podstawie (a doktadniej: na podstawie funkcji
opisanych na kwadratach sieci) okresla¢
bedziemy wplyw terenu na przebieg dziatan
(skutecznos¢ ognia, widocznos¢, zdolnos¢ do
maskowania itp.), natomiast drugi z modeli
(Z5(t)) wykorzystywany jest przy modelowaniu
przegrupowania  (przemieszczania)  kolumn
marszowych, dowozu zaopatrzenia, ewakuacji
rannych itp., czyli takich dziatan, dla ktérych
wymagana jest sie¢ drogowa. Regularna siec
kwadratéw dzieli interesujacy nas obszar terenu
na kwadratowe podobszary tych samych
rozmiaréw (o dlugosci boku rownej 200 m),
przy czym kazdy z kwadratow jest jednorodny
ze wzgledu na szereg charakterystyk go
opisujacych  (stopien ostabienia predkosci,
stopien widocznosci, stopien maskowania, itp.).
W sieci drogowo-kolejowej wierzchotkami sieci
formalnej sa skrzyzowania drogowe i kolejowe,
a  krawedzie  (luki) tacza  sasiadujace
skrzyzowania. Oba te modele sa zintegrowane,
tzn. istnieje mozliwos¢ przej$cia z jednego
modelu do drugiego. Jest to mozliwe dlatego, ze
kazdy kwadrat w modelu sieci kwadratow
zawiera informacje o odcinkach drég przez
niego przebiegajacych. Z drugiej strony, kazdy
odcinek drogi (reprezentowany w modelu sieci
drogowo-kolejowej  przez  tuki)  posiada
informacje, przez ktéore kwadraty sieci
kwadratow przebiega. Dlatego tez droga
przemieszczania si¢ dowolnego obiektu moze
zawiera¢ zaréwno odcinki sieci drogowo-
kolejowej, jaki i kwadraty sieci kwadratow.
W obu modelach zaktada si¢, ze funkcje opisane
na wierzchotkach i tukach sieci zalezg od czasu.
Na potrzeby artykutu, dla ustalenia opisu sieci S

bedacej  modelem  terenu,  przyjmiemy
nastgpujaca definicje:
S=(G,D) (1)

gdzie: G - graf Berge’a, bez petli, na ktorym
opisana jest sie¢ S, G:<WG,UG>, W=|Wsl,
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U, W, xW,, UAUg; D= I:dw,W']WxW .

macierz odlegltosci migdzy wierzchotkami sieci.

Niech  maksymalne  predkosci  obiektow
manewrowych (pojazdéw, grup pojazdow lub
oddziatow) wynosza vi, vi,..., Vi ..., Vx, PIzy
czym k—Y? v, > 0. Poniewaz predkosci te moga

by¢ rozne dla réznych jednostek, wigc

minimalny czas ¢, . pokonania tuku u . dla

W'

kazdego  w,w'e{l,..,W} jest wektorem

K-wymiarowym i ma postaé:

by = (sl oot ) ()

gdzie Vk =1,...,K zachodzi:

d, .
— > uw w' € UG A é’(uw w') > 0
Vk ! é/(uw,w') | ' 3
l\/’i‘,w' = 0 , w=w' 3)
+oo ’ uw,w‘ & UG Vv é/(uw,w') = 0
Funkcja ¢(u,,) przyjmuje  wartoSci

z przedziatu [0,1] i ich interpretacja jest taka, iz
opisuja one stopien ostabienia predkosci
poruszania si¢ po danym tuku ze wzgledu na
warunki topograficzne, atmosferyczne, itp.
odcinka drogi (trasy), ktdrego reprezentantem
jest luk (wigcej na ten temat mozna znalez¢ np.
w [31], [33]). Wobec tego sie¢ S z (1) moze byc
zdefiniowana jako:

S =(G.1,) ()
gdzie: t, = [tww,]wa (5)
Sie¢c § z (1) bedziemy wykorzystywac
w przypadku szukania najkrotszych drog

przemieszczania w sensie odleglosci terenowej
natomiast sieci S z (4) - w przypadku szukania
najkrétszych drég przemieszczania w sensie
czasu.

3. Zdefiniowanie problemu manewru
wojsk ladowych

Problem manewru wojsk ladowych sprowadza
si¢ do zaplanowania przegrupowania K obiektow
manewrowych (pojazdow, kolumn pojazdow,
pododdzialéw) z pewnego rejonu poczatkowego
do pewnego rejonu docelowego (koncowego).

Za rejony mozemy uwaza¢ pewne podzbiory
wierzchotkow sieci S. Obiekty podlegajace
przegrupowaniu przyjmuja pewne ugrupowanie
i najczgsciej tym  ugrupowaniem  jest
ugrupowanie  marszowe, czyli  kolumny
pojedynczych obiektow. Problem wyznaczania
planu przegrupowania dla wielu kolumn jest
problemem bardzo ztozonym. Zagadnienie to
znacznie si¢ komplikuje, z tego wzgledu, ze
kolumny marszowe sa rozciagniete na pewnej
dlugosci, a w zwiazku z tym okreslone
wierzchotki i1 drogi w pewnych okresach czasu
sa zajgte przez dang kolumng. Wobec
powyzszego w pewnych odcinkach czasu nie
bedzie mozliwosci przejazdu przez dany
wierzchotek czy odcinek (tuk) drogi. Zajgtos¢ ta
moze wynika¢ rowniez z dziatalnosci jednostek
nadrzgdnych.

Zaproponowana w dalszej czeSci punktu
definicja problemu nie ogranicza go jednakze do
problemu planowania manewru wylacznie
kolumn  obiektow.  Przyjmiemy  jedynie
zatozenie, ze szeroko$¢ obiektu manewrowego
jest nie wieksza niz jego dlugos¢. Woweczas,
konstruujac sie¢ kwadratow terenu, dlugosc
boku najmniejszego umownego kwadratu
obszaru jednorodnego topograficznie bedzie nie
mniejsza niz  szeroko$¢  tego  obiektu
manewrowego. Jezeli obiekty manewrowe majg
niejednorodng wielkos¢ to za dlugos¢ boku
najmniejszego umownego kwadratu obszaru
jednorodnego  topograficznie  przyjmujemy
szerokos¢ najwigkszego (w sensie szerokosci)
obiektu manewrowego.

Kazdy k-ty obiekt manewrowy ma tzw.
dtugo$é¢ czasowa o (jak np. kolumna pojazdéw).
Wierzchotek sieci bgdziemy uwazali za zajety
z chwila, gdy czoto obiektu manewrowego
»wjedzie” na niego, a za zwolniony - jezeli ogon
obiektu ,,opusci” go. Czas zajg¢tosci wierzchotka

rowny jest dlugosci czasowej o obiektu
manewrowego :
a
g =~ (6)
Vi
gdzie:
& - dlugos$¢ czasowa k-tego obiektu
manewrowego;

oy - dlugos¢ obiektu manewrowego;
vk - predkosé obiektu manewrowego.

Pojecie zajetosci danego wierzchotka powoduje
to, ze w danej chwili nie moze przejezdzaé przez
niego wigcej niz jeden obiekt. Przyjmujemy
rowniez zatozenie, ze odcinek drogi migdzy
dwoma wierzchotkami (tuk) jest zajety od
chwili, kiedy czoto obiektu wjedzie na ten
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odcinek, az do momentu, kiedy ogon obiektu
opusci go.

W dalszej czgsci opracowania zajmiemy si¢

problemem wyznaczania optymalnego planu
przegrupowania (manewru w sensie przemarszu)
K obiektow z ustalonego rejonu poczatkowego
do rejonu koncowego. Ustalmy réwniez, ze
w  dalszej czeSci  opracowania  obiekt
manewrowy nazywac bedziemy krétko obiektem
(chyba, ze wyraznie zaznaczymy, iz chodzi
o inny obiekt niz manewrowy).
Pod pojeciem planu przegrupowania (dla k-tego
obiektu, k=1,....K) bedziemy rozumieé
uporzadkowane  zbiory:  wierzchotkdw I
tworzacych  droge oraz momentow T
(tworzacych harmonogram) osiagnigcia
wierzchotkow nalezacych do danej drogi:

L= (), (k) (), i () (7)
T,(1) =T, = (" (k),2' (k),... 7’ (k)....T" (K)) (8)

gdzie: i'(k) e W, - r-ty wierzcholek na drodze

dla k-tego obiektu; 7"(k)- moment osiagnigcia

wierzcholka i (k) przez czoto k-tego obiektu,
\vd v "Nky=7t'(k), Ry -

k=LK r=0,R; -1

liczno$¢

zbioru wierzchotkow drogi dla k-tego obiektu.
Pod pojeciem planu przegrupowania P(I, T) K
obiektow bedziemy rozumie¢ uporzadkowany
zbidr par:

P(LT)=((1,.1,), (I;.1,)se (1sTy)) 9)

1) (10)
T, ....Ty) (1)

Oznaczmy przez i poczatkowy rejon (zbior
wierzcholkow) rozlokowania K obiektow,

.S AR .S LRy LAY
1 ={ll ,12,...,lk,,...,lK,...,sz,} (12)

przy czym K, >K.
Jezeli przez 7] oznaczymy moment rozpoczgcia

przegrupowania k-tego obiektu, to
uporzadkowany zbidr wyzej wymienionych
momentow bedzie miat postac:

- z(rf,rj,...,f,f,...,r,i) (13)

Rejon docelowy dotarcia K obiektow oznaczmy
przez id,

34

.d .d -d .d .d -d
"= {ll oLy 5eens Dy ,...,IK,...,le,} (14)

przy czym K, >K.

Zatozymy rowniez (co wynika z analizy
problemu  przegrupowania i1  sensownosci
konstruowania planu manewru), ze i° N ‘=0,
tzn. zbiory poczatkowych i koncowych rejondéw
rozlokowania sa roztaczne.

Przez Z',j bedziemy oznacza¢ moment przybycia

k-tego obiektu do jednego z wierzchotkdw
rejonu  docelowego. Zbiér wymienionych
momentow bedziemy oznaczaé przez :

- :(rld,z';’,...,r,f,...,r,i) (15)
prZy CZym

R, —
d _ s k =
Tl =1 +thi”‘(k),i"(k) +5,,k=1,K (16)

gdzie:
7, - element zbioru z (13);

k
Lo o™

tuku na drodze dla k-tego obiektu, pomigdzy
wierzchotkami 7/(k) oraz i(k), (zob. (3));

0, - okreslone przez (6).

czas pokonania (dtugosc)

Oznaczmy przez M zbidr nastgpujacej postaci :
M={I, I, I'.. I 7

Jesli  przez (10) oznaczymy  dowolny
dopuszczalny K-elementowy uporzadkowany
zbior drog w sieci S (przy ustalonych
wierzchotkach poczatkowych 1 koncowych)
natomiast przez (11) zbiér  termindw
odpowiadajacych temu zbiorowi drdég, to
naszym zadaniem jest tak ulozy¢ plan
przegrupowania, tzn. wyznaczyé takie I' oraz
odpowiadajace mu 7", dla ktérych zachodzi:

T(I T ):r}g\?r(I,T) (18)
K
gdzie:  7(I, T)=Y (z{ -7}) (19)
k=1
tzn. chcemy minimalizowa¢ sumg¢ czasow
przejazdu wszystkich obiektow z rejonu

poczatkowego do docelowego. Czasami moze
nas interesowa¢ funkcja Z'(I , T ) inaczej

zdefiniowana, tzn.

_ R (g d
(1, T)—Ikrl%){(f (k)-r}gz%rk (20)

Przy takiej definicji zadamy (wstawiajac (20) do

(18)), aby chwila dotarcia najwolniejszego
obiektu do rejonu docelowego byla jak
najwczesniejsza.
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Nalezy = zauwazy¢, ze  przy  tak
zdefiniowanym problemie nie wymaga si¢, aby
drogi dla poszczegolnych obiektéw byly parami
roztaczne. Celowo tak zdefiniowano problem,
gdyz jest to przypadek ogdlniejszy. W praktyce
jednak  czesto zada  sig, aby  drogi
przemieszczania dla poszczegodlnych obiektow
byly parami roztaczne (tzw. drogi niezalezne).
Ograniczenie to podyktowane jest najczesciej
wymogami bezpieczenstwa przegrupowania.

W  problemie (18), czy to z funkcja
podkryterialng (19), czy tez z funkcjg (20),
mozemy stosowa¢ dodatkowe ograniczenia,
ktére  zawezaja nam  zbiér  rozwiazan
dopuszczalnych. Ograniczeniami tymi moga
by¢, np. odlegltosci miedzy drogami dla
sasiednich obiektow, przejazd przez wybrane
wierzcholki posrednie siecti, itp. (zob. np. w [16],
[22], [29]).

Przedstawimy obecnie rozwiazanie
problemu (18)-(19) przy speieniu warunkow
niezaleznosci (roztacznosci) wyznaczanych drog
(czyli obiekty beda przemieszczaé si¢ w sieci
drég bezkolizyjnie), tzn. zaktadaé¢ bedziemy, ze
wierzchotki nalezace do drog dla K obiektow
(patrz (7)) spetniaja zalezno$¢:

vV__ \vd
r=0,R
r'=0,R;.
r#r' k=k'

i"(k)y=i"(k") (@1

W przypadku gestej sieci tras przejazdu, tak
zdefiniowany problem wystarczajaco doktadnie
opisuje rzeczywisty manewr. W przypadku
przegrupowania (marszu) kolumn obiektéw po
sieci drogowej, stosuje si¢ kilka roztacznych
drog, co wynika z regulamindéw 1 regut
taktycznych (np. batalion do marszu otrzymuje
jedna droga, brygada — 2 lub 3, dywizja — od 3
do 5, itd.).

4. Metoda wyznaczania jednego
z rozwiazan dopuszczalnych

Metodami potencjalnie nadajacymi si¢ do
rozwigzania problemu (18)-(19) =z ograni-
czeniami (21) dla rozlacznych parami drég
dla K obiektow moga by¢ algorytmy
poszukiwania N-tej najkrotszej drogi zawarte
np. w [12], [14], [20] oraz inne ([29], [30]).
W celu znalezienia rozwigzania dopuszczal-
nego powyzszego problemu postuzymy sie
algorytmem  wyznaczania  maksymalnego
przeptywu w pewnej sieci S, ktora powstanie
w oparciu o sie¢ S’ z (4) (lub S z (1); na tym
etapie nie ma to znaczenia, ktorg sieé
wybierzemy). Wykorzystamy w tym celu

fundamentalne twierdzenie o maksymalnym
przeptywie i mini-malnym przekroju, ktorego
dowdd mozna znalez¢, m.in. w ([9], str. 500),
([17], str. 224), ([39], str. 171).

Twierdzenie 1
W kazdej sieci S warto§¢ dowolnego przeptywu

maksymalnego z s do ¢ jest rowna
przepustowosci dowolnego przekroju
minimalnego.

Dla nas bedzie szczegdlnie interesujacy
jeden z wnioskow, z tego twierdzenia (czasami
formutowany jako tzw. twierdzenie Mengera).

Whniosek 1 ([39], str. 172)
Jezeli przepustowos¢ kazdego tuku jest liczba
catkowita, wtedy sie¢ mozna traktowaé jako
digraf DAG, w ktérym przepustowos¢ opisana
na tuku u oznacza krotnos¢ potaczen (fukowych)
migdzy wierzchotkami tuku u. Warto$¢ prze-
ptywu maksymalnego okresla wowczas liczbe
wszystkich drog tukowo roztacznych
z wierzchotkas dorw S. B

Z wniosku ptynie natychmiastowa sugestia,
co do sposobu znajdowania w sieci liczby drég
roztacznych ‘tukowo migdzy ustalong para
wierzcholkow. Opiszemy teraz sposob tworzenia
sieci S°, w ktorej bedziemy szuka¢ K drog
roztacznych wierzchotkowo.

Opis tworzenia sieci S”

1. Przypisujemy wszystkim tukom sieci S
wartosci przepustowosci rowne 1 (bo nasza
sie¢ bazuje na grafie Berge’a, w ktorym dla
kazdej uporzadkowanej pary wierzchotkow
moze istnie¢ co najwyzej jeden tuk)
1 wowczas warto§¢ maksymalnego przeptywu
(zgodnie z wnioskiem 1) miedzy ustalong
para wierzchotkoéw bedzie okresla¢ liczbe
wszystkich drog tukowo roztacznych migdzy
ta para. Nas jednakze interesuja drogi
rozlaczne wierzchotkowo. Wbrew pozorom
problem ten jest niewiele trudniejszy od
problemu poprzedniego (punkt 2).

2. Tym razem musimy dodatkowo przypisac
wierzchotkom naszej sieci przepustowosci
rowne 1. Ale wowczas nalezy przeksztatci¢
sie¢c, aby pozby¢ si¢ przepustowosci
opisanych na wierzchotkach. Mozna tego

dokona¢ konstruujac graf G = <W*,U *> ,ha

ktorym opisana  bedzie sie¢ S
([9], str. 503-504): zastepujemy kazdy wierz-
chotek v z § przez dwa wierzchotki v’
iv”w S oraz prowadzimy tuk od v’ do v”,
ktéremu przypisujemy wartosc¢
przepustowosci taka, jaka miat wierz-
chotek v (czyli 1). Wszystkie tuki, ktore
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»wchodzity” do wierzchotka v - ,,wchodzi¢”

beda do wierzchotka v’, a te ktore
,»wychodzity” z wierzchotka v — beda
»wychodzi¢” z v”. Przepustowosci tych

lukéw w zmodyfikowanej sieci bedg takie,
jak w sieci pierwotnej (czyli réwne 1).
3. Pozostaje jeszcze jedna modyfikacja sieci S’
— nalezy wyrézni¢ w sieci §” tzw. zrodto s
i odptyw t. Zrédlo s jest to dodatkowy
wierzchotek, ktéory dodajemy do zbioru
wierzchotkow sieci S” i z tego wierzchotka
wychodzi¢  beda tuki  laczace K,
wierzchotkow ze zbioru i° wierzchotkéw
rejonu poczatkowego (pamietaé nalezy, ze
zgodnie z punktem 2 algorytmu, dotaczamy
te tuki do wierzchotkow typu v’). Lukom tym
przypisujemy przepustowosci rowne 1.
Odplyw ¢ jest to dodatkowy wierzchotek,
ktéry dodajemy do zbioru wierzchotkow sieci
S ido tego wierzchotka beda dochodzi¢ tuki
z K, wierzchotkéw (opisanych jako v”)
zbioru i wierzchotkéw rejonu docelowego.
Lukom tym  réwniez  przypisujemy
przepustowosci réwne 1. Zmodyfikowana
sie¢ S* (graf G') zawiera zatem V=2W+2
wierzcholkdéw oraz A=U+W+K, +K,;’ tukow.

S

Zdefiniujmy teraz formalnie nasz problem
znajdowania K roztacznych wierzchotkowo drog

w  zmodyfikowanej sieci  S.  Niech
S = <G*,Ci].>, gdzie c; oznacza przepustowos¢
tuku (i,)). Przepltywem nazywamy

przyporzadkowanie nieujemnych liczb f; tukom
(i), spelniajace nastgpujace warunki:
1. dla kazdego tuku (ij) w S” zachodzi:

2. sie¢ S° zawiera wyrdzniony wierzchotek s
(zrédto), dla ktorego zachodzi:

D Si=2 S =F (23)

] ]
ieW 15/

gdzie w pierwszej sumie sumujemy po

wszystkich tukach wchodzacych do wierzchotka

i a w sumie drugiej — po wszystkich tukach

wchodzacych do wierzchotka s. Wielkos¢ F

nazywa si¢ wartoscia przeptywu.

3. sie¢ S° zawiera wyrézniony wierzcholek ¢
(odptyw), dla ktérego zachodzi:

D fi=2 fi=-F (24)

. * . *
ieW ieW
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4. dla kazdego z pozostatych wierzchotkow j
(wierzchotki posrednie) zachodzi:

Zﬁi_Zﬁj:O (25)

iew” iew

Problem maksymalnego przeptywu zdefiniujemy
teraz nastepujaco: dla danych S”, s, ¢, znalezé
funkcje przepltywu [f,»j]*, spetniajaca warunki
(22)-(25) taka, ze

A1) = max  F([f;]) (26)

[/ ]ev (s.)

gdzie V(s,f) — zbidr wszystkich mozliwych
przeptywow w S” z s do .

Problem ten mozna rozwigzac
wykorzystujac jeden ze znanych algorytmow
wyznaczania maksymalnego przeptywu, np.
algorytm Forda-Fulkersona [1], [9], ([17], str.
228), [39]. Jezeli po rozwigzaniu problemu
otrzymamy wartos¢  przeptywu F([ﬁ,—]*)<K
wowcezas w sieci S” (i w konsekwencji w S) nie
istnieje K rozlacznych wierzchotkowo drog
z podzbioru wierzchotkow i* do i (zbior
rozwiazan dopuszczalnych jest zbiorem pustym).
W  przeciwnym przypadku istnieje K drog
roztacznych  wierzchotkowo z  podzbioru
wierzchotkow #* do i, a drogi te mozemy
odczyta¢ z sieci S” po ostatnim kroku algorytmu
wyznaczania maksymalnego przeptywu w ten
sposob, ze startujemy K razy z wierzcholka s
i poruszamy si¢ po tukach o wartosci przeptywu
1 az dojdziemy do wierzchotka 7. Odczytane
w ten sposob ciagi naprzemienne wierzchotkéw
i tukow wskazuja k-tq droge z podzbioru #* do .
Innymi stowy, K drég w S* odczytujemy w ten
sposdb, ze identyfikujemy tzw. tancuchy
powigkszalne ([17], str. 226), ([39], str. 173),
ktére tworzyliSmy na etapie dziatania algorytmu
Forda-Fulkersona. Przy okazji nalezy zauwazy¢
wazna cechg, ktéra rowniez jest dowodem na to,
ze jezeli w sieci S istnieje K drog roztacznych
wierzchotkowo, to zidentyfikowane tancuchy
beda okresla¢ nam drogi roztaczne. Otdz z idei
konstruowania  tancuchéw  powigkszalnych
podczas realizacji algorytmu Forda-Fulkersona
wynika, ze przy przepustowosciach wszystkich
tukéw w S* réwnych c;=1 niemozliwa jest
sytuacja, aby przez  jakikolwiek  tuk
(a pamigtajmy, ze poprzez zastapienie kazdego
wierzchotka v z S przez dwa wierzcholki v’ i v”
w S", z wierzcholkow v z S ,,zrobilismy” tuki
v'—>v” w §) przechodzila wiecej niz jedna
droga (zob. warunek (22) oraz (25)).
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Zaprezentowang wyzej ide¢ wyznaczania
rozwigzania dopuszczalnego problemu manewru
przedstawia przyktad 1.

Przyktad 1
Chcemy wyznaczy¢ drogi roztaczne

wierzchotkowo dla K=2 obiektéw, przy czym
={1,2,3} oraz i"={6,7,8}. Sie¢ wyjsciowa S
znajduje si¢ na Rys.la.

Na Rys.lb znajduje si¢ sie¢ S  (jako
modyfikacja sieci S zgodnie z algorytmem
tworzenia sieci S*) wraz z zaznaczong funkcja
przeplywu po wykonaniu ostatniego kroku
algorytmu
Forda-Fulkersona.  Latwo  zauwazy¢,  ze
przeptyw ten spelnia warunki (22)-(25), a jego
wartos¢  wynosi Y £, =i Hfip=1+1+0=2,

czyli istnieja ~ K=2 drogi rozlaczne
wierzchotkowo z #={1,2,3} do i*={6,7,8}. Aby
je odczyta¢ startujemy 2 razy z wierzchotka s
i przechodzimy po tukach majacych wartos¢
przeptywu rowna 1.

b) H

Rys.1 Sie¢ S do przyktadu 1 wraz
z przepustowosciami c; lukow (a) oraz
odpowiadajaca jej sie¢ S” (b) z funkcja przeptywu
[f,-j]* po realizacji algorytmu wyznaczania
maksymalnego przeptywu

Otrzymujemy dwa nastgpujace ciagi :

s—1'=17>4’ >4 6’6" >t
§—2° 27555777 —>t.

Stad drogi przemieszczania dla poszczegdlnych
obiektow sa nastgpujace : 1 >4—6; 2—>5->7.
Nalezy zauwazy¢, ze rownie dobrze moglismy
polaczy¢ wierzchotek 8 w S z ¢ i wowczas
otrzymaliby$smy K=3 drogi roztaczne
wierzchotkowo. Mozna byto réwniez potaczyc
wierzchotek s tylko z dwoma wierzchotkami z i
1 wowczas mielibySmy zdefiniowane doktadnie
K=2 wierzchotki poczatkowe (po jednym dla
kazdego z K obiektow). Wowczas problem
przegrupowania z rejonu poczatkowego do
rejonu docelowego K=2 obiektow sprowadzitby
si¢ do problemu wyznaczenia K=2 drég
z ustalonych wierzchotkow poczatkowych
do ustalonych wierzchotkow  koncowych.
W pewnych jednak sytuacjach (o ktorych
napiszemy w dalszej cze$ci) wygodniejsze
bedzie postugiwanie si¢ rejonami (podzbiorami
wierzcholkow) dla K obiektow, a nie konkret-
nymi wierzchotkami. B

Ztozono$¢  podstawowego  algorytmu
Forda-Fulkersona wynosi O(Afy.), gdzie frun
oznacza warto$¢ maksymalnego przeptywu
w sieci, a efektywniejsza implementacja
tego algorytmu (zwlaszcza w przypadku
niecalkowitych warto$ci przepustowosci) podana
przez Edmondsa i Karpa [13] ma zlozonos¢
ovA?).

5. Metoda wyznaczania rozwigzania
optymalnego

W poprzednim punkcie pokazalismy jak mozna
wyznaczy¢ jedno z rozwiazan dopuszczalnych
problemu (18)-(19) z ograniczeniami (21) przy
zatozeniu rozlacznosci parami dréog dla K
obiektow. ZauwazyliSmy woéwczas, ze jezeli
warto$¢ przeptywu Fi ([ﬂj]*)<K to problem ten nie
ma rozwiazania. W przeciwnym przypadku sie¢
S° moze zawieraé wiele przeptywow
dopuszczalnych z s do ¢ Istnieje zatem problem
znalezienia  najtanszego z  przeplywow
dopuszczalnych w sensie funkcji (19). Mozemy
wobec tego przyjaé, ze nasza sie¢ S° zostanie

rozszerzona o funkcje tukowa ¢, z (2)-(3)

(otrzymamy sie¢ S™), czyli bedzie postaci:

S” = <G*,l//1,{tl.j,cl.j }> 27)
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Poniewaz f; jest wektorem K-wymiarowym
(zob. (2)), wigc na poczatku przyjmijmy, ze dla
kazdego tuku (i,j) zachodzi (zob. (3)):

L=th= = (28)

Wowczas K-wymiarowy wektor ¢; dlugosci
czasowych tuku (ij) mozemy traktowaé jako
skalar. Znaczy to tyle, ze przemieszczamy
K jednorodnych obiektéw. Przy algorytmie
rozwigzujacym problem (18)-(19) z ogranicze-
niami (21) podamy jak mozna pozby¢ si¢ tego
ograniczenia.

Problem znalezienia rozwiazania
optymalnego mozemy obecnie rozpatrywac jako
problem znalezienia najtanszego przeplywu 0
okreslonej wartosci F=K w sieci S~ i mozemy
go zdefiniowaé nastepujaco: dla danych S”

K,

>
(i,j)eU

przy ograniczeniach:

jak w (22);

jak w (23), ale podstawiamy F=K;

jak w (24), ale podstawiamy F=K;

jak w (25).

; —> min (29)

Zauwazmy, ze u nas f; moze przyjmowac tylko

dwie wartosci: 0 lub 1 1 wowczas (25) okreslac¢

bedzie minimum z sumy czaséw przejazdu K

obiektow z s do ¢ (czyli (19), jesli tylko
vV 7, =0).

k=1,K

Idea algorytmu rozwigzania tego problemu
pochodzi od Busackera i Gowena [3]: najpierw
znajdujemy najtansza drog¢ z s do 7 stosujac
jeden z algorytméw wyznaczania najkrotszych
drég, np. zawarty w [11], [12], [37], a nastepnie
przesylamy ta droga mozliwie najwigcej
jednostek przeptywu. Jesli osiagneliSmy juz
przeplyw o wartosci K, to konczymy obliczenia.
W przeciwnym razie modyfikujemy sie¢ S
(W sposob opisany ponizej), biorac pod uwage
dotychczas znaleziony przeptyw. W _ zmody-
fikowanej sieci ponownie znajdujemy droge
0 najnizszym koszcie z s do ¢ i przesytamy niag
mozliwie najwigcej. Te dwa podstawowe kroki,
polegajace na znajdowaniu drogi o najnizszym
koszcie w sieci i modyfikowaniu sieci dla
biezacego  przeptywu, sa na  przemian
powtarzane tak dlugo, az albo otrzymany
zostanie przeplyw o docelowej wartosci K, albo
biezaca sie¢ nie zawiera drogi z s do 7 (oznacza
to, ze K przekracza warto§¢ maksymalnego
przeptywu F w sieci S™).
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Modyfikacija sieci S™ [31, ([10], str. 246)

Sie¢  zmodyfikowana (powikazajqca) S
wzgledem przeptywu F= [ﬁj] w sieci S* ma taka
sama strukture jak sie¢ S*, a rézni sie Jedyme

zmodyfikowanymi  przepustowosciami cy

i zmodyfikowanymi kosztami f;, ktore

definiujemy nastepujaco:

o Jesli tuk (j,i) w sieci ma niezerowy przeptyw
Jfi» to wirtualny (pozorny) tuk (ij) jest
uzyteczny w przeciwnym kierunku i ma
przepustowosc¢ fj;, czyli

ci=f jesli £:>0 (30)

e Koszt przyporzqdkowany temu tukowi jest
réwny -t;, gdyz tuk (i,j) jest uzyteczny tylko
po to, by zredukowaé przeptyw (a zatem by
zredukowac takze koszt), czyli

ty=—t, jesli £;>0 31)

Ji?

e Podobnie, jesli przeptyw f; wzdtuz tuku (i,j)
jest mniejszy niz jego przepustowos¢ cj, to
mozemy przesta¢ dodatkowy przepltyw tym
nienasyconym lukiem, pod warunkiem
oczywiscie, ze przeptyw f; ma wartos¢ zero,
zatem

o Koszt przestania dodatkowej jednostki
przepltywu w tym przypadku jest taki sam jak
koszt oryginalny, czyli

ti=t, jeslify=0ic;>f;  (33)

e Wreszcie, poniewaz nasycone tuki nie sg

uzyteczne zgodnie z ich orientacja,
przyjmujemy
E’j:cl’i_fij:o’ ;ZjZOO,
Jeéll «fij:cl'f 1];120 (34)

Zauwazmy, ze powyzsze warunki zapewniaja
spetnienie zaleznosci f; f;=0, bowiem w tym
samym czasie luk nie moze by¢ uzyty do
przesytania przeptywu w obu przeciwnych
kierunkach. Pozostate tuki z S, czyli tuki
z zerowym przeplywem, nie ulegaja zmianie

w zmodyfikowanej sieci S . B

Schemat algorytmu znajdowania
najtanszego przeptywu mozna przedstawi¢ w
sposob nastepujacy [3], ([10], str. 247).
Doktadna posta¢ tego algorytmu znajduje si¢ np.
w [3], [9] oraz [10].
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Algorytm Busackera-Gowena
S =5
v f.=0;

.. [/ 2
(i.)eUg Y

WHILE (warto$¢ przeplywu < K) AND
(istnieje drogaz s do rw §) DO
znalez¢ najkrotsza droge Pzsdotw S ;
IF nie istnieje taka droga THEN
EXIT;
wysta¢ dodatkowy przeptyw wzdhuz P,
az albo P stanie si¢ nasycona, albo
warto$¢ przepltywu osiagnie K;
IF droga P staje si¢ nasycona THEN
utworzy¢ zmodyfikowana sie¢ S ;
END WHILE. B

Nastepujace twierdzenie mowi o tym, ze
w taki sposéb przeprowadzony algorytm daje
rozwigzanie optymalne, tzn. najtanszy przeptyw:

Twierdzenie 2 [3]
Niech f' bedzie

o wartosci F; w

najtanszym przeptywem
sieci G, G-

zmodyfikowana wzgledem przeptywu f', a P -

siecia

najtanszg droga z s do ¢ w sieci G, . Przeptyw

f?, otrzymany z f' poprzez przestanie
dodatkowych jednostek droga P z s do ¢, jest
takze  najtanszym  przeptywem w G
o odpowiednio powigkszonej wartosci. B

Ide¢ algorytmu przedstawimy w przyktadzie 2.

Przykiad 2
Podobnie jak w przyktadzie 1, chcemy

wyznaczy¢ drogi roztaczne wierzchotkowo dla
dwoch obiektow, przy czym i={1,2,3} oraz
i={6,7,8}. Sie¢ wyjsciowa S znajduje si¢ na
Rys.2a. Pierwsza liczba z opisanych na tukach
podaje koszt (czas) pokonania tego ‘tuku
(przyjmujemy zalozenie, jak w (28)) natomiast
druga opisuje przepustowos¢ tego tuku.

Na Rys2b znajduje si¢ sie¢ S~ (jako
modyfikacja sieci S° z Rys.lb) przy czym
pierwsza z liczb na ‘tukach opisuje koszt
pokonania tuku, a druga jego przepustowosc.
Nalezy zauwazy¢, ze koszt kazdego tuku z v’ do
v” jest zerowy poniewaz w sieci S, na jej
wierzcholkach nie byta opisana funkcja kosztu.
Z podobnego powodu réwniez zerowy jest koszt
na wszystkich tukach (s,v’) oraz (v",f) w S .
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Rys.2. Sie¢ § do przyktadu 2 wraz z kosztami 7;;
i przepustowosciami Cy hukow (a)

oraz odpowiadajaca jej sie¢ S** (b)

Iteracja 1

Na poczatku wszystkim tukom przypisujemy
przeplyw zerowy. Nastepnie wyznaczamy
najkrétsza droge z s do ¢ w sieci z Rys.2b; jest
nig droga P=(s,3,3",5’,57,4°,4”,7°,7",1). Koszt
przestania jednostki przeplywu ta droga jest
rowny 0+0+1+0+1+0+1+0+0=3, a maksymalny
mozliwy  przeptyw  wynosi  oczywiscie
F=1<K=2. Okreslamy wi¢c przeptyw o wartosci
1 po tej drodze, czyli fi3- = f3:37 = fivs: = fsr50 = forp:
= fra = fyr = fr7=fr+ = 1, modyfikujemy siec¢
uwzgledniajac otrzymany przeplyw (zob. Rys.3)
i przechodzimy do nastepnej iteracji. Zauwazmy,
ze na Rys.3 nie narysowalismy tukow, ktorymi
zostal przestany aktualny przeptyw, gdyz
zgodnie z (34), dla kazdego takiego tuku (i)

zachodzi : ¢j =c; — f; =0 oraz t; =0 i tuk

o takich parametrach nigdy wiecej nie bedzie
brany pod uwage przy wyznaczania drogi
najkrotszej, bo jego koszt czasowy jest rowny
nieskonczonosci.

39



Z. Tarapata, Zastosowanie metod wyznaczania przeplywu w sieciach do planowania manewru wojsk

Iteracja 2

Najkrotsza droga z s do ¢ w sieci z Rys.3 jest
P=(s, 1’ ,17 4,57 8,877 47 ,6° ,67,1). Koszt
przestania jednostki przeplywu ta droga jest
réowny 0+0+2+(-1)+2+0+3+(-1)+4+0+0=9,
maksymalny mozliwy przeptyw po tej drodze
wynosi oczywiscie F=1. Przesytamy 1 jednostke
i otrzymujemy przeplyw o catkowitej wartosci
F=1+1=2, czyli tyle ile chcieliSmy otrzymac,
tzn. F=K=2. Skumulowane wartosci
przeptywow tukowych wynoszg teraz: f;: = f3:3»
= fos = fos=1, fiow = 0, fowr = 1, firr = 0, fy7"=
Sro=fr = = frae =1 fog = fog = for = 1
fre =foe =fo= 1. Nalezy zauwazy¢, ze z %ukow
ktéorymi w obu iteracjach przesylalismy
jakikolwiek przeptyw, fs»4=0 oraz f;»»=0, gdyz
w pierwszej iteracji przestalismy tymi tukami
przeptyw réwny 1, ale w drugiej iteracji
przestalismy tukami przeciwnymi rdwniez
przepltyw réwny 1, czyli tak jak by$Smy przestali
w tym samym kierunku przeptyw roéwny
1+(-1)=0.

0,1
4,1
7 @72’1 G “
0,1

0,1
31 1,1
0,1
0,1 01
# 0,1

Jozso)
&

Rys.3. Sie¢ S po pierwszej iteracji wraz ze

zmodyfikowanymi kosztami Li

oraz przepustowo$ciami 7

Na Rys.4 pokazano sie¢ S~ po iteracji nr 2
(ostatniej) oraz po przypisaniu tukom sieci
ostatecznych wartos$ci przeplywu otrzymanych
po realizacji algorytmu. Wartosci przeplywow
lukowych otrzymane po zakonczeniu dzialania
algorytmu identyfikuja nam 2 drogi rozlaczne
wierzchotkowo z s do :
¢ s 4 54756671
koszt (czas przejazdu) wynosi:
0+0-+2+0+4+0+0=6;
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¢ 533557 ST -
koszt (czas przejazdu) wynosi:
0+0+1+0+8+0+0=9;

o

i

Rys.4. Sie¢ S** po zakonczeniu dziatania algorytmu
z opisanymi na tukach przeptywami koncowymi

b

o

-

Na tej podstawie mozemy W prosty sposéb
otrzymac¢ zbiory [, oraz T, z (7) i (8)
przechodzac jednoczesnie na sie¢ wyjsciowa S
z Rys.2a. Otrzymamy:

11 = (11476)
T]:(0,292+4):(09296)3
12 = (35597)

TZZ(Oa 1 5 1 +8):(05 1 a9)9 u

Z1ozonos¢é
wynosi [1]: n

algorytmu Busackera-Gowena
-0(V*), gdzie

max

n,.. = min{(Deg(s)—l),(Deg(t) ) max}(35)

przy czym Deg(s), Deg(f) oznaczaja stopien
wierzcholka zrédtowego s oraz docelowego ¢,
fmax Oznacza maksymalna warto$¢ przeplywu,
ktora chcemy osiagnaé. Biorac pod uwage, ze
maksymalna warto$¢ przeptywu, ktéra chcemy
osiagnaé jest rowna K otrzymujemy zlozonosé
algorytmu dla naszego problemu roéwna
K-O(V?). Jezeli jako algorytmu wyznaczania
najkrotszej drogi uzyjemy efektywne;j
implementacji algorytmu Dijkstry ([6], [9], [11],
[17], [39]) opartej o kopce Fibonacciego

(O(VlogV+A) zamiast O(Vz)), wowczas

ztozonosé obliczeniowa rozpatrywanego

problemu wynosi K - O(V logl + A) , gdzie

V=2W+2 oraz A=U+W=+K, +K,'. Zauwazmy, ze
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z zatozenia i* Mi’ =@ wynika, iz K, <W /2
oraz Kd <W /2 (pamigtamy, ze W oznacza
liczbe wierzchotkéw w sieci wyjsciowej S).
Odnoszac  zatem zlozono$¢  opisywanego
algorytmu do rozmiaru pierwotnej sieci S (S”)
mozemy napisaé, iz ztozonos$¢ prezentowanego
algorytmu wynosi K~O(W10gW +U+W).

Powstaje jednakze problem zwiazany z tym, ze
algorytm Dijkstry nie dziata poprawnie jezeli
wagi tukow sa liczbami ujemnymi (a u nas tak
bedzie w sieci zmodyfikowanej S, zob. Rys.3).
Mozna wowczas wykorzysta¢ modyfikacje
algorytmu  Dijkstry  zaproponowana przez
Edmondsa i Karpa w [13]. Zaproponowali oni,

aby po kazdej modyfikacji sieci S znalezé
najmniejszy z ujemnych kosztéw tukowych #,,,
sieci 1 nastgpnie do kosztu kazdego tuku dodaé
liczbg¢ —1,,;,- Pozbywamy si¢ wowczas ujemnych
kosztow sieci, a rozwiazanie (w sensie drogi,
a nie jej dtugosci !) jakie otrzymujemy w sieci

S po zwigkszeniu kosztow wszystkich tukdéw

0 —t,in jest takie samo, jak w sieci S z ujemnymi
kosztami.

6. Rozszerzenia problemu planowania
manewru

Rozpatrzymy teraz kilka rozszerzen
rozwazanego problemu.

(A)  Przypadek manewru  niejednorodnych
obiektow

Pozostanmy  przy  problemie (18)-(19)
z ograniczeniami (21). W poprzednim punkcie
podano  metod¢ znalezienia  rozwiazania

optymalnego tego problemu, przy zatozeniu
(28). ZaktadaliSmy zatem, ze przemieszczane
obiekty sa jednorodne z punktu widzenia czasu
pokonywania tego samego odcinka drogi (tuku),
tzn., ze przemieszczamy identyczne obiekty.
Podamy teraz sposob pozbycia si¢ tego
ograniczenia. Zauwazmy przy tym, ze algorytm
opisany w poprzednim punkcie dziala w ten
sposob, ze doktadnie K razy szukana jest droga
najkrotsza z s do + w modyfikowanej na biezaco

sieci S'. Z (3) wynika, ze czasy pokonania tuku
(i) dla k-tego obiektu zaleza od maksymalne;j
predkosci v, tego obiektu. Uporzadkujmy zatem
obiekty manewrowe zgodnie z ich rosnacymi
predkosciami poruszania sie, tzn. przypiszmy im
takie kolejne numery 1,...,K, Zze zachodzi :

V2L 2V 2V (36)

Woéwczas otrzymamy nastepujaca zaleznosc
(por.z (3)) :
k < n
k:% n% (i,.erU(- =t (37)

Zaleznos$¢ ta mowi, ze dla wybranego tuku (i,))
czas pokonania tego ‘tuku przez obiekt
o numerze k+1 bedzie dtuzszy niz przez obiekt
o numerze k, k=1,..., K-1. Rozwiazanie problemu
(18)-(19) z ograniczeniami (21) dla K drog

wierzchotkowo  roztacznych  moze  by¢é
nastgpujace: w  k-tej iteracji  algorytmu
Busackera-Gowena bedziemy wyznaczaé

najkrotsza droge z s do ¢ dla k-tego obiektu
uporzadkowanego zgodnie z (36). W zwiazku

z tym, w modyfikowanej sieci S kosztem E,,
luku (ij) w k-tej iteracji bedzie liczba tlf
z zastrzezeniem, ze jezeli w sieci z iteracji
k’=k-1, ktéra uzywana jest w iteracji biezacej,
jakis tuk zostal wyrugowany (tzn. ;[j =0, zob.
(34)), to oczywiscie musimy roéwniez przypisac
temu tukowi E,j =00, Jezeli z kolei jakiemus
tukowi (j,i) w iteracji k’ zostat przypisany koszt
tji=—t
rowniez musimy przypisa¢ temu tukowi wartosc¢

(zob. (31)), to w biezacej iteracji

tji = —tg . Warto$ci przeptywow pozostawiamy

takie, jakie otrzymujemy w kolejnych iteracjach.

(B)  Przypadek dla
(kolizyjnych)

Najprostszym przypadkiem dla drog kolizyjnych
sg drogi roztaczne tukowo. W takich drogach
moga powtarza¢ si¢ jedynie wierzcholki dla
obiektow. W zwiazku z tym istnieje
niebezpieczenstwo, ze w tym samym czasie
wigcej niz jeden obiekt przejezdzalby przez jakis
wierzcholek. Rozpatrywanie tego przypadku
szczegdlowo przekracza zakres tego
opracowania, wskazemy zatem jedynie ideg
rozwigzania tego problemu. Problem
kolizyjnych drég opisany zostat miedzy innymi
w [4], [16], [22]. Rozpatrywany moze by¢ nie
tylko dla wspdlnych wierzchotkow, ale réwniez
dla wspolnych odcinkow drog (tukéw sieci).
Woéwczas problem ten staje si¢ nietrywialny
i zlozony, i mozna prébowac szukac¢ jedynie
metod dajacych przyblizone rozwiazania.
Wracajac do drég roziacznych  tukowo,
wystarczy zastosowa¢ algorytm Busackera-
Gowena w sieci S z Rys.2, powigkszajac ja
o wierzchotek s 171 dodajac odpowiednie tuki do
lub z tych wierzchotkéw (tak jak przy tworzeniu
sieci §* z § w punkcie 3 opisu). W algorytmie
znajdowania najkrotszej drogi nalezaloby

drég  nieroziqcznych
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uwzgledni¢ okresy zajgtosci poszczegodlnych
wierzchotkow, wynikajace z wyznaczenia drog
dla wczesniejszych obiektéw 1 przy takiej
modyfikacji przeprowadzaé realizacje wyzej
wymienionego algorytmu. Wydaje si¢, ze ten
problem mozna w stosunkowo latwy sposob
rozwiazac.

(C) Inne rozszerzenia

Nastgpne  ograniczenia dla  rozwazanego
problemu moga wynika¢ z faktu, ze drogi dla
poszczegdlnych obiektow musza spetnia¢ pewne
dodatkowe warunki (np. na minimalne
i maksymalne odlegtosci migdzy nimi, musza
przechodzi¢ przez pewne zadane wierzchotki
posrednie, itp.). Rozwiazania tych i temu
podobnych probleméw mozna znalez¢ np. w [4],
[12], [14]. Problem przechodzenia drég przez
wybrane wierzchotki posrednie mogtby by¢
zastosowany u nas np. do tego, aby
przemieszcza¢ K obiektéw z ustalonych
wierzchotkow poczatkowych do ustalonych
wierzchotkow  koncowych. Tak rozumiany
problem wyznaczania drdg roztacznych jest
znanym problemem trudnym obliczeniowo
(nalezy do klasy NP) i opisywany jest m.in.
w [25], [26], [30]. Dla przyktadu, w pracy [30]
opisano aproksymacyjny algorytm znajdowania
K rozlacznych drég, ktory jest uogolnieniem
algorytmu Dijskstry. Rozwigzanie problemu
przemieszczania obiektow z rejonu
poczatkowego do koncowego przedstawione
w tym opracowaniu nie zapewnia bowiem
przemieszczania tych obiektéw ze Scisle
okreslonych  wierzchotkow  do  innych
konkretnych wierzchotkéw. Nawet wybranie
doktadnie K  wierzchotkéw poczatkowych
i koncowych (po jednej parze dla kazdego
obiektu) nie zapewnia nam tego, ze kazdym
obiektem bedziemy si¢ przemieszcza¢ do
ustalonego wierzchotka koncowego. Otrzymane
rozwigzanie gwarantuje nam jedynie tyle, Zze
wyznaczymy dokladnie K drég roztacznych
wierzchotkowo (jesli tyle oczywiscie istnieje),
dotrzemy wszystkimi obiektami do rejonu
koncowego (zbioru wierzchotkdéw), przy czym
kazdy obiekt osiagnie inny wierzchotek z tego
rejonu (ale nie mamy wptywu na to, ktéry to
bedzie wierzchotek z podzbioru wierzchotkéw
koncowych) i suma czasOw przemieszczania
wszystkich  obiektow  bedzie najmniejsza
z mozliwych. Kolejne rozszerzenia tego
problemu moga dotyczy¢ sytuacji oddziatywania
na sie¢ przez potencjalnego przeciwnika.
Powstaje  wowczas  problem  planowania
manewru w  warunkach  stochastycznych.
Rozwiazanie podobnego problemu zostato
zaproponowane np. w [7], [28].
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7. Podsumowanie

Rozpatrywany w artykule problem wraz
przedstawionymi w punkcie 6 rozszerzeniami
wpisuje si¢ w etap planowania manewru. Na
etapie symulacji przemieszczania (np. kolumn
marszowych) istnieje potrzeba synchronizacji
przemieszczanych kolumn [29]. Rozwiazuje sig¢
woéwczas problem sterowania optymalnego
(ruchem kolumn) celem np. zsynchronizowania
czasdw ich dotarcia do wybranych punktéw
synchronizacji [35]. Innym, nieopisywanym
w punkcie 6 rozszerzeniem rozwazanego
w artykule problemu moze by¢ problem
planowania manewru (poszukiwania drog)
w warunkach wielokryterialnych. Obszerny
przeglad stosowanych rozwiazan oraz adaptacji
standardowych algorytmow wyznaczania drog
najkrétszych  do  rozwiazania  problemu
wielokryterialnego przedstawiono w [34], [38].
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