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 W artykule przedstawiono opis sposobu wykorzystania metod wyznaczania przep ywu w sieciach do 
rozwi!zania specyficznego problemu planowania manewru wojsk. Zdefiniowano model sieci formalnej, 
bazuj!cej na danych z cyfrowej mapy terenu, wykorzystywanej jako model "rodowiska w problemie 
planowania manewru. Sformu owano optymalizacyjny problem planowania przegrupowania K obiektów 
z rejonu startowego (reprezentowanego przez podzbiór wierzcho ków sieci formalnej) do rejonu docelowego, 
z dodatkowym ograniczeniem na roz !czno"# dróg. Opisano sposób modyfikacji sieci pierwotnej oraz 
poszukiwania jednego z rozwi!za$ dopuszczalnych sformu owanego problemu planowania przegrupowania 
z u%yciem metody znajdowania przep ywu maksymalnego w sieci zmodyfikowanej. Przedyskutowano metod& 
poszukiwania rozwi!zania optymalnego bazuj!c! na algorytmie znajdowania przep ywu zaspokajaj!cego 
o minimalnym koszcie w pewnej sieci zast&pczej. Opisane metody zilustrowano przyk adami obliczeniowymi. 
Oszacowano z o%ono"# obliczeniow! prezentowanych algorytmów. Artyku  ko$czy omówienie rozszerze$ 
sformu owanego problemu wyj"ciowego oraz metod ich rozwi!zywania. 
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1. Wprowadzenie  
 
Problem planowania manewru jest jednym  
z zasadniczych elementów dzia a$ bojowych  
i jest zwi!zany z przegrupowaniem jednostek 
wojskowych na polu walki zarówno w czasie 
dzia a$ bojowych, jak i na etapie ich 
planowania. W symulatorach walki, ale równie% 
w systemach wspomagania dowodzenia,  
proces planowania i symulacji przemieszczania 
obiektów ma wp yw na dok adno"#, 
adekwatno"#, efektywno"# i inne charakterystyki 
tych systemów (w szczególno"ci symulatorów). 
Planowanie i symulacja przegrupowania jednos-
tek s! równie% podstawowymi problemami 
rozpatrywanymi w systemach typu CGF (ang. 
Computer Generated Forces) [23]. Nieod !czn! 
cz&"ci! tego typu systemów s! modu y 
planowania tras przemieszczania bazuj!ce na 
modelach terenu i wykorzystuj!ce przetworzone 
z nich informacje. Dla przyk adu modu  tego 
typu stosowany w systemie ModSAF opisany 
zosta  w [19]. W wielu istniej!cych systemach 
symulacyjnych oraz systemach wspomagania 
decyzji stosuje si& ró%ne rozwi!zania zwi!zane z 
omawian! tematyk!  [2], [5], [18], [32]. W [2] 
autorzy opisuj! system mieszany planowania 
tras („po drogach-na prze aj”) z u%yciem 
systemów typu GIS w symulatorach. Opisuj! 
m.in. tzw. hierarchiczny system planowania 

dróg, jako cz&"# prognostycznego systemu 
analiz taktycznych (ang. Predictive Intelligence 

Military Tactical Analysis System (PIMTAS)). 
Rozszerzeniem omawianego systemu jest tzw. 
Route Planning Uncertainty Manager (RPLUM) 

przedstawiany w [15]. System ten wykorzystuje 
analiz& niepewno"ci do analizy terenu  
i projektowania tras przemieszczania wy-
korzystuj!c ró%ne kategorie niepewno"ci 
(prawdopodobie$stwo, rozmyto"#). Autor [5] 
opisuje modu  planowania tras w systemie  
o nazwie Close Combat Tactical Trainer 
(CCTT). Kreitzberg w [18] opisuje analizator 
przemieszczania (ang. Tactical Movement 

Analyzer (TMA)). System ten wykorzystuje 
mapy cyfrowe, zdj&cia satelitarne, warunki 
pogodowe i rodzaj pojazdu, aby okre"li# 
przejezdno"# kwadratu terenu (o d ugo"ci boku 
ok. 0.5 km). W polskim systemie symulacyjnym 
SSWSO „Z ocie$”, wykorzystywany jest 
dwupoziomowy model terenu [33] bazuj!cy na 
przetworzonych danych z map cyfrowych  
w formacie VPF (ang. Vector Product Format): 
w postaci siatki kwadratów o regularnych 
bokach oraz w postaci sieci drogowo-kolejowej. 
Oba te modele s! zintegrowane, tzn. istnieje 
mo%liwo"# przej"cia z jednego modelu  
do drugiego (patrz punkt 2). Wiele  
z prezentowanych systemów wykorzystuje  
do planowania przemieszczania tzw. ci!g y 



Z. Tarapata, Zastosowanie metod wyznaczania przep ywu w sieciach do planowania manewru wojsk 

 32

algorytm Dijkstry (ang. Dijkstra’s Continuous 

Algorithm) zaproponowany przez Mitchell’a 
[21]. Przegl!d mo%liwych rozwi!za$ w tym 
zakresie przedstawiono m.in. w [32]. 

W niniejszym opracowaniu przedstawiono 
sposób wykorzystania metod wyznaczania 
przep ywów w sieciach do rozwi!zania 
specyficznego problemu planowania manewru 
wojsk l!dowych. W punkcie 2 przed- 
stawiono model terenu. Punkt 3 zawiera 
zdefiniowanie specyficznego problemu 
planowania manewru wojsk. W punkcie 4 
przedstawiono metod& poszukiwania jednego  
z rozwi!za$ dopuszczalnych zdefiniowanego 
problemu z wykorzystaniem metody 
poszukiwania przep ywu maksymalnego,  
a w punkcie 5 – metod& wyznaczania roz-
wi!zania optymalnego z wykorzystaniem 
metody wyznaczania przep ywu najta$szego  
w sieci. Punkt 6 zawiera opis kilku rozszerze$ 
rozpatrywanego problemu wyj"ciowego oraz 
metod ich rozwi!zania. Opracowanie ko$cz! 
wnioski. 

 
2. Model terenu 

 
Jednym z zasadniczych problemów  
w trakcie rozwi!zywania wszelkiego rodzaju 
zagadnie$ transportowych (a zadanie 
przemieszczania jest szczególnym przypadkiem 
zadania transportowego), który niejednokrotnie 
rzutuje na charakter i dok adno"# rozwi!zania, 
jest odpowiednie odwzorowanie „"rodowiska”, 
w którym jest rozpatrywane zagadnienie 
transportowe. Modelem takiego „"rodowiska” 
jest z regu y graf z opisanymi na nim 
odpowiednimi funkcjami, które opisuj! 
„"rodowisko”. Wówczas graf taki (jako struktura 
„"rodowiska”) staje si& sieci!, która w sposób 
ilo"ciowy (czasami równie% jako"ciowy) opisuje 
otoczenie. W naszym przypadku opisem 
„"rodowiska” mo%e by# np. sie# dróg lub inna 
sie# opisuj!ca mo%liwo"ci poruszania si&  
w rzeczywistym terenie z opisan! na ga &ziach 
funkcj! odleg o"ci mi&dzy wierzcho kami sieci. 
Dla przyk adu, w systemie JTLS [27], [36] teren 
reprezentowany jest za pomoc! heksagonów 
(sze"ciok!tów foremnych) o rozmiarach od 1km 
do 16km. Podobnie teren reprezentowany jest w 
systemie CBS [8], z tym, %e heksagony maj! 
rozmiar 3km. W CBS zastosowano dodatkowo 
reprezentacj& wektorowo-obszarow! terenu.  
W obu tych systemach stosuje si& r&czne  
i automatyczne metody planowania tras dla 
obiektów (np. w CBS tzw. kontroler wprowadza 
kolejne punkty (wspó rz&dne), przez które ma 
przechodzi# droga). Z kolei w systemie 

„Z ocie$”, który powsta  na Wydziale 
Cybernetyki WAT na potrzeby SZ RP, 
wykorzystywany jest model otoczenia 

1 2( ) ( ), ( )OS t Z t Z t  pola walki zawieraj!cy dwa 

sk adowe modele, powsta e po przetworzeniu 
danych z cyfrowych map terenu w formacie VPF 
[33]: pierwszym jest model bazuj!cy na podziale 
terenu na regularn! siatk& kwadratowych 
podobszarów (Z1(t)), a drugi to model sieci dróg 
(wraz z mostami, sta ymi przeprawami, 
wiaduktami) - Z2(t). Pierwszy z modeli (Z1(t)) 
jest wykorzystywany do modelowania 
rozmieszczenia wojsk w terenie oraz na jego 
podstawie (a dok adniej: na podstawie funkcji 
opisanych na kwadratach sieci) okre"la# 
b&dziemy wp yw terenu na przebieg dzia a$ 
(skuteczno"# ognia, widoczno"#, zdolno"# do 
maskowania itp.), natomiast drugi z modeli 
(Z2(t)) wykorzystywany jest  przy modelowaniu  
przegrupowania (przemieszczania) kolumn 
marszowych, dowozu zaopatrzenia, ewakuacji 
rannych itp., czyli takich dzia a$, dla których 
wymagana jest sie# drogowa. Regularna sie# 
kwadratów dzieli interesuj!cy nas obszar terenu 
na kwadratowe podobszary tych samych 
rozmiarów (o d ugo"ci boku równej 200 m), 
przy czym ka%dy z kwadratów jest jednorodny 
ze wzgl&du na szereg charakterystyk go 
opisuj!cych (stopie$ os abienia pr&dko"ci, 
stopie$ widoczno"ci, stopie$ maskowania, itp.). 
W sieci drogowo-kolejowej wierzcho kami sieci 
formalnej s! skrzy%owania drogowe i kolejowe, 
a kraw&dzie ( uki)  !cz! s!siaduj!ce 
skrzy%owania. Oba te modele s! zintegrowane, 
tzn. istnieje mo%liwo"# przej"cia z jednego 
modelu do drugiego. Jest to mo%liwe dlatego, %e 
ka%dy kwadrat w modelu sieci kwadratów 
zawiera informacje o odcinkach dróg przez 
niego przebiegaj!cych. Z drugiej strony, ka%dy 
odcinek drogi (reprezentowany w modelu sieci 
drogowo-kolejowej przez  uki) posiada 
informacje, przez które kwadraty sieci 
kwadratów przebiega. Dlatego te% droga 
przemieszczania si& dowolnego obiektu mo%e 
zawiera# zarówno odcinki sieci drogowo-
kolejowej, jaki i kwadraty sieci kwadratów.  
W obu modelach zak ada si&, %e  funkcje opisane 
na wierzcho kach i  ukach sieci zale%! od czasu. 
Na potrzeby artyku u, dla ustalenia opisu sieci S 
b&d!cej modelem terenu, przyjmiemy 
nast&puj!c! definicj&: 
 

,S G D    (1) 

 
gdzie: G - graf Berge’a, bez p&tli, na którym 

opisana jest sie# S, ,G GG W U , W=|WG|, 
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G G GU W W! " , U=|UG|; , 'w w W W
D d

"
 # $% & - 

macierz odleg o"ci mi&dzy wierzcho kami sieci. 
Niech maksymalne pr&dko"ci obiektów 
manewrowych (pojazdów, grup pojazdów lub 
oddzia ów) wynosz! v1, v2,…, vk, ..., vK, przy 
czym 

1,
0k

k K
v

 
' ( . Poniewa% pr&dko"ci te mog! 

by# ró%ne dla ró%nych jednostek, wi&c 
minimalny czas , 'w wt pokonania  uku , 'w wu dla 

ka%dego , ' {1,..., }w w W)  jest wektorem  
K-wymiarowym i ma posta#: 
 

1 2
, ' , ' , ' , ' , ', ,..., ,...,k K

w w w w w w w w w wt t t t t   (2) 

 
gdzie 1,...,k K'   zachodzi: 
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  0
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   (3) 

   
Funkcja , '( )w wu*  przyjmuje warto"ci  

z przedzia u [0,1] i ich interpretacja jest taka, i% 
opisuj! one stopie$ os abienia pr&dko"ci 
poruszania si& po danym  uku ze wzgl&du na 
warunki topograficzne, atmosferyczne, itp. 
odcinka drogi (trasy), którego reprezentantem 
jest  uk (wi&cej na ten temat mo%na znale'# np. 
w [31], [33]). Wobec tego sie# S z (1) mo%e by# 
zdefiniowana jako: 
 

' , uS G t    (4) 

 

gdzie:  , '[ ]u w w W Wt t "            (5) 

 
Sie# S z (1) b&dziemy wykorzystywa#  
w przypadku szukania najkrótszych dróg 
przemieszczania w sensie odleg o"ci terenowej 
natomiast sieci S’ z (4) - w przypadku szukania 
najkrótszych dróg przemieszczania w sensie 
czasu.  
 
3. Zdefiniowanie problemu manewru 

wojsk l!dowych 
 
Problem manewru wojsk l!dowych sprowadza 
si& do zaplanowania przegrupowania K obiektów 
manewrowych (pojazdów, kolumn pojazdów, 
pododdzia ów) z pewnego rejonu pocz!tkowego 
do pewnego rejonu docelowego (ko$cowego). 

Za rejony mo%emy uwa%a# pewne podzbiory 
wierzcho ków sieci S. Obiekty podlegaj!ce 
przegrupowaniu przyjmuj! pewne ugrupowanie  
i najcz&"ciej tym ugrupowaniem jest 
ugrupowanie marszowe, czyli kolumny 
pojedynczych obiektów. Problem wyznaczania 
planu przegrupowania dla wielu kolumn jest 
problemem bardzo z o%onym. Zagadnienie to 
znacznie si& komplikuje, z tego wzgl&du, %e 
kolumny marszowe s! rozci!gni&te na pewnej 
d ugo"ci, a w zwi!zku z tym okre"lone 
wierzcho ki i drogi w pewnych okresach czasu 
s! zaj&te przez dan! kolumn&. Wobec 
powy%szego w pewnych odcinkach czasu nie 
b&dzie mo%liwo"ci przejazdu przez dany 
wierzcho ek czy odcinek ( uk) drogi. Zaj&to"# ta 
mo%e wynika# równie% z dzia alno"ci jednostek 
nadrz&dnych.  

Zaproponowana w dalszej cz&"ci punktu 
definicja problemu nie ogranicza go jednak%e do 
problemu planowania manewru wy !cznie 
kolumn obiektów. Przyjmiemy jedynie 
za o%enie, %e szeroko"# obiektu manewrowego 
jest nie wi&ksza ni% jego d ugo"#. Wówczas, 
konstruuj!c sie# kwadratów terenu, d ugo"# 
boku najmniejszego umownego kwadratu 
obszaru jednorodnego topograficznie b&dzie nie 
mniejsza ni% szeroko"# tego obiektu 
manewrowego. Je%eli obiekty manewrowe maj! 
niejednorodn! wielko"# to za d ugo"# boku 
najmniejszego umownego kwadratu obszaru 
jednorodnego topograficznie przyjmujemy 
szeroko"# najwi&kszego (w sensie szeroko"ci) 
obiektu manewrowego. 

Ka%dy k-ty obiekt manewrowy ma tzw. 
d ugo"# czasow! 5k (jak np. kolumna pojazdów). 
Wierzcho ek sieci b&dziemy uwa%ali za zaj&ty  
z chwil!, gdy czo o obiektu manewrowego 
„wjedzie” na niego, a za zwolniony - je%eli ogon 
obiektu „opu"ci” go. Czas zaj&to"ci wierzcho ka 
równy jest d ugo"ci czasowej 5k obiektu 
manewrowego : 

k
k

kv

6
5      (6) 

gdzie: 
5k - d ugo"# czasowa k-tego obiektu 

  manewrowego;  
6k - d ugo"# obiektu manewrowego; 
vk  - pr&dko"# obiektu manewrowego. 

 
Poj&cie zaj&to"ci danego wierzcho ka powoduje 
to, %e w danej chwili nie mo%e przeje%d%a# przez 
niego wi&cej ni% jeden obiekt. Przyjmujemy 
równie% za o%enie, %e odcinek drogi mi&dzy 
dwoma wierzcho kami ( uk) jest zaj&ty od 
chwili, kiedy czo o obiektu wjedzie na ten 
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odcinek, a% do momentu, kiedy ogon obiektu 
opu"ci go. 

W dalszej cz&"ci opracowania zajmiemy si& 
problemem wyznaczania optymalnego planu 
przegrupowania (manewru w sensie przemarszu) 
K obiektów z ustalonego rejonu pocz!tkowego 
do rejonu ko$cowego. Ustalmy równie%, %e  
w dalszej cz&"ci opracowania obiekt 
manewrowy nazywa# b&dziemy krótko obiektem 
(chyba, %e wyra'nie zaznaczymy, i% chodzi  
o inny obiekt ni% manewrowy). 
Pod poj&ciem planu przegrupowania (dla k-tego 
obiektu, k=1,...,K) b&dziemy rozumie# 
uporz!dkowane zbiory: wierzcho ków Ik 

tworz!cych drog& oraz momentów Tk 

(tworz!cych harmonogram) osi!gni&cia 
wierzcho ków nale%!cych do danej drogi: 
 

7 80 1 =  ( ),  ( ),...,  ( ),...,  ( )kRr

kI i k i k i k i k (7) 

7 80 1( ) ( ), ( ),..., ( ),..., ( )kRr

k k kT I T k k k k9 9 9 9   (8)

  

gdzie: ( )r

Gi k W)  - r-ty wierzcho ek na drodze 

dla k-tego obiektu; ( )r k9 - moment osi!gni&cia 

wierzcho ka ( )ri k  przez czo o k-tego obiektu, 
1

1, 0, 1
  ( ) ( )r r

k K r R
k

k k9 9:

  ;
' ' < , Rk - liczno"# 

zbioru wierzcho ków drogi dla k-tego obiektu. 
Pod poj&ciem planu przegrupowania P(I, T) K 
obiektów b&dziemy rozumie# uporz!dkowany 
zbiór par: 
 

7 8 7 8 7 8 7 87 81 1 2 2, , ,  , ,...,  ,K KI T I T I T P I T   (9) 

 
gdzie: 

7 81 2 ,  ,  .. . ,  ,  . . . ,   k KI I I I I  (10) 

7 81 2 ,  ,  .. . ,  ,  . . . ,  k KT T T T T  (11) 

 
Oznaczmy przez  is pocz!tkowy rejon (zbiór 
wierzcho ków) rozlokowania K obiektów, 

= >1 2 ' ', ,..., ,..., ,...,
s

s s s s s s

k K Ki i i i i i       (12) 

 

przy czym Ks’<K. 

Je%eli przez s

k9  oznaczymy moment rozpocz&cia 

przegrupowania k-tego obiektu, to 
uporz!dkowany zbiór wy%ej wymienionych 
momentów b&dzie mia  posta#: 
 

7 81 2, ,..., ,...,s s s s s

k K9 9 9 9 9  (13) 

 
Rejon docelowy dotarcia K obiektów oznaczmy 
przez id, 

 = >1 2 ', ,..., ,..., ,...,
d

d d d d d d

k K Ki i i i i i  (14) 

 

przy czym Kd
’<K. 

Za o%ymy równie% (co wynika z analizy 
problemu przegrupowania i sensowno"ci 

konstruowania planu manewru), %e s di i?  @ , 
tzn. zbiory pocz!tkowych i ko$cowych rejonów 
rozlokowania s! roz !czne. 

Przez d

k9  b&dziemy oznacza# moment przybycia 

k-tego obiektu do jednego z wierzcho ków 
rejonu docelowego. Zbiór wymienionych 
momentów b&dziemy oznacza# przez : 
 

 7 81 2, ,..., ,...,d d d d d

k K9 9 9 9 9  (15) 

przy czym 

 
1 ( ), ( )

1

k

r r

R
d s k

k k ki k i k
r

t9 9 5;

 

 : :A , 1,k K  (16) 

gdzie:  

 s

k9  - element zbioru z (13); 

 1 ( ), ( )r r

k

i k i k
t ; - czas pokonania (d ugo"#) 

 uku na drodze dla k-tego obiektu, pomi&dzy 
wierzcho kami ir-1(k) oraz ir(k), (zob. (3));  

k5 - okre"lone przez (6). 

Oznaczmy przez M zbiór nast&puj!cej postaci : 
 

 = >1 2,  ,...,  ,...,  l LM  I I I I  (17) 

 
Je"li przez (10) oznaczymy dowolny 
dopuszczalny K-elementowy uporz!dkowany 
zbiór dróg w sieci S (przy ustalonych 
wierzcho kach pocz!tkowych i ko$cowych) 
natomiast przez (11) zbiór terminów 
odpowiadaj!cych temu zbiorowi dróg, to 
naszym zadaniem jest tak u o%y# plan 
przegrupowania, tzn. wyznaczy# takie I

*
 oraz 

odpowiadaj!ce mu T*
, dla których zachodzi: 

 

7 8 7 8* *, min ,
M

9 9
)

 
I

I T I T   (18) 

gdzie:   7 8 7 8
1

,  
K

d s

k k

k

9 9 9
 

 ;AI T          (19) 

tzn. chcemy minimalizowa# sum& czasów 
przejazdu wszystkich obiektów z rejonu 
pocz!tkowego do docelowego. Czasami mo%e 

nas interesowa# funkcja 7 8,  9 I T inaczej 

zdefiniowana, tzn. 

7 8
1, 1,

,  max ( ) maxkR d

k
k K k K

k9 9 9
  

  I T  (20) 

Przy takiej definicji %!damy (wstawiaj!c (20) do 
(18)), aby chwila dotarcia najwolniejszego 
obiektu do rejonu docelowego by a jak 
najwcze"niejsza. 
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Nale%y zauwa%y#, %e przy tak 
zdefiniowanym problemie nie wymaga si&, aby 
drogi dla poszczególnych obiektów by y parami 
roz !czne. Celowo tak zdefiniowano problem, 
gdy% jest to przypadek ogólniejszy. W praktyce 
jednak cz&sto %!da si&, aby drogi 
przemieszczania dla poszczególnych obiektów 
by y parami roz !czne (tzw. drogi niezale%ne). 
Ograniczenie to podyktowane jest najcz&"ciej 
wymogami bezpiecze$stwa przegrupowania. 

W problemie (18), czy to z funkcj! 
podkryterialn! (19), czy te% z funkcj! (20), 
mo%emy stosowa# dodatkowe ograniczenia, 
które zaw&%aj! nam zbiór rozwi!za$ 
dopuszczalnych. Ograniczeniami tymi mog! 
by#, np. odleg o"ci mi&dzy drogami dla 
s!siednich obiektów, przejazd przez wybrane 
wierzcho ki po"rednie sieci, itp. (zob. np. w [16], 
[22], [29]). 

Przedstawimy obecnie rozwi!zanie 
problemu (18)-(19) przy spe nieniu warunków 
niezale%no"ci (roz !czno"ci) wyznaczanych dróg 
(czyli obiekty b&d! przemieszcza# si& w sieci 
dróg bezkolizyjnie), tzn. zak ada# b&dziemy, %e 
wierzcho ki nale%!ce do dróg dla K obiektów 
(patrz (7)) spe niaj! zale%no"#: 
 

'

'
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' 0 ,

':  '

  ( ) ( ')
k

k

r r

k k K r R
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' ' B  (21) 

 
W przypadku g&stej sieci tras przejazdu, tak 
zdefiniowany problem wystarczaj!co dok adnie 
opisuje rzeczywisty manewr. W przypadku 
przegrupowania (marszu) kolumn obiektów po 
sieci drogowej, stosuje si& kilka roz !cznych 
dróg, co wynika z regulaminów i regu  
taktycznych (np. batalion do marszu  otrzymuje 
jedn! drog!, brygada – 2 lub 3, dywizja – od 3 
do 5, itd.). 
 
4. Metoda wyznaczania jednego  

z rozwi!za" dopuszczalnych 
 
Metodami potencjalnie nadaj!cymi si& do 
rozwi!zania problemu (18)-(19)  z ograni-
czeniami (21) dla roz !cznych parami dróg  
dla K obiektów mog! by# algorytmy 
poszukiwania N-tej najkrótszej drogi zawarte  
np. w [12], [14], [20] oraz inne ([29], [30]).  
W celu znalezienia rozwi!zania dopuszczal- 
nego powy%szego problemu pos u%ymy si& 
algorytmem wyznaczania maksymalnego 
przep ywu w pewnej sieci S*, która powstanie  
w oparciu o sie# S’ z (4) (lub S z (1); na tym 
etapie nie ma to znaczenia, któr! sie# 
wybierzemy). Wykorzystamy w tym celu 

fundamentalne twierdzenie o maksymalnym 
przep ywie i mini-malnym przekroju, którego 
dowód mo%na znale'#, m.in. w ([9], str. 500), 
([17], str. 224), ([39], str. 171). 
 
Twierdzenie 1 
W ka%dej sieci S warto"# dowolnego przep ywu 
maksymalnego z s do t jest równa 
przepustowo"ci dowolnego przekroju 
minimalnego. 

Dla nas b&dzie szczególnie interesuj!cy 
jeden z wniosków, z tego twierdzenia (czasami 
formu owany jako tzw. twierdzenie Mengera). 
 
Wniosek 1 ([39], str. 172) 
Je%eli przepustowo"# ka%dego  uku jest liczb! 
ca kowit!, wtedy sie# mo%na traktowa# jako 
digraf DAG, w którym przepustowo"# opisana 
na  uku u oznacza krotno"# po !cze$ ( ukowych) 
mi&dzy wierzcho kami  uku u. Warto"# prze-
p ywu maksymalnego okre"la wówczas liczb& 
wszystkich dróg  ukowo roz !cznych  
z wierzcho ka s do t w S.   

Z wniosku p ynie natychmiastowa sugestia, 
co do sposobu znajdowania w sieci liczby dróg 
roz !cznych  ukowo mi&dzy ustalon! par! 
wierzcho ków. Opiszemy teraz sposób tworzenia 
sieci S*, w której b&dziemy szuka# K dróg 
roz !cznych wierzcho kowo. 
 
Opis tworzenia sieci S* 

1. Przypisujemy wszystkim  ukom sieci S 
warto"ci przepustowo"ci równe 1 (bo nasza 
sie# bazuje na grafie Berge’a, w którym dla 
ka%dej uporz!dkowanej pary wierzcho ków 
mo%e istnie# co najwy%ej jeden  uk)  
i wówczas warto"# maksymalnego przep ywu 
(zgodnie z wnioskiem 1) mi&dzy ustalon! 
par! wierzcho ków b&dzie okre"la# liczb& 
wszystkich dróg  ukowo roz !cznych mi&dzy 
t! par!. Nas jednak%e interesuj! drogi 
roz !czne wierzcho kowo. Wbrew pozorom 
problem ten jest niewiele trudniejszy od 
problemu poprzedniego (punkt 2).  

2. Tym razem musimy dodatkowo przypisa# 
wierzcho kom naszej sieci przepustowo"ci 
równe 1. Ale wówczas nale%y przekszta ci# 
sie#, aby pozby# si& przepustowo"ci 
opisanych na wierzcho kach. Mo%na tego 

dokona# konstruuj!c graf * * *,G W U , na 

którym opisana b&dzie sie# S*  

([9], str. 503-504): zast&pujemy ka%dy wierz-
cho ek v z S przez dwa wierzcho ki v’  
i v” w S* oraz prowadzimy  uk od v’ do v”, 
któremu przypisujemy warto"# 
przepustowo"ci tak!, jak! mia  wierz- 
cho ek v (czyli 1). Wszystkie  uki, które 
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„wchodzi y” do wierzcho ka v - „wchodzi#” 
b&d! do wierzcho ka v’, a te które 
„wychodzi y” z wierzcho ka v – b&d!  
„wychodzi#” z v”. Przepustowo"ci tych 
 uków w zmodyfikowanej sieci b&d! takie, 
jak w sieci pierwotnej (czyli równe 1). 

3. Pozostaje jeszcze jedna modyfikacja sieci S’ 
– nale%y wyró%ni# w sieci S* tzw. 'ród o s              
i odp yw t. (ród o s jest to dodatkowy 
wierzcho ek, który dodajemy do zbioru 
wierzcho ków sieci S* i z tego wierzcho ka 
wychodzi# b&d!  uki  !cz!ce Ks

’ 
wierzcho ków ze zbioru is wierzcho ków 
rejonu pocz!tkowego (pami&ta# nale%y, %e 
zgodnie z punktem 2 algorytmu, do !czamy 
te  uki do wierzcho ków typu v’). )ukom tym 
przypisujemy przepustowo"ci równe 1. 
Odp yw t jest to dodatkowy wierzcho ek, 
który dodajemy do zbioru wierzcho ków sieci 
S* i do tego wierzcho ka b&d! dochodzi#  uki 
z Kd

’ wierzcho ków (opisanych jako v”) 
zbioru id wierzcho ków rejonu docelowego. 
)ukom tym równie% przypisujemy 
przepustowo"ci równe 1. Zmodyfikowana 
sie# S* (graf G*) zawiera zatem V=2W+2 
wierzcho ków oraz A=U+W+Ks’+Kd’  uków. 

 
Zdefiniujmy teraz formalnie nasz problem 
znajdowania K roz !cznych wierzcho kowo dróg           
w zmodyfikowanej sieci S*. Niech 

* *, ijS G c , gdzie cij oznacza przepustowo"# 

 uku (i,j). Przep ywem nazywamy 
przyporz!dkowanie nieujemnych liczb fij  ukom 
(i,j), spe niaj!ce nast&puj!ce warunki: 
1. dla ka%dego  uku (i,j) w S* zachodzi: 
 

0 C fij C cij  (22) 
 
2. sie# S* zawiera wyró%niony wierzcho ek s 

('ród o), dla którego zachodzi: 
 

* *
si is

i W i W

f f F
) )

;  A A   (23) 

 
gdzie w pierwszej sumie sumujemy po 
wszystkich  ukach wchodz!cych do wierzcho ka 
i a w sumie drugiej – po wszystkich  ukach 
wchodz!cych do wierzcho ka s. Wielko"# F          
nazywa si& warto"ci! przep ywu. 
3. sie# S* zawiera wyró%niony wierzcho ek t 

(odp yw), dla którego zachodzi: 
 

* *
ti it

i W i W

f f F
) )

;  ;A A   (24) 

 

4. dla ka%dego z pozosta ych wierzcho ków j 
(wierzcho ki po"rednie) zachodzi: 

 

* *

0ji ij

i W i W

f f
) )

;  A A   (25) 

 
Problem maksymalnego przep ywu zdefiniujemy 
teraz nast&puj!co: dla danych S* , s, t, znale'# 
funkcj& przep ywu [fij]

*, spe niaj!c! warunki 
(22)-(25) tak!, %e  
 

F([fij]
*) = 

( , )
max  ([ ])
ij

ij
f V s t

F f
# $)% &

    (26) 

 
gdzie V(s,t) – zbiór wszystkich mo%liwych 
przep ywów w S* z s do t. 

Problem ten mo%na rozwi!za# 
wykorzystuj!c jeden ze znanych algorytmów 
wyznaczania maksymalnego przep ywu, np. 
algorytm Forda-Fulkersona [1], [9], ([17], str. 
228), [39]. Je%eli po rozwi!zaniu problemu 
otrzymamy warto"# przep ywu F([fij]

*)<K 
wówczas w sieci S* (i w konsekwencji w S) nie 
istnieje K roz !cznych wierzcho kowo dróg  
z podzbioru wierzcho ków is do id (zbiór 
rozwi!za$ dopuszczalnych jest zbiorem pustym).  
W przeciwnym przypadku istnieje K dróg 
roz !cznych wierzcho kowo z podzbioru 
wierzcho ków is do id, a drogi te mo%emy 
odczyta# z sieci S* po ostatnim kroku algorytmu 
wyznaczania maksymalnego przep ywu w ten 
sposób, %e startujemy K razy z wierzcho ka s  
i poruszamy si& po  ukach o warto"ci przep ywu 
1 a% dojdziemy do wierzcho ka t. Odczytane  
w ten sposób ci!gi naprzemienne wierzcho ków  
i  uków wskazuj! k-t! drog& z podzbioru is do id.  

Innymi s owy, K dróg w S* odczytujemy w ten 
sposób, %e identyfikujemy tzw.  a$cuchy 
powi&kszalne ([17], str. 226), ([39], str. 173), 
które tworzyli"my na etapie dzia ania algorytmu 
Forda-Fulkersona. Przy okazji nale%y zauwa%y# 
wa%n! cech&, która równie% jest dowodem na to, 
%e je%eli w sieci S* istnieje K dróg roz !cznych 
wierzcho kowo, to zidentyfikowane  a$cuchy 
b&d! okre"la# nam drogi roz !czne. Otó% z idei 
konstruowania  a$cuchów powi&kszalnych 
podczas realizacji algorytmu Forda-Fulkersona 
wynika, %e przy przepustowo"ciach wszystkich 
 uków w S* równych cij=1 niemo%liwa jest 
sytuacja, aby przez jakikolwiek  uk  
(a pami&tajmy, %e poprzez zast!pienie ka%dego 
wierzcho ka v z S przez dwa wierzcho ki v’ i v” 
w S*,  z wierzcho ków v z S „zrobili"my”  uki 
v’Dv” w S*) przechodzi a wi&cej ni% jedna 
droga (zob. warunek (22) oraz (25)). 
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Zaprezentowan! wy%ej ide& wyznaczania 
rozwi!zania dopuszczalnego problemu manewru 
przedstawia przyk ad 1. 
 
Przyk ad 1 

Chcemy wyznaczy# drogi roz !czne 
wierzcho kowo dla K=2 obiektów, przy czym 
is={1,2,3} oraz id={6,7,8}. Sie# wyj"ciowa S 
znajduje si& na Rys.1a. 

Na Rys.1b znajduje si& sie# S* (jako 
modyfikacja sieci S zgodnie z algorytmem 
tworzenia sieci S*) wraz z zaznaczon! funkcj! 
przep ywu po wykonaniu ostatniego kroku 
algorytmu  
Forda-Fulkersona. )atwo zauwa%y#, %e 
przep yw ten spe nia warunki (22)-(25), a jego 
warto"# wynosi 

si

i

fA =fs1’+fs2’+fs3’=1+1+0=2, 

czyli istniej! K=2 drogi roz !czne 
wierzcho kowo z is={1,2,3} do id={6,7,8}. Aby 
je odczyta# startujemy 2 razy z wierzcho ka s  
i przechodzimy po  ukach maj!cych warto"# 
przep ywu równ! 1.  
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b)  
 

Rys.1 Sie# S do przyk adu 1 wraz  
z przepustowo"ciami cij  uków (a) oraz 

odpowiadaj!ca jej sie# S* (b) z funkcj! przep ywu 
[fij]

* po realizacji algorytmu wyznaczania 
maksymalnego przep ywu 

 

Otrzymujemy dwa nast&puj!ce ci!gi : 
 
sD1’D1’’D4’D4’’D6’D6’’Dt; 
sD2’D2’’D5’D5’’D7’D7’’Dt. 
 
St!d drogi przemieszczania dla poszczególnych 
obiektów s! nast&puj!ce : 1D4D6; 2D5D7. 
Nale%y zauwa%y#, %e równie dobrze mogli"my 
po !czy# wierzcho ek 8’’ w S* z t i wówczas 
otrzymaliby"my K=3 drogi roz !czne 
wierzcho kowo. Mo%na by o równie% po !czy# 
wierzcho ek s tylko z dwoma wierzcho kami z is 

i wówczas mieliby"my zdefiniowane dok adnie 
K=2 wierzcho ki pocz!tkowe (po jednym dla 
ka%dego z K obiektów). Wówczas problem 
przegrupowania z rejonu pocz!tkowego do 
rejonu docelowego K=2 obiektów sprowadzi by 
si& do problemu wyznaczenia K=2 dróg  
z ustalonych wierzcho ków pocz!tkowych  
do ustalonych wierzcho ków ko$cowych.  
W pewnych jednak sytuacjach (o których 
napiszemy w dalszej cz&"ci) wygodniejsze 
b&dzie pos ugiwanie si& rejonami (podzbiorami 
wierzcho ków) dla K obiektów, a nie konkret-
nymi wierzcho kami.   
 

Z o%ono"# podstawowego algorytmu  
Forda-Fulkersona wynosi O(Afmax), gdzie fmax 
oznacza warto"# maksymalnego przep ywu  
w sieci, a efektywniejsza implementacja  
tego algorytmu (zw aszcza w przypadku 
nieca kowitych warto"ci przepustowo"ci) podana 
przez Edmondsa i Karpa [13] ma z o%ono"# 
O(VA2). 
 
5. Metoda wyznaczania rozwi!zania 

optymalnego 
 
W poprzednim punkcie pokazali"my jak mo%na 
wyznaczy# jedno z rozwi!za$ dopuszczalnych 
problemu (18)-(19) z ograniczeniami (21) przy 
za o%eniu roz !czno"ci parami dróg dla K 
obiektów. Zauwa%yli"my wówczas, %e je%eli 
warto"# przep ywu F([fij]

*)<K to problem ten nie 
ma rozwi!zania. W przeciwnym przypadku sie# 
S* mo%e zawiera# wiele przep ywów 
dopuszczalnych z s do t. Istnieje zatem problem 
znalezienia najta$szego z przep ywów 
dopuszczalnych w sensie funkcji (19). Mo%emy 
wobec tego przyj!#, %e nasza sie# S* zostanie 

rozszerzona o funkcj&  ukow! ijt  z (2)-(3) 

(otrzymamy sie# S**), czyli b&dzie postaci: 
 

= >** * 1, , ,ij ijS G t cE   (27) 
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Poniewa% tij jest wektorem K-wymiarowym 
(zob. (2)), wi&c na pocz!tku przyjmijmy, %e dla 
ka%dego  uku (i,j) zachodzi (zob. (3)): 
 

1 ... ...k K

ij ij ijt t t      (28) 

 
Wówczas K-wymiarowy wektor tij d ugo"ci 
czasowych  uku (i,j) mo%emy traktowa# jako 
skalar. Znaczy to tyle, %e przemieszczamy  
K jednorodnych obiektów. Przy algorytmie 
rozwi!zuj!cym problem (18)-(19) z ogranicze-
niami (21) podamy jak mo%na pozby# si& tego 
ograniczenia. 

Problem znalezienia rozwi!zania 
optymalnego mo%emy obecnie rozpatrywa# jako 
problem znalezienia najta$szego przep ywu o 
okre"lonej warto"ci F=K w sieci S** i mo%emy 
go zdefiniowa# nast&puj!co: dla danych S** , s, t, 
K, 
 

*( , )

minij ij

i j U

t f
)

DA   (29) 

przy ograniczeniach:  
jak w (22); 
jak w (23), ale podstawiamy F=K; 
jak w (24), ale podstawiamy  F=K; 
jak w (25). 
 
Zauwa%my, %e u nas fij mo%e przyjmowa# tylko 
dwie warto"ci: 0 lub 1 i wówczas (25) okre"la# 
b&dzie minimum z sumy czasów przejazdu K 
obiektów z s do t (czyli (19), je"li tylko 

1,
0s

k
k K

9
 
'  ). 

Idea algorytmu rozwi!zania tego problemu 
pochodzi od Busackera i Gowena [3]: najpierw 
znajdujemy najta$sz! drog& z s do t, stosuj!c 
jeden z algorytmów wyznaczania najkrótszych 
dróg, np. zawarty w [11], [12], [37], a nast&pnie 
przesy amy t! drog! mo%liwie najwi&cej 
jednostek przep ywu. Je"li osi!gn&li"my ju% 
przep yw o warto"ci K, to ko$czymy obliczenia. 
W przeciwnym razie modyfikujemy sie# S**  
(w sposób opisany poni%ej), bior!c pod uwag& 
dotychczas znaleziony przep yw. W zmody-
fikowanej sieci ponownie znajdujemy drog&  
o najni%szym koszcie z s do t i przesy amy ni! 
mo%liwie najwi&cej. Te dwa podstawowe kroki, 
polegaj!ce na znajdowaniu drogi o najni%szym 
koszcie w sieci i modyfikowaniu sieci dla 
bie%!cego przep ywu, s! na przemian 
powtarzane tak d ugo, a% albo otrzymany 
zostanie przep yw o docelowej warto"ci K, albo 
bie%!ca sie# nie zawiera drogi z s do t (oznacza 
to, %e K przekracza warto"# maksymalnego 
przep ywu F w sieci S**). 

Modyfikacja sieci S** [3], ([10], str. 246) 

Sie# zmodyfikowana (powi&kszaj!ca) S  
wzgl&dem przep ywu F=[fij] w sieci S** ma tak! 
sam! struktur& jak sie# S**, a ró%ni si& jedynie 

zmodyfikowanymi przepustowo"ciami ijc   

i zmodyfikowanymi kosztami ijt , które 
definiujemy nast&puj!co: 
F Je"li  uk (j,i) w sieci ma niezerowy przep yw 

fji, to wirtualny (pozorny)  uk (i,j) jest 
u%yteczny w przeciwnym kierunku i ma 
przepustowo"# fji, czyli 

ij jic f , je"li  fji > 0   (30) 

 
F Koszt przyporz!dkowany temu  ukowi jest 

równy -tji, gdy%  uk (i,j) jest u%yteczny tylko 
po to, by zredukowa# przep yw (a zatem by 
zredukowa# tak%e koszt), czyli 

ij jit t ; , je"li  fji > 0   (31) 

 
F Podobnie, je"li przep yw fij wzd u%  uku (i,j) 

jest mniejszy ni% jego przepustowo"# cij, to 
mo%emy przes a# dodatkowy przep yw tym 
nienasyconym  ukiem, pod warunkiem 
oczywi"cie, %e przep yw fji ma warto"# zero, 
zatem 

ij ij ijc c f ; ,  je"li fji = 0 i cij > fij  (32) 

 
F Koszt przes ania dodatkowej jednostki 

przep ywu w tym przypadku jest taki sam jak 
koszt oryginalny, czyli 

ij ijt t ,  je"li fji = 0 i cij > fij  (33) 

 
F Wreszcie, poniewa% nasycone  uki nie s! 

u%yteczne zgodnie z ich orientacj!, 
przyjmujemy 

0ij ij ijc c f ;  , ijt  1 ,   

je"li  fij=cij i fji=0  (34) 
 
Zauwa%my, %e powy%sze warunki zapewniaj! 
spe nienie zale%no"ci fij fji=0, bowiem w tym 
samym czasie  uk nie mo%e by# u%yty do 
przesy ania przep ywu w obu przeciwnych 
kierunkach. Pozosta e  uki z S**, czyli  uki  
z zerowym przep ywem, nie ulegaj! zmianie  

w zmodyfikowanej sieci S .   
 

Schemat algorytmu znajdowania 
najta$szego przep ywu mo%na przedstawi# w 
sposób nast&puj!cy [3], ([10], str. 247). 
Dok adna posta# tego algorytmu znajduje si& np. 
w [3], [9] oraz [10]. 
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Algorytm Busackera-Gowena 

S  := S**; 

( , )
: 0

G
ij

i j U
f

)
'  ; 

 
WHILE (warto"# przep ywu < K) AND  
(istnieje droga z s do t w S ) DO 

znale'# najkrótsz! drog& P z s do t w S ; 
 IF nie istnieje taka droga THEN  
  EXIT; 
 wys a# dodatkowy przep yw wzd u% P,  

a% albo P stanie si& nasycona, albo  
warto"# przep ywu osi!gnie K; 

 IF droga P staje si& nasycona THEN  

        utworzy# zmodyfikowan! sie# S ; 

END WHILE.   

 
Nast&puj!ce twierdzenie mówi o tym, %e  

w taki sposób przeprowadzony algorytm daje 
rozwi!zanie optymalne, tzn. najta$szy przep yw: 
 
Twierdzenie 2 [3] 
Niech 1f  b&dzie najta$szym przep ywem  

o warto"ci F1 w sieci G, *
1G - sieci! 

zmodyfikowan! wzgl&dem przep ywu 1f , a P - 

najta$sz! drog! z s do t w sieci *
1G . Przep yw 

2f , otrzymany z 1f  poprzez przes anie 
dodatkowych jednostek drog! P z s do t, jest 
tak%e najta$szym przep ywem w G  
o odpowiednio powi&kszonej warto"ci.   
 
Ide& algorytmu przedstawimy w przyk adzie 2. 
 
Przyk ad 2 

Podobnie jak w przyk adzie 1, chcemy 
wyznaczy# drogi roz !czne wierzcho kowo dla 
dwóch obiektów, przy czym is={1,2,3} oraz 
id={6,7,8}. Sie# wyj"ciowa S znajduje si& na 
Rys.2a. Pierwsza liczba z opisanych na  ukach 
podaje koszt (czas) pokonania tego  uku 
(przyjmujemy za o%enie, jak w (28)) natomiast 
druga opisuje przepustowo"# tego  uku. 
Na Rys.2b znajduje si& sie# S** (jako 
modyfikacja sieci S* z Rys.1b) przy czym 
pierwsza z liczb na  ukach opisuje koszt 
pokonania  uku, a druga jego przepustowo"#. 
Nale%y zauwa%y#, %e koszt ka%dego  uku z v’ do 
v” jest zerowy poniewa% w sieci S, na jej 
wierzcho kach nie by a opisana funkcja kosztu. 
Z podobnego powodu równie% zerowy jest koszt 
na wszystkich  ukach (s,v’) oraz (v”,t) w S**. 
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Rys.2. Sie# S do przyk adu 2 wraz z kosztami ijt  

i przepustowo"ciami ijc   uków (a)  

oraz odpowiadaj!ca jej sie# S** (b) 
 
Iteracja 1 

Na pocz!tku wszystkim  ukom przypisujemy 
przep yw zerowy. Nast&pnie wyznaczamy 
najkrótsz! drog& z s do t w sieci z Rys.2b; jest 
ni! droga P=(s,3’,3”,5’,5”,4’,4”,7’,7”,t). Koszt 
przes ania jednostki przep ywu t! drog! jest 
równy 0+0+1+0+1+0+1+0+0=3, a maksymalny 
mo%liwy przep yw wynosi oczywi"cie 
F=1<K=2. Okre"lamy wi&c przep yw o warto"ci 
1 po tej drodze, czyli fs3’ = f3’3” = f3”5’ = f5’5” = f5”4’ 
= f4’4” = f4”7’ = f7’7”= f7”t = 1, modyfikujemy sie# 
uwzgl&dniaj!c otrzymany przep yw (zob. Rys.3) 
i przechodzimy do nast&pnej iteracji. Zauwa%my, 
%e na Rys.3 nie narysowali"my  uków, którymi 
zosta  przes any aktualny przep yw, gdy% 
zgodnie z (34), dla ka%dego takiego  uku (i,j) 

zachodzi : 0ij ij ijc c f ;   oraz ijt  1  i  uk  

o takich parametrach nigdy wi&cej nie b&dzie 
brany pod uwag& przy wyznaczania drogi 
najkrótszej, bo jego koszt czasowy jest równy 
niesko$czono"ci. 
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Iteracja 2 

Najkrótsz  drog  z s do t w sieci z Rys.3 jest  
P=(s, 1’ ,1” ,4’ ,5” ,8’ ,8” ,7’ ,4” ,6’ ,6”,t). Koszt 
przes!ania jednostki przep!ywu t  drog  jest 
równy 0+0+2+(-1)+2+0+3+(-1)+4+0+0=9, 
maksymalny mo"liwy przep!yw po tej drodze 
wynosi oczywi#cie F=1. Przesy!amy 1 jednostk$ 
i otrzymujemy przep!yw o ca!kowitej warto#ci 
F=1+1=2, czyli tyle ile chcieli#my otrzyma%, 
tzn. F=K=2. Skumulowane warto#ci 
przep!ywów !ukowych wynosz  teraz: fs3’ = f3’3” 
= f3”5’ = f5’5”=1, f5”4’ = 0, f4’4” = 1, f4”7’ = 0, f7’7”= 
f7”t = fs1’ = f1’1” = f1”4’ = 1, f5”8’ = f8’8” = f8”7’ = 1, 
f4”6’ = f6’6” = f6”t= 1. Nale"y zauwa"y%, "e z !uków 
którymi w obu iteracjach przesy!ali#my 
jakikolwiek przep!yw, f5”4’=0 oraz f4”7’=0, gdy" 
w pierwszej iteracji przes!ali#my tymi !ukami 
przep!yw równy 1, ale w drugiej iteracji 
przes!ali#my !ukami przeciwnymi równie" 
przep!yw równy 1, czyli tak jak by#my przes!ali 
w tym samym kierunku przep!yw równy  
1+(-1)=0. 
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Rys.3. Sie% S  po pierwszej iteracji wraz ze 

zmodyfikowanymi kosztami ijt   

oraz przepustowo#ciami ijc  
 
Na Rys.4 pokazano sie% S** po iteracji nr 2 
(ostatniej) oraz po przypisaniu !ukom sieci 
ostatecznych warto#ci przep!ywu otrzymanych 
po realizacji algorytmu. Warto#ci przep!ywów 
!ukowych otrzymane po zako&czeniu dzia!ania 
algorytmu identyfikuj  nam 2 drogi roz! czne 
wierzcho!kowo z s do t: 
 s!1’!1’’!4’!4”!6’!6”!t;  

koszt (czas przejazdu) wynosi: 
0+0+2+0+4+0+0=6; 

 s!3’!3”!5’!5”!7’!7”!t;  
koszt (czas przejazdu) wynosi: 
0+0+1+0+8+0+0=9; 
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Rys.4. Sie% S** po zako&czeniu dzia!ania algorytmu 
z opisanymi na !ukach przep!ywami ko&cowymi 
 

Na tej podstawie mo"emy w prosty sposób 
otrzyma% zbiory Ik oraz Tk  z (7) i (8) 
przechodz c jednocze#nie na sie% wyj#ciow  S  
z Rys.2a. Otrzymamy: 
 
 I1 = (1,4,6) 
 T1=(0,2,2+4)=(0,2,6); 
 I2 = (3,5,7) 
 T2=(0,1,1+8)=(0,1,9);   
 

Z!o"ono#% algorytmu Busackera-Gowena 
wynosi [1]: 2

max ( )n O V" , gdzie  
 

# $# $ # $# $% &max max min 1 , 1 ,n Deg s Deg t f' ( ( (35) 

 
przy czym Deg(s), Deg(t) oznaczaj  stopie& 
wierzcho!ka 'ród!owego s oraz  docelowego t,  
fmax oznacza maksymaln  warto#% przep!ywu, 
któr  chcemy osi gn %. Bior c pod uwag$, "e 
maksymalna warto#% przep!ywu, któr  chcemy 
osi gn % jest równa K otrzymujemy z!o"ono#% 
algorytmu dla naszego problemu równ  

2( )K O V" . Je"eli jako algorytmu wyznaczania 
najkrótszej drogi u"yjemy efektywnej 
implementacji algorytmu Dijkstry ([6], [9], [11], 
[17], [39]) opartej o kopce Fibonacciego 

( # $logO V V A)  zamiast # $2O V ), wówczas 

z!o"ono#% obliczeniowa rozpatrywanego 

problemu wynosi # $logK O V V A" ) , gdzie 

V=2W+2 oraz A=U+W+Ks’+Kd’. Zauwa"my, "e 
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z za!o"enia s di i* '+  wynika, i" ' / 2sK W,  

oraz ' / 2dK W,  (pami$tamy, "e W oznacza 

liczb$ wierzcho!ków w sieci wyj#ciowej S). 
Odnosz c zatem z!o"ono#% opisywanego 
algorytmu do rozmiaru pierwotnej sieci S (S’) 
mo"emy napisa%, i" z!o"ono#% prezentowanego 

algorytmu wynosi # $logK O W W U W" ) ) .  

Powstaje jednak"e problem zwi zany z tym, "e 
algorytm Dijkstry nie dzia!a poprawnie je"eli 
wagi !uków s  liczbami ujemnymi (a u nas tak 

b$dzie w sieci zmodyfikowanej S , zob. Rys.3). 
Mo"na wówczas wykorzysta% modyfikacj$ 
algorytmu Dijkstry zaproponowan  przez 
Edmondsa i Karpa w [13]. Zaproponowali oni, 

aby po ka"dej modyfikacji sieci S  znale'% 
najmniejszy z ujemnych kosztów !ukowych tmin 

sieci i nast$pnie do kosztu ka"dego !uku doda% 
liczb$ –tmin. Pozbywamy si$ wówczas ujemnych 
kosztów sieci, a rozwi zanie (w sensie drogi,  
a nie jej d!ugo#ci !) jakie otrzymujemy w sieci 

S  po zwi$kszeniu kosztów wszystkich !uków  

o –tmin jest takie samo, jak w sieci S  z ujemnymi 
kosztami. 

 

6. Rozszerzenia problemu planowania 

manewru 
 
Rozpatrzymy teraz kilka rozszerze& 
rozwa"anego problemu. 

 
(A) Przypadek manewru niejednorodnych 

obiektów 
Pozosta&my przy problemie (18)-(19)  
z ograniczeniami (21). W poprzednim punkcie 
podano metod$ znalezienia rozwi zania 
optymalnego tego problemu, przy za!o"eniu  
(28). Zak!adali#my zatem, "e przemieszczane 
obiekty s  jednorodne z punktu widzenia czasu 
pokonywania tego samego odcinka drogi (!uku), 
tzn., "e przemieszczamy identyczne obiekty. 
Podamy teraz sposób pozbycia si$ tego 
ograniczenia. Zauwa"my przy tym, "e algorytm 
opisany w poprzednim punkcie dzia!a w ten 
sposób, "e dok!adnie K razy szukana jest droga 
najkrótsza z s do t w modyfikowanej na bie" co 

sieci S . Z (3) wynika, "e czasy pokonania !uku 
(i,j) dla k-tego obiektu zale"  od maksymalnej 
pr$dko#ci vk tego obiektu. Uporz dkujmy zatem 
obiekty manewrowe zgodnie z ich rosn cymi 
pr$dko#ciami poruszania si$, tzn. przypiszmy im 
takie kolejne numery 1,...,K, "e zachodzi : 
 

v1-...-vk-...-vK   (36) 

Wówczas otrzymamy nast$puj c  zale"no#% 
(por. z (3)) : 

( , )1, 1 2,
     

G

k n

ij ij
i j Uk K n K

n k

t t
.' ( '

/

0 0 0 ,  (37) 

Zale"no#% ta mówi, "e dla wybranego !uku (i,j) 
czas pokonania tego !uku przez obiekt  
o numerze k+1 b$dzie d!u"szy ni" przez obiekt  
o numerze k, k=1,..., K-1. Rozwi zanie problemu 
(18)-(19) z ograniczeniami (21) dla K dróg 
wierzcho!kowo roz! cznych mo"e by% 
nast$puj ce: w k-tej iteracji algorytmu 
Busackera-Gowena b$dziemy wyznacza% 
najkrótsz  drog$ z s do t dla k-tego obiektu 
uporz dkowanego zgodnie z (36). W zwi zku  

z tym, w modyfikowanej sieci S  kosztem ijt  

!uku (i,j) w k-tej iteracji b$dzie liczba k

ijt   

z zastrze"eniem, "e je"eli w sieci z iteracji  
k’=k-1, która u"ywana jest w iteracji bie" cej,  

jaki# !uk zosta! wyrugowany (tzn. ijt ' 1 , zob. 
(34)), to oczywi#cie musimy równie" przypisa% 

temu !ukowi ijt ' 1 . Je"eli z kolei jakiemu# 
!ukowi (j,i) w iteracji k’ zosta! przypisany koszt 

'k
ji ijt t' (  (zob. (31)), to w bie" cej iteracji 

równie" musimy przypisa% temu !ukowi warto#%  
k

ji ijt t' ( . Warto#ci przep!ywów pozostawiamy 

takie, jakie otrzymujemy w kolejnych iteracjach.  
 
(B) Przypadek dla dróg nieroz !cznych 

(kolizyjnych) 

Najprostszym przypadkiem dla dróg kolizyjnych 
s  drogi roz! czne !ukowo. W takich drogach 
mog  powtarza% si$ jedynie wierzcho!ki dla 
obiektów. W zwi zku z tym istnieje 
niebezpiecze&stwo, "e w tym samym czasie 
wi$cej ni" jeden obiekt przeje"d"a!by przez jaki# 
wierzcho!ek. Rozpatrywanie tego przypadku 
szczegó!owo przekracza zakres tego 
opracowania, wska"emy zatem jedynie ide$ 
rozwi zania tego problemu. Problem 
kolizyjnych dróg opisany zosta! mi$dzy innymi 
w [4], [16], [22]. Rozpatrywany mo"e by% nie 
tylko dla wspólnych wierzcho!ków, ale równie" 
dla wspólnych odcinków dróg (!uków sieci). 
Wówczas problem ten staje si$ nietrywialny  
i z!o"ony, i mo"na próbowa% szuka% jedynie 
metod daj cych przybli"one rozwi zania. 
Wracaj c do dróg roz! cznych !ukowo, 
wystarczy zastosowa% algorytm Busackera-
Gowena w sieci S z Rys.2, powi$kszaj c j   
o wierzcho!ek s i t i dodaj c odpowiednie !uki do 
lub z tych wierzcho!ków (tak jak przy tworzeniu 
sieci S* z S w punkcie 3 opisu). W algorytmie 
znajdowania najkrótszej drogi nale"a!oby 
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uwzgl$dni% okresy zaj$to#ci poszczególnych 
wierzcho!ków, wynikaj ce z wyznaczenia dróg 
dla wcze#niejszych obiektów i przy takiej 
modyfikacji przeprowadza% realizacj$ wy"ej 
wymienionego algorytmu. Wydaje si$, "e ten 
problem mo"na w stosunkowo !atwy sposób 
rozwi za%. 
(C) Inne rozszerzenia 

Nast$pne ograniczenia dla rozwa"anego 
problemu mog  wynika% z faktu, "e drogi dla 
poszczególnych obiektów musz  spe!nia% pewne 
dodatkowe warunki (np. na minimalne  
i maksymalne odleg!o#ci mi$dzy nimi, musz  
przechodzi% przez pewne zadane wierzcho!ki 
po#rednie, itp.). Rozwi zania tych i temu 
podobnych problemów mo"na znale'% np. w [4], 
[12], [14]. Problem przechodzenia dróg przez 
wybrane wierzcho!ki po#rednie móg!by by% 
zastosowany u nas np. do tego, aby 
przemieszcza% K obiektów z ustalonych 
wierzcho!ków pocz tkowych do ustalonych 
wierzcho!ków ko&cowych. Tak rozumiany 
problem wyznaczania dróg roz! cznych jest 
znanym problemem trudnym obliczeniowo 
(nale"y do klasy NP) i opisywany jest m.in.  
w [25], [26], [30]. Dla przyk!adu, w pracy [30] 
opisano aproksymacyjny algorytm znajdowania 
K roz! cznych dróg, który jest uogólnieniem 
algorytmu Dijskstry. Rozwi zanie problemu 
przemieszczania obiektów z rejonu 
pocz tkowego do ko&cowego przedstawione  
w tym opracowaniu nie zapewnia bowiem 
przemieszczania tych obiektów ze #ci#le 
okre#lonych wierzcho!ków do innych 
konkretnych wierzcho!ków. Nawet wybranie 
dok!adnie K wierzcho!ków pocz tkowych  
i ko&cowych (po jednej parze dla ka"dego 
obiektu) nie zapewnia nam tego, "e ka"dym 
obiektem b$dziemy si$ przemieszcza% do 
ustalonego wierzcho!ka ko&cowego. Otrzymane 
rozwi zanie gwarantuje nam jedynie tyle, "e 
wyznaczymy dok!adnie K dróg roz! cznych 
wierzcho!kowo (je#li tyle oczywi#cie istnieje), 
dotrzemy wszystkimi obiektami do rejonu 
ko&cowego (zbioru wierzcho!ków), przy czym 
ka"dy obiekt osi gnie inny wierzcho!ek z tego 
rejonu (ale nie mamy wp!ywu na to, który to 
b$dzie wierzcho!ek z podzbioru wierzcho!ków 
ko&cowych) i suma czasów przemieszczania 
wszystkich obiektów b$dzie najmniejsza  
z mo"liwych. Kolejne rozszerzenia tego 
problemu mog  dotyczy% sytuacji oddzia!ywania 
na sie% przez potencjalnego przeciwnika. 
Powstaje wówczas problem planowania 
manewru w warunkach stochastycznych. 
Rozwi zanie podobnego problemu zosta!o 
zaproponowane np. w [7], [28].  

7. Podsumowanie 
 

Rozpatrywany w artykule problem wraz 
przedstawionymi w punkcie 6 rozszerzeniami 
wpisuje si$ w etap planowania manewru. Na 
etapie symulacji przemieszczania (np. kolumn 
marszowych) istnieje potrzeba synchronizacji 
przemieszczanych kolumn [29]. Rozwi zuje si$ 
wówczas problem sterowania optymalnego 
(ruchem kolumn) celem np. zsynchronizowania 
czasów ich dotarcia do wybranych punktów 
synchronizacji [35]. Innym, nieopisywanym  
w punkcie 6 rozszerzeniem rozwa"anego  
w artykule problemu mo"e by% problem 
planowania manewru (poszukiwania dróg)  
w warunkach wielokryterialnych. Obszerny 
przegl d stosowanych rozwi za& oraz adaptacji 
standardowych algorytmów wyznaczania dróg 
najkrótszych do rozwi zania problemu 
wielokryterialnego przedstawiono w [34], [38]. 
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