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��� �!"	� "#$%&"	�$'()&'*)"�	�)�+,+-+	�).,)&$/&&	�0#�!$�	&	1$�#$*�&�
��23�4	
"/�*"!"�	-5�	��	�"5&� &$6�	�

�	� /"&7� "	�"/�#�!"	� "#$%&"	�"- �	�)�+,+-+	�/�85$%9!	�-#�!,	�"�*,)�	�("/ 9!
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��	
&$5$	!�:9;'*$�),'(	 �)�+/- '�&	&).,)&$/� &'(�	!	+,%	 �)�+/- '�$	�'(/�))$	&	/-2
/�'&06&�	:��&"#"	:�#�+"!�!$	$5$%$)+,	!	:��+"'&	 �)�+/- '�&	',5&)#/,'*),'(�	
	�,+-"'�"'(	)"#2
*!,'*"�),'(	%�60	)"	+$	 �)�+/- '�$	�##*&";,!"<	&)+$)�,!)$	/-'(�%$	�8'&0.$)&"	&%:-5��!$�
*"/9!)�	�#	!$!)0+/*�	�" 	&	�#	*$!)0+/*	 �)�+/- '�&�	�$	�8'&0.$)&"	:�!�#-�0	#$=�/%"'�>	%"+$/&"2
;-	 �)�+/- ',�)$6�	!	*" /$�&$	�:/>.,�+�2:5"�+,'*),%	*	#-.,%&	�*,8 �?'&"%&	�# �*+";'$)&"�	;0'*)&$
*	:�!�+")&$%	)&$�+"'��)"/)$6�	:�5"	+$%:$/"+-/,�	�+0#	:�!�+"�$	*"6"#)&$)&$	")"5&*,	:/"',	 �)2
�+/- '�&	',5&)#/,'*),'(	!	*" /$�&$	)&$�+"'��)"/),'(	:95	)":/>.$7	�:/>.,�+�2:5"�+,'*),'(	*	-!*65>#2
)&$)&$%	$=$ +9!	+$/%&'*),'(	!,!�;"),'(	�8'&0.$)&"%&	&%:-5��!,%&	#*&";"�0',%&	*	/9.)0	&)2
+$)�,!)�?'&0�	
	"/+, -5$	:/*$#�+"!&�)�	%$+�#, >	�85&'*$7	 �)�+/- '�&	',5&)#/,'*),'(	:�##"2
),'(	*	*$!)0+/*	�##*&";,!")&-	�&5)$6�	:�5"	$5$ +/�%"6)$+,'*)$6��	"	�#	!$!)0+/*	&%:-5��!$%-
�8'&0.$)&-	*"5$.)$%-	�#	'&?)&$)&"	&	:/># �?'&	#$+�)"'�&�	
,)& &	#!-!,%&"/�!$�	�,%-5"'�&	)-2
%$/,'*)$�	:�/9!)")�	*	#"),%&	*	$ �:$/,%$)+-	=&*,'*)$6��
�����
�������� 	 �)�+/- '�$	',5&)#/,'*)$�	�8'&0.$)&"	&%:-5��!$�	�,%-5"'�"	)-%$/,'*)"
�������
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	!&$5-	!�:9;'*$�),'(	 �)�+/- '�"'(	&).,)&$/� &'(�	*"/9!)�	!	8-#�!5"'(
�'(/�)),'(�	�" 	&	!	/-/�'&06"'(	#"5$ ��&>.),'(	#�	+/")�:�/+-	/�:,	)"=+�!$��	:/�2
#- +9!	)"=+�!,'(	&	6"*-�	"	+" .$	!	%"�*,)"'(	&	-/*0#*$)&"'(	$)$/6$+,'*),'(�
! �&5)& "'(�	�+"+ "'(	:�!&$+/*),'(	&	 ��%&'*),'(	:�#�+"!�!,%	$5$%$)+$%	 �)2
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�+/- ',�),%	�$�+	6/-8�?'&$))"	:�!;� "	',5&)#/,'*)"�	�"	+$)	$5$%$)+	%�60	�#2
#*&";,!"<	&)+$)�,!)$	/-'(�%$	�8'&0.$)&"	&%:-5��!$�	*"/9!)�	�#	!$!)0+/*�	�" 
& �#	*$!)0+/*	 �)�+/- '�&�	�$	�8'&0.$)&"	:�!�#-�0	#$=�/%"'�>	%"+$/&";-	 �)�+/- 2
',�)$6�	!	*" /$�&$	�:/>.,�+�2:5"�+,'*),%	*	#-.,%&	�*,8 �?'&"%&	�# �*+";'$)&"�
;0'*)&$	*	:�!�+")&$%	)&$�+"'��)"/)$6�	:�5"	+$%:$/"+-/,�	
:;,!	+$%:$/"+-/,	*)"'*2
)&$	!*/"�+"�	�$.$5&	�##*&";,!")&$	*$!)>+/*)$	�$�+	�8'&0.$)&$%	&%:-5��!,%	� ;"2
#"�0',%	�&>	*"/9!)�	*	+,:-	%$'(")&'*)$6��	�" 	&	'&$:5)$6��	��!�+"�$	!&>'	*"6"#2
)&$)&$	")"5&*,	:/"',	 �)�+/- '�&	',5&)#/,'*),'(	!	*" /$�&$	)&$�+"'��)"/),'(	:95
)":/>.$7	�:/>.,�+�2:5"�+,'*),'(	*	-!*65>#)&$)&$%	$=$ +9!	+$/%&'*),'(	!,!�;"2
),'(	�8'&0.$)&"%&	&%:-5��!,%&	#*&";"�0',%&	*	/9.)0	&)+$)�,!)�?'&0�

�"'(�!")&$	�&>	%"+$/&";-	 �)�+/- ',�)$6�	?/�# �!$�	'*>?'&	:�!;� 	%$+"2
5�!,'(	:�##"),'(	�#	!$!)0+/*	'&?)&$)&-	:/�#- +9!	!,8-'(-�	*"?	�#	*$!)0+/*
�##*&";,!")&-	:�5"	%"6)$+,'*)$6�	� /$?5")�	*!, 5$	)"	#/�#*$	$ �:$/,%$)+"52
)$�	BA�	�C�

�"#")&-	!:;,!-	�8'&0.$7	&%:-5��!,'(	)"	:/�'$�,	#$=�/%"'�&	 �)�+/- '�&
',5&)#/,'*),'(	:�?!&>'�)�	!&$5$	:/"'�	
	!&> �*�?'&	*	)&'(	BD2EC	!, �/*,�+")�
#")$	*	:/*$:/�!"#*�)$6�	$ �:$/,%$)+-	=&*,'*)$6��	
	!&$5-	F/9#;"'(	5&+$/"+-2
/�!,'(	%�.)"	*)"5$F<	:/"'$�	!	 +9/,'(	-*"�"#)&")�	%�.5&!�?<	 �*+";+�!")&"
 �)�+/- ',�)$6�	:�!;� 	',5&)#/,'*),'(	:�##"),'(	#*&";")&-	�8'&0.$)&"	&%:-52
��!$6��	):�	 B�C�	
	
��� �!$�	� "#$%&&	�$'()&'*)$�	!	 5"+"'(	G��	-8&$6;$6�
�+-5$'&"	:/�!"#*�)�	&)+$)�,!)$	8"#")&"	*!&0*")$	*	:/�:"6"'�0	',5&)#/,'*),'(
="5	'&?)&$)&"	!	',5&)#/,'*),'(	 "!$/)"'(	!,%-�*�),'(	:�/-�*"�0',%	�&>	�82
'&0.$)&$%	BAG2�AC	�/"*	%&$/*�)�	:"/"%$+/,	/-'(-	*$!)>+/*)$�	:�!&$/*'()&	?'&")2
 &	/-/,	/�*:>'*")$�	!,8-'(�!�	BA�C�	�&)&$��*"	:/"'"	�$�+	:/�:�*,'�0	%$+�#, &
� /$?5$)&"	%$'(")&'*)$6�	 *"'(�!")&"	 �&>	 $5$%$)+9!	 �)�+/- '�&	!	  �*+";'&$
',5&)#/"	:�##"),'(	/9.),%	:�/-�*"�0',%	�&>	�8'&0.$)&�%�	�+/*,%"),%	!'*$2
?)&$�	)"	#/�#*$	�85&'*$)&�!$��

��*!&0*")&$	*"6"#)&$)&"	�+/*,%")�	)"	:�#�+"!&$	/9!)"7	/-'(-	',5&)#/,'*2
)$6�	!,'&) "	 �)�+/- '�&	!	- ;"#*&$	!�:9;/*>#),'(	',5&)#/,'*),'(	H!"5'�!,'(I�

"/-) &	:�'*0+ �!$	:/*,�>+�	*$/�!$�	
"/-) &	8/*$6�!$	)"	*$!)>+/*)$�	&	!$2
!)>+/*)$�	:�!&$/*'()&	:�!;� &	',5&)#/,'*)$�	*"%�#$5�!")�	�8'&0.$)&$%	&%2
:-5��!,%	*"5$.),%	�#	!&$5 �?'&	%" �,%"5)$6�	'&?)&$)&"	&	�*,8 �?'&	#$+�)"2
'�&�	�" &$	-�>'&$	*"6"#)&$)&"	#�:-�*'*"	!"/&")+�	 &$#,	�$#)�	*	#!9'(	"58�	#!"
�8'&0.$)&"	%"�0	'("/" +$/	&%:-5�-	%"6)$+,'*)$6��	�5"	/�*:"+/,!")$6�	:/*,2
:"# -	:�%&�"%,	$=$ +,	8/*$6�!$�
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��*:"+/*,%,	:�!;� >	',5&)#/,'*)0	�	� �7'*�)$�	#;-6�?'&	
	&	�+";$�	6/-8�2
?'&	?'&") &	�	/9!)$�	/9.)&',	�$�	*$!)>+/*)$6�	���&	!$!)>+/*)$6�	��	:/�%&$)&"�

	'(!&5&	:�'*0+ �!$�	',5&)#$/	:�##"),	�$�+	�##*&";,!")&-	�8'&0.$)&"	#$+�)"2
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',�)$6��	 ��#'*"�	%�#$5�!")&"	 +$6�	 �8'&0.$)&"	 )&$*8>#)$	 �$�+	 -!*65>#)&$)&$
�$6�	/-'(-	:�	:�!&$/*'()&	:�!;� &	*	:/># �?'&0	$�	
	!,)& -	�8'&0.$)&"	&%:-52
��!$6�	!	',5&)#/*$	:�!�+"�0	*"/9!)�	#$=�/%"'�$	�:/>.,�+$�	 �" 	 &	:5"�+,'*)$�
�$=�/%"'�$	:5"�+,'*)$	!,!�;-�0	*	 �5$&	"#&"8"+,'*),	!*/��+	+$%:$/"+-/,	',5&)2
#/"	!	:/�'$�&$	�$6�	�# �*+";'")&"	H+*!�	*�"!&� �	#,��,:"'�&	$)$/6&&I�	'�	%�.$
)"!$+	#�:/�!"#*&<	#�	:�!�+")&"	"#&"8"+,'*),'(	:"�%	?'&)")&"	!	%"+$/&"5$	 �)2
�+/- ',�),%�	�" ;"#"%,�	.$	'";,	+$)	:/�'$�	#$=�/%"'�&	%"	'("/" +$/	��&�!��,2
%$+/,'*),�	�"6"#)&$)&$	/�*:"+/-�$%,	!	',5&)#/,'*),%	- ;"#*&$	!�:9;/*>#),'(
%�������&	J	/,��	A�

�,��	A�	�'($%"+	�8'&0.$)&"	',5&)#/"

F

V2

P V1

z

�$	!*65>#-	)"	��&�!0	�,%$+/&>	*"/9!)�	 �)�+/- '�&	',5&)#/"�	�" 	&	�$6�	�82
'&0.$)&"	- ;"#	/9!)"7	/-'(-	*	-!*65>#)&$)&$%	/�*�*$/*"5)�?'&	'&$:5)$�	%"+$/&"2
;-	 �)�+/- ',�)$6�	:�#	!:;,!$%	*%&")	�$6�	+$%:$/"+-/,	*":&�-�$%,	!$	!�:9;2
/*>#),'(	��	�	BGCK

( )

( )

2

T 2

2

T 2

3 2� �

3 2� �

rrrr rz r

rz zz rz z

uT

r z r r t

uT

r z r z t

ϕϕσ σ∂σ ∂σ ∂∂λ α ρ
∂ ∂ ∂ ∂
∂σ ∂σ σ ∂∂λ α ρ
∂ ∂ ∂ ∂

−
+ + − + =

+ + − + =
HAI

6#*&$K	�'	J	+$/%&'*),	!�:9;'*,))& 	/�*�*$/*"5)�?'&	5&)&�!$�L	(�)�(H������I�J
!$ +�/	:/*$%&$�*'*$)&"L	'�)�'H��� ��� #I�J	+$%:$/"+-/"L	��	�	J	�+";$	�"%M6�L
�������������	J	� ;"#�!$	 +$)��/"	)":/>.$)&"L	 #�J	'*"�L	�	J	:/�%&$7	:�!;� &
',5&)#/,'*)$�L	�	J	6>�+�?<	%"+$/&";-	 �)�+/- ',�)$6��


, �/*,�+-�0'	6$�%$+/,'*),	*!&0*$ 	!&0.0',	+$)��/	�# �*+";'$)&"	&	!$ 2
+�/	:/*$%&$�*'*$)&"	!	*" /$�&$	%";,'(	#$=�/%"'�&	�:/>.,�+�2:5"�+,'*),'(	&	*!&02
*$ 	=&*,'*),	:�%&>#*,	+$)��/"%&	)":/>.$)&"	&	�# �*+";'$)&"	�:&�-�0',	�:/>.,2
�+�2:5"�+,'*)$	*"'(�!")&$	�&>	%"+$/&";-	 �)�+/- ',�)$6�	B4C�	%�.)"	!	:/��+,
�:��98	:/*$ �*+";'&<	- ;"#	/9!)"7	/-'(-	HAI	!	- ;"#	#!9'(	/9!)"7	*	)"�+>:-�02
',%&	+/*$%"	)&$!&"#�%,%&K	� ;"#�!,%&	!$ +�/"	:/*$%&$�*'*$)&"	(�)�(H������I
&	+$%:$/"+-/0	'�)�'H������#I�	�+0#	 �)&$'*)$	�+"�$	�&>	-*-:$;)&$)&$	�+/*,%")$6�
- ;"#-	�$�*'*$	�$#),%	/9!)")&$%	J	*"5$.)�?'&0	#5"	+$%:$/"+-/,�	
	+,%	'$5-
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-!*65>#)&"%,	+-	"#&"8"+,'*)$	:/"!�	:;,)&>'&"	:5"�+,'*)$6�	BD�	A@�	AEC	#5"	%"2
+$/&";-	&*�+/�:�!$6��	�" &$	:�#$�?'&$	:�*!"5"	!,*)"'*,<	+$%:$/"+-/>	!	'*"�&$
!	 ".#,%	:-) '&$	%"+$/&"5),%	 �)�+/- '�&�

� ;"#	 /9!)"7	 HAI	 -*-:$;)&"%,	:�'*0+ �!,%&	 &	 6/")&'*),%&	!"/-) "%&�
;0'*)&$	*	!"/-) &$%	#5"	+$%:$/"+-/,	'�


"/-) &	:�'*0+ �!$	#5"	#	N	�K

0, 0,    0, 0,   

0, 0,    0, 0,

r z
r z

r z r z

u u
u u

t t
u u u u

r r z z

∂ ∂= = = =
∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂= = = =
∂ ∂ ∂ ∂

H�I

'�)�'��


"/-) &	6/")&'*)$K
J )"	:�!&$/*'()&	*$!)>+/*)$�	:�!;� &	��	N	��K

0 , ( , ), 0,rr rzT T F z tσ σ= = = HDI

J )"	!$!)>+/*)$�	:�!&$/*'()&	:�!;� &	��	N	��K

0 , ( , ), 0,rr rzT T P z tσ σ= = − = H@I

J )"	 �7'"'(	',5&)#/"		�	N	��	�	N	
K

0 , 0, 0.zz rzT T σ σ= = = HEI

�-'(�%$	�8'&0.$)&$	*H��	#I	&	+H��	#I	�:&�-�$%,	*"5$.)�?'&0	B4CK

1

2

/

1

/

2

( , )

( , ) ,

z
t

V
m

z
t

V
m

z
P z t P e H t

V

z
F z t F e H t

V

θ

θ

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

H�I

6#*&$K	+��&�*��J	%" �,%"5)$	'&?)&$)&"	)"	=/�)'&$	="5	-#$/*$)&�!,'(L	$,�&�$-	J
:/># �?'&	/�*:/*$�+/*$)&")&"	�&>	=/�)+9!	�8'&0.$)&"L	��J	'("/" +$/,�+, "	�:"#2
 -	'&?)&$)&"L	��)��H#I	J	=-) '�"	O$"P&�&#$Q"�

'�
(�����
����
����
�

� ;"#	/9!)"7	HAI	!/"*	*	!"/-) "%&	:�'*0+ �!,%&	H�I	&	6/")&'*),%&	HD2EI
*��+";	/�*!&0*"),	*	!, �/*,�+")&$%	%$+�#,	)-%$/,'*)$��	�" 	!, "*";"	:/" +,2
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 "	�85&'*$)&�!"	+$6�	+,:-	*"6"#)&$7�	#��+"+$'*)&$	#� ;"#)$	/�*!&0*")&$	%�.)"
�+/*,%"<�	�+��-�0'	%$+�#>	/9.)&'	� �7'*�),'(�


	!,)& -	!, �/*,�+")&"	)&$�"!)$6�	�'($%"+-	/9.)&'�!$6�	�	#� ;"#)�?'&
�85&'*$7	/*>#-	#/-6&$6�	*	)&$5&)&�!$6�	- ;"#-	/9!)"7	/9.)&'* �!,'(	'*0�+ �2
!,'(	�+/*,%-�$%,	- ;"#	 /9!)"7	"56$8/"&'*),'(	� "5"/),'(	*	)&$!&"#�%,%&
8>#0',%&	 � ;"#�!,%&	!$ +�/"	 :/*$%&$�*'*$)&"	��� &	���	�"�+>:-�0'	 :�'(�#)$
'*0�+ �!$	!'(�#*0'$	!	- ;"#	/9!)"7	HAI	&	!"/-) &	6/")&'*)$	HD2EI	&5�/"*"%&
/9.)&'�!,%&�	�+/*,%-�$%,K
J #5"	:-) +9!	!$!)0+/*	',5&)#/"	��)�A�	������	./AL�� ) A�	��������RA

1 1 2( ) ( 2 ) / ;k k k k
nm tt nm nm nm ku u u u h+ −= − +

2
1 1( ) ( 2 ) / ;k k k k

nm zz nm nm nm zu u u u h+ −= − +

2
1 1( ) ( 2 ) / ;k k k k

nm rr n m nm n m ru u u u h+ −= − +

1
1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) / 4 ;k k k k k

nm rz n m n m n m n m r zu u u u u h h−
+ + + − − + − −= − − + 	HGI

1 1( ) ( ) / 2 ;k k k
nm z nm nm zu u u h+ −= −

1 1( ) ( ) / 2 ;k k k
nm r n m n m ru u u h+ −= −

1 1( ) ( ) / 2 ;k k k
nm t nm nm ku u u h+ −= −

J #5"	:-) +9!	)"	:�!&$/*'()&	!$!)>+/*)$�	',5&)#/"	��)�01�� ) A�	������	�RA

1 1 1( ) ( ) / 2 ;k k k
nm z n m n m zu u u h+ + + −= −

	H4I

1 2( ) ( 3 4 ) / 2 ;k k k k
nm r nm n m n m ru u u u h+ += − + −

J #5"	:-) +9!	)"	:�!&$/*'()&	*$!)>+/*)$�	',5&)#/"	��)�.1�� ) A�	������	�RA

1 1 1 1( ) ( ) / 2 ;k k k
nm z n m n m zu u u h− + − −= −

H3I

1 2( ) ( 3 4 ) / 2 ;k k k k
nm r nm n m n m ru u u u h+ += − + −

J #5"	:-) +9!	)"	 �7'"'(	',5&)#/"K
�	N	A�	������	.RAL	� N �

1 1( ) ( ) / 2 ;k k k
nm r n m n m ru u u h+ −= −
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2 1 0( ) ( 4 3 ) / 2 ;k k k k
nm z n n n zu u u u h= − +

�	N	A�	������	.RAL	� N � HA�I

1 1 1 1( ) ( ) / 2 ;k k k
nm r n M n M ru u u h+ − − −= −

2 1( ) ( 4 3 ) / 2 ;k k k k
nm z nM nM nM zu u u u h− −= − + −

6#*&$K	 k
nmu 	J	!"/+�?'&	:��*- &!"),'(	=-) '�&	���&���	!	!>*;"'(	�&"+ &	H����I	)"

!"/�+!&$	'*"��!$�	��&	&'(	:�'(�#)$	*#$=&)&�!")$	�" �	�'($%"+,	/9.)&'�!$K	+/9�2
!"/�+!�!$	:�	'*"�&$	 &	 �" �	S'$)+/"5)$T	!*65>#$%	:/*$�+/*$)),'(	!�:9;/*>#2
),'(	#5"	:-) +9!	:�;�.�),'(	!$!)0+/*	',5&)#/"	�/"*	S!	:/*9#T	#5"	:-) +9!
:�;�.�),'(	)"	6/")&'*),'(	:�!&$/*'()&"'(�
�$%:$/"+-/,	!	!>*;"'(	�&"+ &	!,*)"'*"%,	*	"#&"8"+,'*)$6�	:/"!"	:;,)&>'&"
:5"�+,'*)$6�	B3CK

0
0

( , , ) ( , , ) ( , , ),
ff

T r z t T r z t d r z t
c

ε

σ ε
ρ

= + ∫ 	HAAI

6#*&$K	'�	J	:�'*0+ �!"	+$%:$/"+-/"	',5&)#/"L	�	J	'&$:;�	!;"?'&!$	%"+$/&";-
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