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A b s t r a c t. The knowledge of elastic parameters, especially of P-wave and S-wave velocities as a function of
depth, is important for interpretation of seismic waves and well log data. Information on velocities of P and S waves
is obtained from quantitative interpretation of acoustic full waveforms recorded in a borehole in addition to stan-
dard PA measurements.
When acoustic full-waveform data are not acquired in boreholes, one of methods for calculating P-wave and
S-wave velocities is their estimation with the use of theoretical models of porous media. This requires introduction
of several lithological and reservoir parameters of rocks that are obtained from interpretation of well log data.
Other methods of S-wave velocity calculation is based on statistical relationships between velocities of both types

of waves obtained on the basis of laboratory studies. In this paper, the theoretical Biot–Gassmann’s and the Kuster–Toksöz’s models
are briefly described and results of calculations of P-wave and S-wave velocities are given. The empirical relationships between VP and
VS, which are applied in many computer programs used by major geophysical companies, were also analysed.

Keywords: velocity of compressional waves, velocity of shear waves, acoustic wavetrains, elastic module, well logging, porosity, bulk
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Podstawowe modele stosowane do obliczeñ prêdkoœci
fal P i S

Najbardziej znane i szeroko stosowane w programach
komputerowych do obliczania prêdkoœci fal pod³u¿nych i
poprzecznych s¹ modele Biota–Gassmanna i Kuste-
ra–Toksöza.

Gassmann w swojej pracy (1951) przedstawia zwi¹zki
pomiêdzy modu³ami odkszta³cenia objêtoœci i postaci w
oœrodku nasyconym ciecz¹ (Ksat, μsat) i modu³ami „suche-
go” szkieletu skalnego, zbudowanego z ziaren wraz z pora-
mi (Kdr, μdr) oraz faz¹ sta³¹ (matryca) (Kma) i ciecz¹
nasycaj¹c¹ (Kf). Wzory te by³y wielokrotnie cytowane
przez ró¿nych autorów (m.in. Ba³a, 1997; Ba³a & Cichy,
2007).

Prêdkoœæ fal pod³u¿nych (VPsat) i poprzecznych (VSsat)
w ska³ach nasyconych medium z³o¿owym mo¿na obliczyæ
z równañ:
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gdzie:
Ksat — modu³ odkszta³cenia objêtoœci,
μsat — modu³ odkszta³cenia postaci,
�sat — gêstoœæ objêtoœciowa formacji nasyconych.
Gêstoœæ ska³y nasyconej ciecz¹ mo¿na wyraziæ w

postaci:

� �� � �sat ma f� � �1 � � (3)

gdzie:
�f — gêstoœæ medium nasycaj¹cego pory,

�ma — gêstoœæ szkieletu skalnego (fazy sta³ej),
� — porowatoœæ ska³y.

Biot (1956; por. Krief i in., 1990; Ba³a, 1994; Ba³a &
Cichy, 2007) w relacjach pomiêdzy modu³ami ska³y nasy-
conej i szkieletem (matryc¹) wprowadza wspó³czynnik �,
który zawiera siê w przedziale od 0 do 1 i jest funkcj¹ poro-
watoœci ska³y.

Wyniki badañ zale¿noœci � = f(�) zosta³y przedstawio-
ne w wielu publikacjach (np. Krief i in., 1990; Ba³a, 1997;
Ba³a & Cichy, 2007; Lee, 2002).

Gassmann (1951) za³o¿y³, ¿e:
� Mineralny szkielet jest jednorodny oraz przestrzeñ

porowa jest izotropowa, nie precyzuje jednak za³o¿eñ co
do samej geometrii porów.

� Dla niskiej czêstotliwoœci mo¿na przyj¹æ, ¿e ruch w
porach odbywa siê zgodnie z prawem Poiseuille’a. Przy
czym czêstotliwoœæ (10–20 kHz) stosowana w pomiarach
sejsmicznych, jak równie¿ akustycznych w otworach w
oœrodkach nasyconych wod¹, rop¹ i gazem mieœci siê w
zakresie obowi¹zywania prawa Poiseuille’a, natomiast
pomiary laboratoryjne (>500 kHz) s¹ ju¿ poza tym prze-
dzia³em (np. Mavko i in., 1998).

Biot (w: Biot & Willis, 1957; Biot, 1961, 1962),
podaj¹c relacje miêdzy naprê¿eniami i odkszta³ceniami,
rozwa¿a równie¿ oœrodki makroskopowo jednorodne i izo-
tropowe, uwzglêdnia tak¿e anizotropiê ska³y. Zak³ada, ¿e
d³ugoœæ fali jest wiêksza od rozmiarów elementarnej objê-
toœci ska³y, a tym samym od rozmiarów porów, ziaren i
wtr¹ceñ. Inne za³o¿enia dotycz¹ ci¹g³oœci fazy ciek³ej i nie-
wielkich deformacji zarówno fazy sta³ej jak i ciek³ej.

W modelu przedstawionym przez Kustera i Toksöza
(1974; Toksöz i in., 1976), zmodyfikowanym przez Ba³ê
(1989, 1992), niejednorodnoœæ oœrodka porowatego jest
opisana przez rozk³ad statystyczny wspó³czynnika kszta³tu
porów (�m), który charakteryzuje pory elipsoidalne:

� m a c� (4)

gdzie: a — pó³oœ mniejsza, c — pó³oœ wiêksza.
Ca³kowita porowatoœæ takiego oœrodka bêdzie okreœlona
sum¹ „koncentracji” porów („gêstoœci” porów) o zadanych
wartoœciach wspó³czynnika �m. W publikacjach (Toksöz i
in., 1976; Cheng & Toksöz, 1979) przedstawiono wzory
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opisuj¹ce modu³y sprê¿ystoœci K* i �* tzw. efektywnego
oœrodka porowatego za pomoc¹ parametrów sprê¿ystych
szkieletu Kma, �ma i medium porowego Kf oraz wspó³czyn-
nika kszta³tu porów �m, n. WskaŸnik dolny m oznacza ró¿ne
kszta³ty porów, wskaŸnik n odnosi siê do mediów nasy-
caj¹cych dane pory. Oœrodek mo¿na aproksymowaæ ekwi-
walentnym oœrodkiem jednorodnym o efektywnych
parametrach sprê¿ystoœci wtedy, gdy d³ugoœæ fali jest wiê-
ksza w porównaniu do rozmiarów wtr¹ceñ (porów).

Prêdkoœæ efektywn¹ fal pod³u¿nych i poprzecznych
mo¿na wyznaczyæ ze wzorów (1, 2), w których zamiast Ksat

i μsat podstawia siê obliczone modu³y efektywne K* i �*, a
w miejsce gêstoœci �sat gêstoœæ efektywn¹ �*. Kuster i
Toksöz (1974) zak³adaj¹, ¿e:

� oœrodek jest definiowany przez dwie fazy jednorod-
ne o ró¿nych w³aœciwoœciach,

� w fazie sta³ej (sprê¿ysta matryca) rozpatruje siê
przypadkowo u³o¿one wtr¹cenia drugiej fazy, która mo¿e
byæ sta³a, ciek³a lub gazowa.

We wszystkich modelach mo¿na rozpatrywaæ oœrodki
wielofazowe, wprowadzaj¹c dowoln¹ liczbê sk³adników
mineralnych w szkielecie skalnym, jak równie¿ uwzglêd-
niaæ kilka mediów wystêpuj¹cych w przestrzeni porowej
(np. Ba³a, 1989, 1994).

Poza modelami teoretycznymi, wi¹¿¹cymi prêdkoœæ i
modu³y sprê¿yste ska³ z parametrami zbiornikowymi
(wspó³czynnik porowatoœci, objêtoœci sk³adników mine-
ralnych, objêtoœæ frakcji ilastej i wspó³czynniki nasycenia
wod¹, rop¹ lub gazem), w praktyce przemys³owej wyko-
rzystuje siê modele pó³empiryczne: model Wylliego i
model Raymera–Hunta–Gardnera. S¹ one ogólnie zna-
ne i dobrze omówione w publikacjach samych autorów
(Wyllie i in., 1956; Raymer i in., 1980) lub w pracach
wykorzystuj¹cych te relacje (np.: Ba³a, 1994; Mavko i in.,
1998; Ba³a & Cichy, 2007). Wzory Wylliego i Raymera–
–Hunta–Gardnera, s³u¿¹ce do estymowania tylko VP, pró-
buje siê równie¿ wykorzystaæ do okreœlania prêdkoœci VS.

Wed³ug przedstawionych modeli teoretycznych i
pó³empirycznych zosta³ opracowany komputerowy pro-
gram interpretacyjny pod nazw¹ Estymacja (Ba³a & Cichy,
2003), pozwalaj¹cy na obliczanie takich parametrów sprê-
¿ystych ska³ jak: VP, VS, stosunków VP/VS, modu³ów sprê-
¿ystoœci i wspó³czynników Poissona, a tak¿e gêstoœci
objêtoœciowej, dziêki wykorzystaniu rejestrowanych profi-
lowañ i wyników ich interpretacji iloœciowej. Program
Estymacja zosta³ w³¹czony jako osobna aplikacja do syste-
mu geofizyki otworowej GeoWin (Jarzyna i in., 2007).

Analiza granicznych wartoœci w stosowanych relacjach
okreœlaj¹cych parametry sprê¿yste

Do modu³ów sprê¿ystoœci opisuj¹cych oœrodki dwu- i
wiêcej fazowe zosta³y wprowadzone pewne granice, które
w literaturze s¹ znane jako granice Hashina i Shtrickmana,
granica (lub uœrednienie) Voita oraz granica Reussa (lub
Wooda).

Granice Hashina i Shtrickmana. Hashin i Shtrick-
man (1963), wprowadzili graniczne wartoœci dla modu³ów
opisuj¹cych oœrodki efektywne zawieraj¹ce dwie fazy
(sk³adniki) lub wiêcej.

Znaj¹c objêtoœciowe zawartoœci tych sk³adników (f1, f2)
i ich modu³y (K1, K2, �1, �2) mo¿na napisaæ:
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Wszystkie obliczone modu³y bêd¹ siê zawieraæ pomiê-
dzy doln¹ (z lewej strony) i górn¹ (z prawej) granic¹.

Granice Voigta i Reussa. Uproszczone wzory na gra-
niczne wartoœci modu³ów zosta³y przedstawione przez
Voigta i Reussa (Han & Batzle, 2004).

Górn¹ granicê, okreœlon¹ przez Voigta dla dowolnych
parametrów sprê¿ystoœci efektywnego oœrodka skalnego
(np. KV i �V) z³o¿onego z kilku sk³adników (i = 1, 2, ..., N),
mo¿na przedstawiæ jako:

K f KV i i

i

N
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1
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Dolna granica, okreœlona przez Reussa dla modu³ów
efektywnego oœrodka KR i �R, bêdzie opisana wzorami
(wskaŸnik dolny R oznacza granicê Reussa):

1
1

K f KR i i

i

N

�
�
� i 1

1


 
R i i

i

N

f�
�
� (8a, b)

Wzory s¹ s³uszne, jeœli za³o¿ymy, ¿e ka¿da sk³adowa
wystêpuj¹ca w oœrodku jest izotropowa i doskonale sprê¿y-
sta. Gdy jedna ze sk³adowych jest ciecz¹ lub gazem, której
modu³ odkszta³cenia postaci � = 0, wtedy uœrednienie
Reussa daje takie same wartoœci jak dolna granica Hashi-
na–Shtrickmana.

Czêsto wzór (8a), przedstawiony równie¿ przez Wooda
(1955), jest wykorzystywany do obliczenia modu³u Kf w
przypadku wystêpowania dwóch sk³adników mediów
porowych (np. woda i gaz lub woda i ropa) (np. Ba³a, 1989,
1994; Mavko i in., 1998).

Na rycinie 1 przedstawiono zale¿noœæ prêdkoœci fali
pod³u¿nej VP w funkcji porowatoœci. Naniesione punkty
odpowiadaj¹ wartoœciom okreœlonym na podstawie badañ
laboratoryjnych wykonanych przez zespó³ Zalewskiej i in.,
(2007). Próbki skalne pochodzi³y z otworów Ksiê¿pol-16,
17 i Wola Ró¿aniecka-14, le¿¹cych w czêœci pó³nocno-
-wschodniej zapadliska przedkarpackiego i zosta³y pobra-
ne z interwa³ów wystêpowania utworów piaskowco-
wo-mu³owcowo-ilastych miocenu autochtonicznego. Na
wykres naniesiono granice górn¹ i doln¹ obliczone ze wzo-
rów Voigta i Reussa (7, 8) dla nastêpuj¹cych parametrów:
prêdkoœæ fali P w szkielecie (faza sta³a) (VPma) = 5,7 km/s,
prêdkoœci¹ w medium (Vf) = 1,5 km/s. Dla porównania
zaznaczono te¿ próbki odpowiadaj¹ce zawiesinie na pod-
stawie pracy (Han & Batzle, 2004). Pokazano równie¿ tzw.
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krytyczn¹ wartoœæ porowatoœci (strza³ka niebieska) wpro-
wadzon¹ m.in. przez Nura i in. (1998). Wartoœæ krytyczna
�c oddziela strefê, poni¿ej której ziarna (faza sta³a) stykaj¹
siê ze sob¹ i s¹ odpowiedzialne za przenoszenie naprê¿eñ
(� < �c), od strefy (� > �c), w której ziarna nie kontak-
tuj¹ siê ze sob¹, naprê¿enia zaœ przejmuje w ca³oœci faza
nasycaj¹ca. Z analizy ryciny 1 wynika, ¿e dla � > �c
próbki osadów morskich le¿¹ na dolnej granicy Reussa i
odpowiadaj¹ zawiesinie, a próbki piaskowco-
wo-mu³owcowo-ilaste miocenu zajmuj¹ po³o¿enie w stre-
fie � < �c i wykazuj¹ zró¿nicowany wp³yw diagenezy i
kompakcji (strza³ka skierowana w lewo do góry). Czêœæ
danych grupuj¹cych siê z lewej strony wykresu, poni¿ej
dolnej granicy Reussa, odpowiada utworom rozluŸnionym
b¹dŸ silnie zailonym (charakteryzuj¹ siê podwy¿szonymi
wartoœciami promieniotwórczoœci naturalnej).

Okreœlanie prêdkoœci fali S (VS)

Poza opisanymi modelami Biota–Gassmanna i Kuste-
ra–Toksöza, pozwalaj¹cymi okreœliæ prêdkoœæ obu fal, VP i
VS, ocena prêdkoœci fali poprzecznej VS opiera siê na
zwi¹zkach, najczêœciej statystycznych, z prêdkoœci¹ fali P
otrzymanych z badañ laboratoryjnych zbiorów próbek
rdzeni lub wyznaczonych na podstawie akustycznych
obrazów falowych rejestrowanych w otworach.

Pickett (1963) podaje nastêpuj¹ce zwi¹zki okreœlone
na podstawie danych laboratoryjnych:

dla wapieni VS = VP/1,9 (9a)
dla dolomitów VS = VP/1,8 (9b)

Han (Han i in., 1986) przedstawia relacjê okreœlon¹ dla
zbioru próbek pobranych z dobrze scementowanych pia-
skowców i piaskowców zailonych, nasyconych wod¹,
pochodz¹cych ze z³ó¿ Gulf Coast:

VS = 0,794V P – 0,849 (10a)

Podaje równie¿ wzory uwzglêdniaj¹ce wspó³czynniki
porowatoœci i objêtoœci materia³u ilastego:

VP = 5,59 – 6,934� – 2,18Vsh (wspó³czynnik korelacji
R = 0,985) (10b)

VS = 3,52 – 4,01� – 1,89Vsh (wspó³czynnik korelacji
R = 0,959) (10c)

Badane próbki charakteryzowa³y siê du¿¹ zmiennoœci¹
wspó³czynnika porowatoœci 3–30% oraz zmiennym zaile-
niem 0–55%. Zbiór obejmowa³ ponad 70 elementów.
Wykonano równie¿ pomiary VP i VS pod zmiennym ciœnie-
niem 5–40 MPa i w czêstotliwoœci ultradŸwiêkowej.

Stosowanie podobnych do przedstawionych przez
Hana wzorów korelacyjnych dla ska³ piaskowcowo-ila-
stych wymaga przeprowadzenia „kalibracji statystycznej”
na danych testowych pochodz¹cych z opracowywanego
rejonu.

Eberhart-Phillips i in. (1989) zastosowali analizê
wielowymiarow¹ dla tego samego zbioru danych (Han i
in., 1986) i otrzymali nastêpuj¹ce relacje dla VP i VS = f (�,
Vsh, Pef), gdzie Pef oznacza efektywne ciœnienie.

V VP sh� � � �5 77 6 949 173, , ,�
� � �0 446 16 7, ( exp( , ))P Pef ef (11a)
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Ryc. 1. Zale¿noœæ prêdkoœci VP od porowatoœci w próbkach nasyconych wod¹. Zaznaczono te¿ granice Voigta i Reussa
Fig. 1. P-wave velocity versus porosity for a variety of water-saturated sediments, compared with the Voigt and Reuss bounds

otwory, wells: ChD-3 — Cha³upki Dêbniañskie-3; KS-16, 17 — Ksiê¿pol-16, 17; WR-14 — Wola Ró¿aniecka-14



V VS sh� � � �3 70 4 944 157, , ,�
� � �0 361 16 7, ( exp( , ))P Pef ef (11b)

Podobne badania próbek piaskowcowo-ilastych prze-
prowadzano w wielu laboratoriach na œwiecie (np.: Kata-
hara, 1996; Prasad, 2001; Eberli i in., 2003).

Inna metoda oceny prêdkoœci fal P i S opiera siê na ana-
lizie akustycznych obrazów falowych rejestrowanych w
otworach.

Na podstawie szczegó³owej interpretacji akustycznych
obrazów falowych pomierzonych w zró¿nicowanych
poziomach litostratygraficznych w otworach KuŸnica Gra-
bowska-1 (KG-1), Rylowa-3 (R-3), £¹kta-28 (£-28) i Sob-
niów-23 (S-23), le¿¹cych w ró¿nych rejonach Polski,
zosta³ okreœlony czas interwa³owy i prêdkoœæ fal
pod³u¿nych i poprzecznych oraz ich stosunek VP/VS (Ba³a,
1989). Obrazy falowe by³y rejestrowane w interwa³ach
dokumentowanych rdzeniami wiertniczymi, co gwaranto-
wa³o mo¿liwoœæ wykonania standardowych badañ labora-
toryjnych.

W otworze KG-1 obrazy falowe zarejestrowano w stro-
powej czêœci czerwonego sp¹gowca, litologicznie odpo-
wiadaj¹cej mu³owcom i piaskowcom oraz doln¹ partiê
cechsztynu, obejmuj¹c¹ utwory wapienia i anhydrytu, w
interwale 2265–2295 m (dolna czêœæ Werry). Dodatkowo
rejestracjê wykonano na g³êbokoœci 1993–2061,5 m, która
odpowiada³a dolomitom, dolomitom zailonym i anhydry-
tom (Leine, Stassfurt i stropowa czêœæ Werry).

Obrazy falowe rejestrowane w otworze R-3 zosta³y
wykonane w serii wapieni jurajskich malmu, piaskowcach
cenomanu — w dolnej czêœci zawodnionych, a w stropo-
wej nasyconych gazem — oraz w wapieniach turonu. Inter-
wa³ pomiarowy obejmowa³ g³êbokoœæ 1033–1088 m.

W otworze £-28 dysponowano zapisami falowymi
wykonanymi w interwale g³êbokoœciowym 2235–2326,9 m
w utworach wêglanowych jury (seria dolomitowo-wapien-
na malmu), w serii piaskowca cenomañskiego oraz w
sp¹gowej czêœci miocenu, zawieraj¹cej warstwy ila-
sto-mu³owcowe.

Rejestracjê obrazów falowych w otworze S-23 wyko-
nano w dwóch interwa³ach: 1403–1440 m i 1810–1927 m
odpowiadaj¹cych utworom piaskowcowo-ilastym kredy
(tzw. poziomy istebniañskie).

W tabeli 1 zamieszczono przedzia³y zmiennoœci i œred-
nie wartoœci parametrów sprê¿ystych wyinterpretowanych
dla ró¿nych utworów. Wartoœci VP i VS zestawiono na ryci-
nie 2. Analizuj¹c tabelê 1 oraz rycinê 2, nale¿y zauwa¿yæ,
¿e w stosunku do warstw wodonoœnych horyzonty pia-
skowcowe nasycone gazem charakteryzuj¹ siê znacznie
obni¿onymi wartoœciami VP/VS. Jest to jeden ze wskaŸni-
ków obecnoœci gazu, który znacznie obni¿a prêdkoœæ roz-
chodzenia siê fali pod³u¿nej, a na prêdkoœæ fali poprzecznej
ma znacznie mniejszy wp³yw (Tatham, 1982; Ba³a, 1989,
1997). Inaczej ni¿ gaz, materia³ ilasty podnosi stosunek
VP/VS. Jak wynika z obliczeñ, przeprowadzonych przy u¿y-
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Tab. 1. Przedzia³y zmiennoœci prêdkoœci VP ,VS oraz stosunków VP do VS okreœlonych na podstawie rejestracji akustycznych
obrazów falowych w utworach zró¿nicowanych litologicznie i stratygraficznie
Table 1. The intervals of changeability of velocities of P- and S-waves (VP/VS) and the VP/VS ratio determined for different
litho-stratigraphic formations on the basis of acoustic full-waveform data

Otwór
Well

Stratygrafia
Stratigraphy

Litologia
Lithology

VP

[km/s]
VS

[km/s]
VP/VS

Œrednia
Average

VP/VS

KG-1 Cechsztyn
Zechstein

wapienie*, limestones* 5,43–5,81 3,14–3,21 1,72–1,89 1,85

anhydryty, anhydrites 5,18–5,88 2,83–3,23 1,73–1,84 1,80

dolomit, dolomites 5,21–6,25 3,07–3,55 1,7–1,87 1,83

Czerwony sp¹gowiec,
Rotliegendes

piaskowce, sandstones 4,90–5,62 3,07–3,21 1,56–1,71 1,64

£-28 Jura
Jurassic

dolomity, dolomites 5,71–6,41 3,13–3,51 1,78–1,91 1,86

wapienie, limestones 5,00–6,45 2,63–3,33 1,83–2,09 1,91

Kreda
Cretaceous

piaskowce wodonoœne
water-bearing sandstones

4,35–5,00 2,6–3,01 1,66–1,69 1,68

piaskowce gazonoœne
gaseous sandstones

4,05–4,17 2,53–2,65 1,54–1,62 1,59

Miocen
Miocene

mu³owce, mudstones 3,57–4,20 1,93–2,33 1,79–1,89 1,85

³upki ilaste, shales 3,76–4,13 1,97–2,17 1,9–1,92 1,91

S-23 Kreda
Cretaceous

piaskowce wodonoœne
water-bearing sandstones

3,80–5,32 2,23–3,11 1,62–1,78 1,69

piaskowce gazonoœne
gaseous sandstones

3,46–5,62 2,40–3,56 1,43–1,62 1,57

³upki ilaste, shales 3,1–3,54 1,64–1,92 1,86–1,98 1,91

R-3 Jura, malm
Jurassic

wapienie, wapienie zailone
limestones, shaly
limestones

3,94–5,0 2,04–2,60 1,9–1,94 1,93

Kreda
Cretaceous

piaskowce wodonoœne
water-bearing sandstones

3,45–4,39 1,99–2,67 1,64–1,76 1,7

piaskowce gazonoœne
gaseous sandstones

2,63–3,45 1,82–2,17 1,42–1,59 1,5

Kreda
Cretaceous

wapienie, limestones 4,35–5,0 2,23–2,72 1,84–1,95 1,88

*z domieszkami kwarcu i anhydrytu, with admixture quartz and anhydrite



ciu programu Estymacja dla modelu piaskowcowego,
VP/VS wzrasta wraz ze wzrostem zailenia i w zale¿noœci od
wspó³czynnika porowatoœci oscyluje miêdzy 1,65 (brak
zailenia), a¿ do 2,3 (du¿e zawartoœci frakcji ilastej) (Ba³a,
2007). Na rycinie 2 ³upki ilaste oraz mu³owce, charaktery-
zuj¹ce siê du¿¹ zawartoœci¹ materia³u ilastego, oscyluj¹
wokó³ linii VP/VS = 1,9, a naniesiony punkt czystego i³u ma
wartoœæ 1,938 — przyjêt¹ jako œredni¹ na podstawie wielu
publikacji (m.in. Eastwood & Castagna, 1983; Ba³a, 1989).
W pracy Zhu i in. (2001) przedstawiono podobne wnioski;
zmiany VP/VS maj¹ charakter liniowy i przyjmuj¹ wartoœci
od 1,6 dla czystych piaskowców a¿ do 2,1 dla czystych
i³ów.

Dodatkowym czynnikiem zaburzaj¹cym relacjê VP do
VS jest zjawisko anizotropii parametrów sprê¿ystych, któr¹
wykazuj¹ ska³y ilaste (Katahara, 1996; Ba³a, 2007).

Relacje empiryczne Castagna

Wykorzystuj¹c dane laboratoryjne przedstawione
przez Picketta (1963) i innych autorów, Greenberg i Casta-
gna (1992) podaj¹ empiryczne zwi¹zki pomiêdzy prêdko-
œci¹ fal VP i VS. Za³o¿ono, ¿e wszystkie parametry
wp³ywaj¹ w ten sam sposób na prêdkoœæ fali P i S. Próbki
pochodzi³y ze ska³ „czystych” litologicznie, nasyconych w
100% wodami z³o¿owymi.

Relacje empiryczne przedstawione zosta³y w postaci
wielomianu:

V a V a V as

i

i P i P i
� � �2

2
1 0 (12)

gdzie:
VP —prêdkoœæ fali P,

a2i, a1i, a0i —empiryczne wspó³czynniki dla „czys-
tych” sk³adników litologicznych dopaso-
wane do danych laboratoryjnych,

VS

i — prêdkoœæ fali S w „czystym” sk³adniku
litologiczny (i).

W tabeli 2 zamieszczono odpowiednie wspó³czynniki
zale¿nie od litologii (Greenberg & Castagna, 1992). Nale-
¿y zdawaæ sobie sprawê z tego, ¿e w zale¿noœci od zbioru
danych, czy to pomierzonych laboratoryjnie na próbkach,
czy te¿ rejestrowanych za pomoc¹ profilowania akustycz-
nego w otworach, wspó³czynniki wystêpuj¹ce w relacjach
empirycznych bêd¹ inne i aby je stosowaæ nale¿y wykonaæ
„kalibracjê” statystyczn¹.

Spotyka siê równie¿ i inne przybli¿enia, podane w
publikacji Castagna i in. (1993), np. dla nasyconych wod¹
dolomitów:

V VS P� �0 583 0 078, , (km/s) (13a)

dla piaskowców zailonych:
V VS P� �0 862 1172, , (km/s) (13b)
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Ryc. 2. Wykres zale¿noœci VS w funkcji VP okreœlony na podstawie interpretacji akustycznych obrazów falowych w zró¿nicowanych
seriach litostratygraficznych. 1 — piaskowce, perm, KuŸnica Grabowska-1 (KG-1); 2 — wapienie, cechsztyn, KG-1; 3 — szary i³ solny,
cechsztyn, KG-1; 4 — anhydryty, cechsztyn, KG-1; 5 — dolomity, dolomity wapniste, cechsztyn, KG-1; 6 — anhydryty zailone,
cechsztyn, KG-1; 7 — dolomity, jura, £¹kta-28 (£-28); 8 — wapienie, jura, £-28; 9 — wapienie, wapienie dolomityczne, jura, £-28; 10
— piaskowce wodonoœne, kreda, £-28; 11 — mu³owce, ³upki, miocen, £-28; 12 — piaskowce z gazem, kreda, Rylowa-3 (R-3); 13 —
piaskowce gazonoœne, kreda, Sobniów-23 (S23); 14 — piaskowce wodonoœne, kreda, S-23
Fig. 2. Plot of VS versus VP calculated from interpretation of acoustic full waveforms in different litho-stratigraphic series. 1 — sandstones,
Permian KuŸnica Grabowska-1 (KG-1); 2 — limestones, Zechstein, KG-1; 3 — grey salt shale, Zechstein, KG-1; 4 — anhydrites,
Zechstein, KG-1; 5 — dolomites, calcareous dolomites, Zechstein, KG-1; 6 — clayey anhydrites, Zechstein, KG-1; 7 — dolomites,
Jurassic £¹kta-28 (£-28); 8 — limestones, Jurassic, £-28; 9 — limestones, dolomitic limestones, Jurassic, £-28; 10 — water-bearing
sandstones, Cretaceous, £-28; 11 — mudstones, shales, Miocene, £-28; 12 — sandstones with gas, Cretaceous, Rylowa-3 (R-3); 13 —
gas-bearing sandstones, Cretaceous, Sobniów-23 (S-23), 14 — water-bearing sandstones, Cretaceous, S-23



Ostatni wzór jest znany w literaturze zagranicznej pod
nazw¹ mudrock line.

Jako przyk³ad braku dopasowania danych do linii pia-
skowców zailonych przedstawiono na rycinie 3 wyniki
odnosz¹ce siê do danych obliczonych dla utworów mio-
ceñskich z otworu Cha³upki Dêbniañskie-2, po³o¿onego
w czêœci centralnej zapadliska przedkarpackiego (Ba³a,
2004). Widaæ wyraŸne odchylenie pomiêdzy wartoœciami
prêdkoœci, okreœlonymi na podstawie akustycznych obra-
zów falowych w piaskowcach gazonoœnych i wodonoœnych,
od prêdkoœci obliczonej ze wzoru (13b), stosowanej czêsto
podczas modelowañ sejsmicznych.

Jeszcze inn¹ koncepcjê okreœlania VS przedstawia
Dvorkin w publikacji z 2008 r. Opieraj¹c siê na znanym
równaniu Raymera–Hunta–Gardnera (1980), opisuj¹cym
zwi¹zek VPsat z prêdkoœci¹ fali P w szkielecie (faza sta³a)
VPma, z prêdkoœci¹ w medium Vf i porowatoœci¹ ska³y �,
formu³uje podobn¹ relacjê dla VSsat:

V VSsat Sma

ma

ma f

� � �
�

� �
( )

( )

( )
1

1

1
2�

�
� �

�
� �

(14)

Na tej podstawie Dvorkin (2008) przeprowadza testowe
obliczenia dla zbioru próbek zamieszczonych w publikacji
Hana i in. (1986) i dostaje dobr¹ zgodnoœæ obliczonych
wyników VS z pomierzonymi laboratoryjnie.

Testowanie wyników obliczeñ prêdkoœci VS i dyskusja

Testowanie wyników obliczonej prêdkoœci wykonano
w dwóch otworach: Wierzchowice WMA-1 i Ksiê¿pol-16.
W przypadku otworu Wierzchowice WMA-1, po³o¿onego
na monoklinie przedsudeckiej, obliczenia przeprowadzono
w interwale 1502–1651 m, obejmuj¹cym utwory cechszty-
nu, które litologicznie odpowiadaj¹ anhydrytom, wapie-
niom dolomitycznym i dolomitom ze znacznymi
domieszkami anhydrytu, oraz w odcinku 1566,1–1651 m,
zaliczanym do czerwonego sp¹gowca, odpowiadaj¹cym

piaskowcom z niewielkimi domieszkami anhydrytów i
wêglanów (ryc. 4, œcie¿ka 1) (Nowak i in., 2002). Na
wykres zosta³y naniesione wyniki obliczonej ró¿nymi
wzorami prêdkoœci fal P i S (œcie¿ki 2 i 3). Mo¿na zauwa-
¿yæ du¿¹ zgodnoœæ pomiêdzy wartoœciami prêdkoœci fal S
obliczonych modelem Biota–Gassmanna — krzywa
VSBG, modelem Kustera–Toksöza — krzywa VSKT i
wyinterpretowanymi z akustycznego obrazu falowego
rejestrowanego sond¹ Long Space Sonic (LSS) dziêki
zastosowaniu funkcji semblance (aplikacja FalaWin syste-
mu GeoWin, zob. Jarzyna i in., 2007) oznaczon¹ jako
VSLSS. Krzywa VSMUD — obliczona na podstawie wzo-
rów (13a, b) te¿ wykazuje dobr¹ estymacjê w interwa³ach
zarówno cechsztynu, jak i czerwonego sp¹gowca.
Wspó³czynnik determinacji R2, obliczony dla równañ
regresji liniowej pomiêdzy VSLSS i VSBG oraz VSKT,
jest wysoki i przyjmuje kolejno wartoœci: 0,8615 i 0,853
(Ba³a & Cichy, 2007).

Podobne testowanie wyników wykonano w otworze
Ksiê¿pol-16, le¿¹cym w czêœci pó³nocno-wschodniej zapa-
dliska przedkarpackiego, w utworach klastycznych miocenu
autochtonicznego zawieraj¹cych serie piaskowcowo-
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Ryc. 3. Wykres obliczonych VP i VS dla utworów miocenu autochtonicznego (otwór Cha³upki Dêbniañskie-2) (Ba³a, 2004)
Fig. 3. Plot of VP and VS calculated for autochthonous Miocene deposits (Cha³upki Dêbniañskie-2 well) (Ba³a, 2004)

Tab. 2. Wartoœci wspó³czynników wystêpuj¹cych w równaniu
(12) w zale¿noœci od litologii (Greenberg & Castagna, 1992)
Table 2. Values of coefficients in polynomial equation (12) for
different lithologies (Greenberg & Castagna, 1992)

Litologia
Lithology

Wspó³czynniki w równaniu (12)
Coefficients in equation (12)

a2i a1i a0i

Piaskowce
Sandstones

0 0,80416 –0,85558

£upki, Shales 0 0,76969 –0,86735

Wapienie
Limestones

–0,05508 1,01677 –1,03049

Dolomity
Dolomites

0 0,58321 –0,07775



-mu³owcowo-ilaste, w których wk³adki
piaskowców s¹ nasycone gazem. Profil
litologiczny, zmiany porowatoœci oraz
nasycenia wod¹ i wêglowodorami uzyska-
ne w wyniku interpretacji iloœciowej pro-
filowañ geofizyki otworowej w utworach
miocenu w interwale 700–900 m przedsta-
wiono na rycinie 5, na œcie¿kach 1 i 2.
Interpretacjê wykonano w ramach pracy
(Nowak i in., 2005). Na rycinie 5 zesta-
wiono równie¿ wartoœci prêdkoœci fal P i S
obliczone ró¿nymi metodami i wyinter-
pretowane z obrazów falowych rejestro-
wanych sond¹ Full Wave Sonic (FWS)
(œcie¿ki 3 i 4). Analizuj¹c wyniki obliczeñ
mo¿na zauwa¿yæ, ¿e najbardziej zani¿ona
w stosunku do krzywych VSBG i VSKT
(estymowanych modelem Biota–Gass-
manna i Kustera–Toksöza i wyinterpreto-
wanym z zarejestrowanego sond¹ FWS
akustycznego obrazu falowego — krzywa
VSFWS) jest prêdkoœæ uzyskana ze wzoru
(13b) i oznaczona na rycinie 5 symbolem
VSMUD. Obliczone korelacje liniowe
pomiêdzy poszczególnymi wartoœciami
czasów interwa³owych fal S, okreœlonych
wg modeli teoretycznych i akustycznych
obrazów falowych tych utworów, charak-
teryzuj¹ siê niskim wspó³czynnikiem
determinacji — R2 � (0,2; 0,69). Œwiad-
czy to o du¿ym zró¿nicowaniu utworów w
rozpatrywanym interwale g³êbokoœcio-
wym (203–906 m), wykazuj¹cych zmien-
ne nasycenie gazem i wod¹ z³o¿ow¹ oraz
zaileniem.

Wyjaœnienie du¿ej rozbie¿noœci uzy-
skanych wyników w otworze Ksiê¿pol-16
wymaga³o szczegó³owego przeanalizo-
wania zmiennoœci utworów. Jako wynik
tej analizy przedstawiono, dla przyk³adu,
dwa wykresy krzy¿owe (ryc. 6) skonstru-
owane dla osadów sarmatu i badenu. Ryci-
na 6a obrazuje zró¿nicowanie obliczonej
prêdkoœci VPBG w zale¿noœci od porowa-
toœci wyinterpretowanej na podstawie
krzywych geofizyki otworowej. W dolnej
czêœci przedstawiono kolorem zielonym
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Ryc. 4. Zestawienie litologii i porowatoœci na
podstawie interpretacji iloœciowej danych geo-
fizyki otworowej i obliczone krzywe prêdkoœci
(wykorzystano modele teoretyczne Biota–Gas-
smanna, Kustera–Toksöza oraz równania 13a,
b) z danymi wyinterpretowanymi z akustycz-
nych obrazów falowych zarejestrowanych
sond¹ LSS (otwór Wierzchowice WMA-1)
Fig. 4. Comparison of lithological and porosity
data obtained from quantitative interpretation
of well log data and depth changes of P-wave
and S-wave velocities calculated with the use of
theoretical Biot–Gassmann and Kuster–Toksöz
models and equation (13a, b) and results of
analysis of acoustic waveforms recorded with
LSS tool (Wierzchowice WMA-1 well)



tzw. krzyw¹ korelacyjn¹, ¿ó³ty prostok¹t nad t¹
krzyw¹ pokazuje interwa³, z którego pochodz¹
punkty (550–850 m). Na g³ównym wykresie barwa
punktów oznacza zmienne nasycenie wod¹ i gazem
(skala SW z prawej strony wykresu). ¯ó³te punkty,
grupuj¹ce siê w wy¿szych wartoœciach porowato-
œci, odpowiadaj¹ nasyceniu SW 0,2–0,4 i charakte-
ryzuj¹ warstwy o podwy¿szonym nasyceniu gazem
(0,6–0,8). Na wykresie (ryc. 6b) zestawiono zale-
¿noœæ obliczonej prêdkoœci VSBG w funkcji czasu
interwa³owego DT fali P pomierzonego podczas
profilowania akustycznego. Punkty pochodz¹ z
g³êbokoœci 350–906 m odpowiadaj¹cej utworom
sarmatu i badenu. Punkty otoczone poligonami
(wielobokami) pochodz¹ z utworów badenu œrod-
kowego (zaznaczone kolorem fioletowym) i bade-
nu górnego (ciemnozielone). Barwa pozosta³ych
punktów (sarmat) pokazuje zmiennoœæ naturalnej
promieniotwórczoœci (PG) odpowiadaj¹cej zró¿ni-
cowanemu zaileniu (punkty ¿ó³te i pomarañczowe
— ma³e zailenie, czerwone — du¿e zailenie). Na
wykresie zaznaczono równie¿ prost¹ regresji linio-
wej, obliczon¹ dla utworów sarmatu, przy której
wartoœæ wspó³czynnika korelacji R = 0,733, co
œwiadczy o istotnej zale¿noœci pomiêdzy zmien-
nymi.

Z analizy wykresów i danych geofizyki otworo-
wej przeprowadzonej w utworach miocenu auto-
chtonicznego w ró¿nych z³o¿ach zapadliska
przedkarpackiego wynika du¿a zmiennoœæ zarówno
sk³adu mineralnego (piaskowce, piaskowce zailo-
ne, mu³owce, ³upki ilaste), jak i nasycenia wod¹
oraz gazem, który akumuluje siê czêsto w war-
stwach o ma³ej mi¹¿szoœci. Równie¿ niewielka
g³êbokoœæ wystêpowania horyzontów gazonoœnych
wp³ywa na znaczne obni¿enie parametrów sprê¿ys-
tych ska³.

Zatem dobre dopasowanie VSMUD w utwo-
rach cechsztynu i czerwonego sp¹gowca do VSLSS
obliczonego z obrazu falowego w otworze WMA-1
i znacznie gorsze w przypadku utworów miocenu
autochtonicznego (du¿e zani¿enie wartoœci
VSMUD w stosunku do VSFWS czy VSBG)
mo¿na wyjaœniæ zró¿nicowaniem warunków sedy-
mentacyjnych i ró¿n¹ g³êbokoœci¹ wystêpowania
utworów, która odzwierciedla procesy kompakcji.
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Ryc. 5. Zestawienie litologii i porowatoœci oraz nasyce-
nia wod¹ i gazem na podstawie interpretacji iloœciowej
danych geofizyki otworowej i obliczone krzywe prêdkoœci
(wykorzystano modele teoretyczne Biota–Gassmanna,
Kustera–Toksöza oraz równanie 13b) z danymi wyinter-
pretowanymi z akustycznych obrazów falowych zareje-
strowanych sond¹ FWS (otwór Ksiê¿pol-16)
Fig. 5. Comparison of lithological, porosity and water-
and gas-saturation data obtained from quantitative
interpretation of well log data and depth changes in
P-wave and S-wave velocities calculated with the use of
theoretical Biot–Gassmann and Kuster–Toksöz models
and equation (13b) and results of analysis of acoustic
waveforms recorded with FWS tool (Ksiê¿pol-16 well)



Wnioski

1. Prêdkoœæ fal pod³u¿nych i poprzecznych w ska³ach o
dobrych w³aœciwoœciach sprê¿ystych, w przypadku gdy
VS > Vf, okreœla siê na podstawie akustycznych obrazów
falowych rejestrowanych w otworach. W ska³ach, dla któ-
rych ten warunek nie jest spe³niony, na obrazach falowych
nie zaznacza siê fala S.

2. Prêdkoœæ fali poprzecznej (VS) mo¿e byæ obliczona
na podstawie rejestrowanych krzywych geofizyki otworo-
wej dziêki zastosowaniu teoretycznych modeli okreœlo-
nych dla oœrodków porowatych: wzory Biota–Gassmanna i
Kustera–Toksöza.

3. Wzory empiryczne przedstawiane w literaturze opie-
raj¹ siê na zwi¹zkach VS z VP okreœlonych na podstawie
badañ laboratoryjnych.

4. Stosowanie wzorów empirycznych, np. Castagna
(mudrock line), wymaga w ka¿dym przypadku dobrania
odpowiednich wspó³czynników dla danych testowych
pochodz¹cych z opracowywanego rejonu.

5. Obecnoœæ gazu i materia³u ilastego w horyzontach
piaskowcowo-mu³owcowo-ilastych wp³ywa przeciwstaw-
nie na prêdkoœæ fali pod³u¿nej (VP), podczas gdy na prêd-
koœæ VS gaz ma znacznie mniejszy wp³yw. Przeliczanie
prêdkoœci VS na podstawie VP, okreœlone zarówno z pomia-
rów profilowania akustycznego, jak i ze wzorów empirycz-
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nych, mo¿e generowaæ b³êdy w horyzontach gazonoœnych
i silnie zailonych.

Praca zosta³a wykonana w ramach projektu badawczego nr 4
T12B, realizowanego od 10.2005 r. do 04.2008 r. pod kierunkiem
Marii Ba³y i in. (2008), finansowanego przez MNiSW, oraz
badañ statutowych wykonywanych w Katedrze Geofizyki
WGGiOŒ AGH w 2009 r.
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