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Problem czestotliwosci drgan wlasnych w wirujgcych
ukladach mechanicznych pojazdow szynowych

Na przykiadzie wirujqcego kota kolejowego przedstawiono wyniki obliczen numerycznych problemu
brzegowego uktadu rownan opisujqcych drgania kola. Wirujqce kolo zamodelowano jako uklad
ciqgly. Opracowano kilka wariantow modelu fizycznego i matematycznego kota, poczynajqc od
modelu najprostszego, w ktorym przyjeto pelnq symetrie struktury wirujqcego kota, az do modelu z
asymetriq struktury (niewywazenia tarczy i wienca kota o ciqglym rozkladzie masy) w ruchu tocznym
i wspolpracq z torem. W zaleznosci od przyjetego modelu wyniki obliczen wykazujq duze roznice

ilosciowe, a przede wszystkim jakosciowe.

Praca zostata wykonana w ramach projektu badawczego Komitetu Badan Naukowych

realizowanego w latach 2003-2006.

1. Wstep

W badaniach dynamiki uktadu koto-szyna, gdzie in-
teresuja nas gtownie drgania kontaktowe, najczesciej jako
model pojazdu przyjmuje si¢ koto lub zestaw kotowy, na
ktoéry dziala zadane obciazenie statyczne. Zwykle zaklada
sig, ze koto jest idealnie sztywne z ewentualnym elementem
sprezystym tzw. spr¢zyna Hertza modelujaca wspotdziata-
nie z torem oraz przyjmuje sig, ze kolo wykazuje pelna
symetri¢ kotowa. Analiza dynamiczna tego tradycyjnego
modelu kota pozwala na badanie zjawisk w niskim zakresie
czgstotliwosei drgan 1 predkosci. Granica stosowalno$ci
modelu ,,sztywnego kota”, ktora okreslona jest przez naj-
nizsza wartos¢ czgstotliwosci jego drgan wlasnych, stata si¢
impulsem do podjgcia prac nad dynamicznym modelem
kota, ktory uwzglednialby jego odksztalcenia sprezyste, a
takze umozliwialby uwzglednienie w analizie naruszenie
symetrii struktury kota. Asymetria struktury jest nieod-
taczng cecha rzeczywistych uktadow mechanicznych. Jest
ona skutkiem tolerancji wymiarowych dopuszczalnych w
procesie wytwarzania lub nieréwnomiernego zuzycia w
procesie eksploatacji.

W celu istotnego poprawienia doktadnosci modelo-
wania, efektywnosci i stabilnoéci numerycznej dotychczas
stosowanych modeli i metod np. modelu MES, w analizie
dynamicznej proponuje si¢ wykorzystaé przedstawiony
analityczny model kota.

2. Model fizyczny kota
Przestrzenny model fizyczny kota kolejowego utwo-
rzony jest z jego wienca, modelowanego jako spregzysta
zakrzywiona belka pryzmatyczna, potaczonego z osia ze-
stawu kotowego ciagtym inercyjnym podtozem sprezystym
typu Winklera o charakterystyce liniowej. Podloze sprezy-
ste tworzy tarczg kota.
Przy modelowaniu niewywazen kota przyjgto nastgpu-
jace podstawowe zatozenia:
- niewywazenia sa skutkiem ciaglego nierdwnomiernego
rozktadu masy,
- niewywazenia moga wystepowac na wiencu i tarczy kota,
- niewywazenia wienca i tarczy moga by¢ rézne i przesu-
nigte w fazie,
- pomija si¢ niewywazenia piasty kota i podpiascia osi
(mate przyspieszenia wzgledne),
- rozkltad niewywazen na obwodzie kota ma charakter
harmoniczny.
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W rzeczywistosci niewywazenia kota sa skutkiem do-
puszczalnych tolerancji wymiarowych, ktore powstaja w
procesie wytwarzania np. tolerancja szerokosci wienca,
grubosci tarczy kota itp. Moga one by¢ w tatwy sposob
przeliczone na lokalna zmiang gesto$ci materiatu. Przyjecie
dwoch ostatnich zatozen prowadzi do wniosku, ze niewy-
wazenia modeluje si¢ w sposob przyblizony jako harmo-
niczna zmiang ggstosci materialu wienca lub tarczy na ob-
wodzie kota. Konsekwencja przyjgtego rozktadu niewywa-
zen jest to, ze rOwniez takie parametry jak sztywnos$¢ (ob-
wodowa, radialna i binormalna) tarczy kota, masowe mo-
menty bezwladnosci, zredukowane wspotczynniki thumie-
nia itp. sa funkcja niezaleznej zmiennej przestrzennej .

W przypadku modelowania kota poruszajacego si¢
ruchem tocznym po torze zaktada si¢ ruch prostoliniowy ze
stata predkoscia V. Srodek masy kota, na ktory dziala ze-
wnetrzne obcigzenie Q moze wykonywac ruch jedynie w
kierunku pionowym. Pozostale punkty materialne kota
moga przemieszczaé si¢ przestrzennie. Wspolprace kota z
szyna zamodelowano liniowymi spr¢zynami Hertza, prze-
noszacymi sity w trzech kierunkach: podhluznym, piono-
wym, poprzecznym oraz moment wiertny. Sztywnosci
sprezyn Hertza wynosza odpowiednio krmu, kwv, ki, 1 ks.
Zaktada sig, ze w punkcie styku nie wystgpuja poslizgi, a
sity kontaktowe Px, Py, P- 1 moment spinu Ms maja charak-
ter sit skupionych:

P = “TkH‘, (Z Vg )_kH“uS >
P, =—ky ws )
P, =_kHV(Z+VS) )

Mg =agurky, (Z + Vs)_ agky ug — kg, ,

gdzie:

us, vs, ws — przemieszczenie punktu styku odpowiednio
wzgledem osi x, z 1 y (wzdluznej, pionowej i
poprzecznej),

9, - obrot przekroju wienca (przechodzacego przez punkt
styku) wzgledem osi pionowej,

ur — wspotczynnik oporu toczenia.

as — odleglo$¢ migdzy punktem styku a geometryczng osia
wienica, mierzona w kierunku poprzecznym.



3. Model matematyczny kola

Roéwnania drgan wirujacego kota zostalty wyprowa-
dzone przy wykorzystaniu zasady d’Alemberta. W przy-
padku kota wykonujacego wylacznie ruch obrotowy, jego
model matematyczny stanowi uktad szeéciu czastkowych
rownan rozniczkowych, z ktorych trzy opisuja drgania
odpowiednio wzgledem osi stycznej, normalnej i binormal-
nej w stosunku do geometrycznej osi wienca, a pozostale
trzy opisuja obroty przekroju poprzecznego wienca wzgle-
dem tych osi. Rownania te sa sprz¢zone sitami sprezystosci
i sitami bezwladnosci. Sity sprezystosci i bezwladnosci
powodujace sprzezenie drgan wynikaja z asymetrycznego
przekroju poprzecznego wienca, niewywazen oraz przy-
$pieszenia Coriolisa. Z uwagi na skomplikowana budowg
roéwnan zrezygnowano tutaj z prezentacji modelu matema-
tycznego a pelna jego posta¢ mozna znalez¢ w [1], gdzie
podano réwniez bardziej wyczerpujacy i szczegétowy opis
modelu fizycznego i zasad modelowania niewywazen kota.

Przy analizie dynamicznej kola poruszajacego sig ru-
chem tocznym, w modelu matematycznym nalezy
uwzgledni¢ dzialajace sity stykowe wg (1) oraz uzupetic
uktad dodatkowym réwnaniem, ktore opisuje drgania $rod-
ka masy kola wzgledem osi pionowej z. Réwnanie to ma
nastgpujaca postac:
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gdzie:

u, v, w, 8, 9, 9 - przemieszczenia i obroty poprzecznego
przekroju wienca odpowiednio wzglgdem osi stycznej,
normalnej i binormalnej,

m,, m, - zredukowane masy wienca i tarczy kota,

R — promien geometrycznej osi wienca kota,

A, J;; — pole i geometryczne momenty przekroju poprzecz-
nego wienca,

k, 1 — liczby naturalne charakteryzujace niewywazenia
wienca i tarczy,

o — kat przesunigcia fazowego migdzy niewywazeniem
tarczy i wienca,

([3 o - predkos¢ katowa kofa,

as, h, h, - wielko$ci charakteryzujace wymiary kota,

p — gestos¢ materiatu wienca kota.

Wielkosci wystgpujace w (2) 1 oznaczone symbolem A

oznaczaja amplitude zmian danego parametru, wywotana
niewywazeniem tarczy lub wienca kota.

4. Wyniki obliczen

Rozwigzania problemu brzegowego jednorodnego
uktadu réwnan drgan poszukuje si¢ w postaci funkcji o
rozdzielonych zmiennych w dziedzinie zmiennej zespolonej
dla przypadku V= const. Stosujac skonczona transformacje

2

sinusowa i cosinusowa, otrzymuje si¢ w efekcie uktad
jednorodnych réwnan algebraicznych, ktory w przypadku
uwzglednienia niewywazen kota lub/i jego ruchu tocznego
jest uktadem o nieskonczenie wielu rownaniach.
Warunkiem istnienia nietrywialnego rozwiazania tego
uktadu jest zerowanie si¢ wyznacznika gldwnego. Z uwagi
na nieskonczony wymiar wyznacznika gtéwnego mozliwe
jest wyznaczenie czgstosci drgan z dowolna doktadnoscia
zalezna od zastosowanej procedury numeryczne;j.

Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla kota o
$rednicy nominalnej 0.95 m i grubos$ci wienca 0.05 m oraz
dla trzech charakterystycznych przypadkow modelu wiruja-
cego kota:

- wirujace koto o petnej symetrii kotowej (tabela 1),

- wirujace kolo z niewywazeniami - asymetria struk-
tury (tabela 2),

- koto z niewywazeniami poruszajace si¢ ruchem
tocznym (rys. 11 2).

W celu poréwnania modelu kota z wiencem mode-
lowanym belka Rayleigha lub belka Timoshenki, w tabeli 1
podano wyniki obliczen numerycznych czgstotliwosci pig-
ciu pierwszych form drgan wiasnych kota o petnej symetrii
struktury wraz z ich graficznym przedstawieniem. Analizg
przeprowadzono rozwazajac przypadek bez i z uwzglednie-
niem tarcia wewngtrznego w materiale wienca i tarczy oraz
predkosci katowej kota, ktérej w ruchu tocznym odpowiada
predkosé liniowa 200 km/h. Kazdej formie drgan odpowia-
daja cztery (belka Rayleigha) Iub szes¢ (belka Timoshenki)
wartosci czgstotliwosci. Ruch obrotowy kota powoduje
podwojenie sig¢ liczby czgstotliwosci drgan wilasnych dla
kazdej formy drgan z wyjatkiem formy "zerowej" (forma z
zerowy liczba $rednic wezlowych). Zjawisko to znane jest
pod nazwa bifurkacji drgan.

W tabeli 2 przedstawiono wyniki obliczen czgsto-
tliwosci drgan whasnych tego samego kota z pominigciem
thumienia wewngtrznego materiatu kota, ale z naruszona
symetria struktury. Parametry charakteryzujace niewywa-
zenia kola podano w pierwszym wierszu tabeli. Obliczenia
wykonano dla predkosci V réwnej 0, 100, 200, 300 i
400km/h. Z analizy wynika, ze dla kola z niewywazeniami
wystgpuje sprzg¢zenie pomigdzy formami ich drgan.
Drgania formy o numerze n=0 (forma z zerowa liczba
Srednic weztowych) sprzezone sa z drganiami form ki /, a
formy, dla ktorych n=1I, 2, 3, 4..... z drganiami form

|n—k|, |n—l|, n+k, i n+l. W rezultacie kazda postaé

drgan charakteryzuje si¢ nieskonczong liczba czgstotliwosci
drgan wtasnych. Dla kazdej formy mozna jednak wyrdznic¢
czgstotliwosci dominujace tzn. czestotliwosci generowane
przez ta posta¢ i wyrdzniajace si¢ duzymi warto$ciami
amplitud. Identyfikacja czgstotliwosci dominujacych
mozliwa jest po rozwigzaniu zagadnienia poczatkowego. Z
tabeli 2 wynika, ze dla modelu, w ktorym pominigto
thumienie wewngtrzne, a rozktad masy niewywazen
wykazuje co najmniej jedna o$ symetrii, ruch obrotowy
kota jest ruchem stabilnym. Nalezy nadmieni¢, ze rownanie
charakterystyczne problemu brzegowego wirujacego kota
jest rownaniem zle uwarunkowanym i w zwiazku z tym
obliczenia numeryczne musza by¢ prowadzone z duza
doktadnoscia. Wydluza to oczywiscie czas obliczen
numerycznych.  Przyktadowo, uzyskanie  wynikow
przedstawionych w tabeli 2 przy uwzglednieniu tylko
trzech form wlasnych zwiazane jest z czasem pracy
procesora PC z zegarem / GHz wynoszacym ok. 10 4.
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Wyniki obliczen czestotliwosci wlasnych kola z symetria struktury

Tabela 1
Czestotliwos¢ drgan wlasnych fi czg$¢ rzeczywista Re pierwiastkow rownania charakterystycznego
Nr Forma przy predkosci V=200 km/h
for- drgan Belka Belka Timoshenki
my wiasnych Rayleigha b=0 b=0.001 Ns/m” b=0.05 Ns/m”
b=0, f [Hz] f [Hz] f [Hz] 10”7 Re [1/s] f [Hz] 10° Re [1/5]
90.06 90.06 90.06 -0.78 90.06 -0.04
586.15 586.14 586.14 -83.74 586.14 -4.19
0 1520.18 1518.05 1518.05 -220.92 1518.05 -11.05
2748.94 2749.26 2749.26 -724.13 2749.26 -36.21
10472.50 10472.50 -26726.49 10472.50 -1336.32
14248.74 14248.74 -49476.29 14248.74 -2473.81
94.54 94.54 94.54 -.90 94.54 -0.04
95.03 95.03 95.03 -.90 95.03 -0.05
1270.04 1270.36 1270.36 -199.24 1270.36 -9.96
/\ 1294.50 1294.90 1294.90 -203.38 1294.90 -10.17
1678.38 1677.38 1677.38 -321.20 1677.38 -16.06
1 1680.83 1680.55 1680.55 -321.50 1680.55 -16.07
2947.52 2947.43 2947.43 -842.78 2947.43 -42.14
\/ 2972.31 2972.25 2972.25 -850.59 2972.25 -42.53
10515.16 10515.16 -26933.66 10515.16 -1346.68
10517.17 10517.17 -26936.94 10517.17 -1346.85
14282.48 14282.48 -49687.36 14282.48 -2484.37
14283.85 14283.85 -49691.96 14283.85 -2484.60
306.60 305.03 305.03 -15.10 305.03 -0.75
309.36 307.75 307.75 -15.17 307.75 -0.76
1701.07 1716.86 1716.86 -391.01 1716.86 -19.55
1717.54 1734.12 1734.12 -402.75 1734.12 -20.14
2092.69 2077.70 2077.70 -528.93 2077.70 -26.44
2 2112.82 2098.64 2098.64 -524.24 2098.64 -26.21
3875.37 3872.34 3872.34 -1475.42 3872.34 -73.77
3909.58 3906.97 3906.97 -1487.83 3906.97 -74.39
10634.09 10634.09 -27537.05 10634.09 -1376.85
10637.86 10637.86 -27543.72 10637.86 -1377.19
14382.80 14382.80 -50318.53 14382.80 -2515.93
14385.35 14385.35 -50327.87 14385.35 -2516.39
890.60 883.67 883.67 -124.81 883.67 -6.24
896.80 889.65 889.65 -125.06 889.65 -6.25
1984.94 2020.92 2020.92 -445.67 2020.92 -22.28
2N 2008.30 2046.66 2046.66 -460.91 2046.66 -23.05
2418.64 2391.67 2391.67 -905.13 2391.67 -45.26
3 2424.67 2397.82 2397.82 -896.21 2397.82 -44.81
5323.83 5303.56 5303.56 -2777.71 5303.56 -138.89
\ / 5351.90 5332.99 5332.99 -2789.95 5332.99 -139.50
<~ > 10799.20 10799.20 -28474.94 10799.20 -1423.75
10804.28 10804.28 -28485.30 10804.28 -1424.26
14543.39 14543.39 -51347.99 14543.39 -2567.40
14546.75 14546.75 -51362.57 14546.75 -2568.13
1717.33 1690.56 1690.56 -464.37 1690.56 -23.22
1728.43 1701.54 1701.54 -466.81 1701.54 -23.34
2177.86 2237.13 2237.13 -451.90 2237.13 -22.59
=aN 2205.15 2265.62 2265.62 -455.28 2265.62 -22.76
ZRS 2907.89 2901.92 2901.92 -1401.69 2901.92 -70.08
4 ( \ 2912.09 2904.19 2904.19 -1401.39 2904.19 -70.07
\ / 6910.39 6848.38 6848.38 -4715.96 6848.38 -235.80
6934.93 6876.21 6876.21 -4725.24 6876.21 -236.26
S 10967.02 10967.02 -29648.32 10967.02 -1482.42
10972.85 10972.85 -29663.45 10972.85 -1483.17
14756.35 14756.35 -52751.68 14756.35 -2636.51
14759.90 14759.90 -52730.28 14759.90 -2637.58

b- wspotczynnik ttumienia
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Whyniki obliczen czestotliwosci wlasnych kola z niewywazeniami.

Tabela 2

a=0

n=2

k=2

1=2

Ap =79 kg/m®
Al; = 1lmm
Czgstotliwos¢ drgan whasnych f'i czg$¢ rzeczywista Re pierwiastkow
rownania charakterystycznego
V=0 V =100 km/h V =200 km/h V =300 km/h V =400 km/h
f[Hz] Re [1/s] f[Hz] Re [1/5] f [Hz] Re [1/s] f [Hz] Re [1/5] f[Hz] Re [1/s]

96.70 0. 96.70 0. 96.70 0. 96.70 0. 96.70 0.
99.27 0. 99.26 0. 99.25 0. 99.23 0. 99.20 0.
102.65 0. 102.66 0. 102.67 0. 102.69 0. 102.72 0.
308.71 0. 308.04 0. 307.37 0. 306.69 0. 306.01 0.
308.74 0. 309.40 0. 310.08 0. 310.76 0. 311.44 0.
586.19 0. 586.18 0. 586.14 0. 586.07 0. 585.97 0.
1290.86 0. 1288.12 0. 1283.04 0. 1277.47 0. 1271.75 0.
1300.64 0. 1303.38 0. 1308.42 0. 1313.93 0. 1319.58 0.
1518.62 0. 1518.62 0. 1518.63 0. 1518.64 0. 1518.65 0.
1683.49 0. 1683.29 0. 1682.80 0. 1682.18 0. 1681.51 0.
1686.22 0. 1686.43 0. 1686.93 0. 1687.57 0. 1688.28 0.
1741.08 0. 1737.49 0. 1733.81 0. 1730.05 0. 1726.21 0.
1741.12 0. 1744.63 0. 1748.09 0. 1751.47 0. 1754.77 0.
2137.30 0. 2131.54 0. 2125.81 0. 2120.19 0. 2114.70 0.
2137.48 0. 2143.36 0. 2149.45 0. 2155.66 0. 2161.98 0.
2859.49 0. 2859.55 0. 2859.73 0. 2860.03 0. 2860.46 0.
3050.51 0. 3047.14 0. 3041.65 0. 3035.94 0. 3030.23 0.
3058.06 0. 3061.53 0. 3067.28 0. 3073.44 0. 3079.77 0.
3936.40 0. 3927.50 0. 3918.53 0. 3909.59 0. 3900.67 0.
3936.58 0. 3945.50 0. 3954.54 0. 3963.60 0. 3972.67 0.
10434.88 0. 10434.89 0. 10434.92 0. 10434.97 0. 10435.03 0.
10454.26 0. 10454.26 0. 10454.29 0. 10454.33 0. 10454.39 0.
10580.13 0. 10580.14 0. 10580.17 0. 10580.22 0. 10580.30 0.
10637.66 0. 10637.66 0. 10637.65 0. 10637.62 0. 10637.59 0.
10677.63 0. 10677.66 0. 10677.73 0. 10677.85 0. 10678.01 0.
14153.36 0. 14153.36 0. 14153.36 0. 14153.37 0. 14153.38 0.
14177.51 0. 14177.51 0. 14177.51 0. 14177.52 0. 14177.52 0.
14386.74 0. 14386.74 0. 14386.74 0. 14386.75 0. 14386.75 0.
14393.16 0. 14393.16 0. 14393.17 0. 14393.17 0. 14393.18 0.
14488.04 0. 14488.04 0. 14488.05 0. 14488.06 0. 14488.07 0.

Najwigksze jednak zmiany jakosciowe i iloSciowe
obserwuje si¢ w przypadku analizy drgan wtasnych kota z
niewywazeniami, poruszajacego si¢ ruchem tocznym (rys. 1
i 2). Uwzglednienie dodatkowego wigzu w postaci sil sty-
kowych powoduje, ze w ukladzie pojawiaja si¢ dodatkowe
okresowe wymuszenia kinematyczne i dynamiczne, ktorych
wielko$§¢ zalezna jest od czasu i potozenia niewywazonych
mas wzgledem punktu styku (rys. 2). Dodatkowo sprzgze-
nie to powoduje, ze warto$ci czestotliwosci drgan

wlasnych, w tym warto$ci czgstotliwosci dominujacych
danej formy, zmieniaja si¢ okresowo (rys. 1). Okres tych
zmian roéwna si¢ okresowi obrotu kota. Obliczenia
przedstawione na rys.l i rys. 2 wykonano dla kofa bez
uwzglednienia tlumienia wewngtrznego oraz wymiarach
kota i parametrach niewywazen jak w tabeli 2. Na rys. 1 i
rys. 2 zaznaczono numerami odpowiadajace sobie krzywe
cze$ci urojonej 1 rzeczywiste] pierwiastkOw rdwnania
charakterystycznego.
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600 5. Uwagi koncowe

Przedstawione wyniki  obliczen
czgstotliwosci drgan wiasnych dla roz-
nych wariantéw modelu wirujacego kota
kolejowego wykazuja migdzy soba istotne
roznice jakoSciowe.

Rozwiazanie zagadnienia brzego-
wego jednorodnego uktadu réwnan
opisujacych male drgania kota bez niewy-
wazen (zachowana symetria kotowa)
wykazuje, ze kazda forma drgan charakte-
ryzuje si¢ skoniczona liczba czgstotliwosci
wlasnych. Ruch obrotowy kota wywotuje
w nim zjawisko bifurkacji czgstotliwosci,
ktorego zrodlem sa sprzezenia bezwlad-
no§ciowe zwigzane z przyspieszeniem
— Coriolisa. Bifurkacja czgstotliwosei jest
przyczyna efektu dudnienia drgan w kole.

W przypadku kota z niewywa-
o = o o oo o5 i i Zeniarpi '(asymetr’ia struktury) vyystqpuj,e
Fl[deg]-kat obrotu kota sprzgzenie pomigdzy formami drgan.
Drgania formy o numerze n=0 (postaé z
zerowa liczba  $rednic  wezlowych)
sprzezone sa z drganiami form ki / (1), a

V=400km/h

—
formy, dla ktérych n=1, 2, 3, 4. z
drganiami form |” _k| , |n _l| , htk, in+l
W rezultacie kazda posta¢ drgan
charakteryzuje si¢ nieskonczona liczba
czestotliwosci  drgan  wilasnych, wérod

ktorych  znajduja  si¢  czgstotliwosci

Rys. 1. Czestotliwoéci drgan whasnych kota z niewywazeniami w ruchu tocznym dominujace. Identyfikacja tych czgsto-
tliwosci jest mozliwa w wyniku rozwia-

zania zagadnienia poczatkowego.

Uwzglednienie wspotpracy koto/

szyna w modelu kola z niewywazeniami

0.061 poprzez wprowadzenie do modelu mate-
@ matycznego sit stykowych o postaci (1)

oraz uwzglednienie dodatkowego rowna-

ReG T nia (2), pozwala w analizie dynamicznej
rozpatrywac rzeczywisty ruch kota kole-

jowego (ruch toczny). W wyniku rozwia-

ON

500+

4004

frE300f

200+

100 —

el o alole

0.024 . .

zania zagadnienia brzegowego tak zbudo-
wanego modelu matematycznego stwier-
dzono w uktadzie dynamicznym genero-

0 150 300~ 250 | 300 330 wanie dodatkowych wymuszef o charak-
Fl[deg]-kat obtotu kota t

N terze okresowym. Problem ten jest pod
\_ wzgledem jako$ciowym zagadnieniem no-
wym 1 wymaga dalszych szczegétowych
badan.
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Rys.2. Czg$¢ rzeczywista R, pierwiastkow rownania charakterystycznego
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