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Abstract

Numerical analysis of the double spring of truck is subject of consideration. Such structure is composed of the six 

leafs. The spring leafs create two assemblies called: the master spring (four leafs) and the auxiliary spring composed 

of two plates. The spring has a bilinear stiffness characteristics. FEM models of the spring are discussed in the paper. 
Beam elements and GAP contact elements are used in 2D model of the multi-leaf spring. 3D FEM models of the same 

spring are built with the shell or solid elements. Different methods are used for the contact modelling between master 

and auxiliary spring assemblies. Nonlinear analysis of the spring model were performed. Vertical concentrated force 
were used as a load of the system. The computing results were compared with the experimental stiffness 

characteristics. Substitute stiffness of the spring system was determined on the base of numerical results as well. It 

was used in the numerical model of a complete truck to define a suspension characteristics. Chosen results of the 
dynamic simulation of the vehicle model moving in special conditions will be presented here. 

Received characteristics within the framework of realized work can be especially useful to 

elaboration simple models supplementary suspensions used for the simulation movement of motor 

vehicles.

Keywords: double spring of truck, 2D and 3D numerical model of the multi-leaf spring, nonlinear analysis FEM 

NUMERYCZNE BADANIA ZAWIESZENIA SAMOCHODU 

CI AROWEGO

Streszczenie

Przedmiotem rozwa a  jest podwójny resor samochodu ci arowego. Konstrukcja taka sk ada si  z sze ciu piór. 
Po czone s  one w dwa zespo y nazwane odpowiednio resorem g ównym z o onym z czterech piór i resorem 

pomocniczym utworzonym przez dwa pozosta e pióra o innej krzywi nie. Konstrukcja taka charakteryzuje si

biliniow  charakterystyk  spr yst . W pracy omawiana jest analiza numeryczna takiej konstrukcji zrealizowana 
metod  elementów sko czonych. Zaproponowano model p aski wielopiórowego resoru podwójnego, w którym 

zastosowano elementy belkowe i dwuw z owe elementy kontaktowe typu GAP. Przedstawiono tak e alternatywne 

modele pow okowe i bry owe takiego samego resoru. Omówiono ró ne podej cia w modelowaniu kontaktu pomi dzy 
piórami zespo u g ównego i pomocniczego. Wykonano nieliniow  analiz  numeryczn  w zaproponowanych modelach 

dyskretnych resoru. Wyznaczono charakterystyki spr yste resoru. Przedstawiono wybrane zastosowanie zast pczej 

sztywno ci na przyk adzie modelu zawieszania u ytego w symulacjach dynamiki ruchu pojazdu ko owego po mo cie
p ywaj cym. Otrzymane charakterystyki w ramach zrealizowanej pracy mog  by  szczególnie przydatne do 
opracowania prostych modeli zast pczych zawiesze  wykorzystywanych do symulacji ruchu pojazdów 
mechanicznych. 

S owa kluczowe: resor podwójny samochodu ci arowego, numeryczne modele 2D i 3D resoru wielopiórowego, 

analiza nieliniowa MES 

1. Wprowadzenie 

Wspó czesne programy do symulacji numerycznych umo liwiaj  wykonanie uproszczonych 



W. Kraso

modeli komputerowych i analizy w zakresie dynamiki ruchomego pojazdu samochodowego bez 
wielkiego nak adu pracy. Budowa modelu pojazdu ko owego z o onego z bry  sztywnych mo liwa 
jest przy wykorzystaniu programu Working Model 2D [1] (modele p askie) lub Visual Nastran 4D 
[2] (modele przestrzenne). Tak odwzorowane pojazdy mog  by zastosowane jako modele 
ruchomych obci e  w badaniach numerycznych obiektów infrastruktury specjalnej (np. mostów 
p ywaj cych, towarzysz cych itp.). Na rys. 1 przedstawiono przyk adowy model p aski 
wojskowego pojazdu ko owego wykonany w celu analizy oddzia ywa  powstaj cych w wyniku 
ruchu tego typu pojazdów po mostach p ywaj cych typu wst ga.

Rys. 1. Model samochodu 2D z zawieszeniem 
Fig. 1. Truck model 2D with suspension 

Na rys. 2 przedstawiono przyk adowe wykresy zanurze  takiego obiektu, odpowiednio 
w rodkowej i skrajnej zjazdowej cz ci wst gi mostu, podczas symulacji przejazdu wojskowego 
pojazdu ko owego. W zastosowanych do oblicze  modelach numerycznych pojazdów 
zdefiniowano parametry odpowiadaj ce charakterystykom rzeczywistych pojazdów wojskowych 
(rys. 1). Zbudowano dwa warianty modeli tego samego pojazdu ko owego. W jednym pomini to
zawieszenie, mocuj c o  ko a na sztywno do bry y nadwozia. W drugim modelu numerycznym 
pojazdu wprowadzono model zawieszenia. Wymienione modele pos u y y do wykonania analizy 
dynamiki obiektu p ywaj cego z o onego z jednakowych modu ów p ywaj cych, po czonych ze 
sob  przegubowo w p aszczyznach dennych, z uwzgl dnieniem luzów monta owych i zjawisk 
kontaktowych w postaci kolizji segmentów. Badano wst g  o d ugo ci 48 [m] obci on  ci arem 
w asnym i ci arem poruszaj cego si  z zadan  pr dko ci  pojazdu ko owego. Uwzgl dnienie
efektów pracy zawieszenia nawet w postaci proponowanego prostego modelu, jak na rys. 1, daje 
mo liwo  rozszerzenia zakresu wielowariantowych analiz studialnych prowadzonych na etapie 
prac projektowo-konstrukcyjnych takich z o onych obiektów in ynierskich.
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Rys. 2. Przyk ad wp ywu modelu zawieszenia na zanurzenia mostu podczas ruchu pojazdu 

Fig. 2. Model suspension influence on the bridge submersions during move of the vehicle 

Opracowanie takiego modelu pojazdu z uwzgl dnieniem zawieszenia w postaci sprz onych
równolegle elementów spr ysto–t umi cych nie jest czasoch onne i nie wymaga specjalnych 
nak adów przy za o eniu, e dysponujemy niezb dnymi charakterystykami zast pczymi. 
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W przypadku bada  prowadzonych z zastosowaniem pojazdów wojskowych pozyskanie takich 
gotowych charakterystyk zast pczych jest cz sto powa nie utrudnione. Wykonanie niezb dnych 
do ich opracowania bada  eksperymentalnych jest kosztowne i wymaga zastosowania 
specjalistycznej aparatury. W niniejszej pracy omówiono metod  numerycznego wyznaczania 
sztywno ci zast pczej zawieszenia na przyk adzie prototypowego resoru podwójnego, nad którym 
prac  prowadzono w Wydziale Mechaniczny WAT [3, 4].  

2. Przedmiot bada  numerycznych 

Zasadniczym elementem decyduj cym o parametrach zawiesze  samochodów ci arowych s
resory. W pojazdach renomowanych firm (Volvo, MAN, i innych) stosowane s  wielopiórowe 
resory paraboliczne, które charakteryzuj  si  du  trwa o ci  i ma  mas . Konstrukcje takie 
jednocze nie zapewniaj  utrzymanie wysokiego komfortu jazdy, nawet przy niewielkim 
obci eniu osi pojazdu. W rozwi zaniach konstrukcyjnych zawiesze  tylnych wspó czesnych 
samochodów ci arowych szerokie zastosowanie znajduj  resory podwójne. Na rys. 3 
przedstawiono przyk adow  ofert  katalogow  [5] zawieszenia z resorem podwójnym z o onym
z 5-piórowego resoru zasadniczego i jednopiórowego podresornika. Prototypowy resor, 
stanowi cy przedmiot rozwa a  i modelowany numerycznie przedstawiono w postaci schematu na 
rys. 4. Sk ada si  on z czterech piór resoru g ównego (zespó  oznaczony cyfr  1 na rys. 4) i 2-
piórowego resoru pomocniczego (2 na rys. 4). Jest to zatem typowy resor podwójny, w którym 
pomi dzy resorem g ównym i pomocniczym wyst puje luz (rys.4), a sztywno  kompletnego 
resoru zale y od wspó czynników sztywno ci resorów sk adowych, wielko ci luzu, relacji mi dzy
d ugo ciami najkrótszego pióra resoru g ównego i najd u szego pióra resoru pomocniczego. Takie 
rozwi zanie konstrukcyjne decyduje o nieliniowej charakterystyce zawieszenia, które powinno 
zapewni , mi dzy innymi, sta  cz stotliwo  drga  w asnych nadwozia w ca ym zakresie 
obci e . W zwi zku z powy szym, w przypadku badania resorów podwójnych, istnieje potrzeba 
uwzgl dnienia specyfiki wspó pracy resoru g ównego z resorem pomocniczym. Zastosowanie 
analizy numerycznej do okre lenia charakterystyki sztywno ci resoru podwójnego wi e si
z konieczno ci  uwzgl dnienia znacznego luzu pomi dzy zespo ami resoru g ównego
i pomocniczego oraz zjawisk kontaktowych pomi dzy poszczególnymi piórami obu zespo ów.
Analiza taka jest zatem zagadnieniem nieliniowym nawet przy za o eniu liniowej charakterystyki 
materia u i statycznego zakresu obci enia.

Problem taki omawiano w pracach autorów z WAT [3, 4], a opisane w niniejszej pracy badania 
numeryczne mo na uzna  jako ich kontynuacj  z zastosowaniem bardziej zaawansowanych 
technik modelowania i analizy zagadnie  kontaktowych mo liwych do zrealizowania za pomoc
pakietu programów do oblicze  in ynierskich firmy MSC.Software [6, 7]. 

Rys. 3.Przyk ad zawieszenia z resorem podwójnym      Rys. 4. Schemat resoru podwójnego 

Fig. 3. Example of suspension with the double spring     Fig. 4. Scheme of the double spring 

W niniejszym opracowaniu przedstawiono ró ne warianty modeli numerycznych MES resoru 
podwójnego (rys. 4) oraz wybrane aspekty ich wykorzystania na etapie bada  charakterystyki 
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sztywno ci i wyt enia takiej konstrukcji. Omówiono budow  p askiego modelu belkowego, 
przestrzennego modelu pow okowego oraz modelu bry owego resoru podwójnego. Dyskutowano 
ró ne podej cia w modelowaniu zjawiska kontaktu pomi dzy poszczególnymi piórami i ich wp yw 
na wyniki analizy. Porównano wybrane charakterystyki sztywno ci takiej konstrukcji otrzymane 
numerycznie z dost pn  w literaturze [3, 4] charakterystyk  otrzyman  na drodze bada
eksperymentalnych. 

3. Modele numeryczne MES resoru podwójnego 

Wszystkie modele numeryczne omawiane w tym rozdziale opracowania wykonano jako 
odkszta calne modele dyskretne przeznaczone do analizy metod  elementów sko czonych (MES). 
Odwzorowuj  one identyczn  prototypow  wersj  resoru podwójnego. Modele zbudowano za 
pomoc  preprocesora MSC.Patran [6].  

3.1. P aski model dyskretny 

W p askim modelu dyskretnym resoru podwójnego poszczególne pióra zestawu g ównego
i pomocniczego modelowano za pomoc  dwuw z owych elementów belkowych o odpowiednio 
dobranych charakterystykach geometrycznych. Do odwzorowania piór resoru zastosowano 114 
elementów typu BEAM o przekrojach prostok tnych. Elementy po czono125 w z ami. Widok 
modelu belkowego przedstawiono na rys. 5.

Rys. 5. Model belkowy resoru podwójnego 

Fig. 5. Beam model of the double spring 

Zdefiniowano ró ne warto ci sztywno ci gi tnej elementów w poszczególnych piórach resoru 
g ównego, wynosz ce odpowiednio: EI1  = 629.39 [Nm2], EI2= 585.99 [Nm2], EI3 = 382.52 [Nm2]
oraz EI4 = 398.69 [Nm2]. Dla elementów modeluj cych dwa pióra resoru pomocniczego przyj to 
jednakow  sztywno  gi tn  równ  EI5 = 2872.90 [Nm2]. W modelu p askim resoru nie 
wprowadzano dodatkowych elementów modeluj cych rub ci gaj c . Oddzia ywanie tego 
elementu na prac  resoru zapewniono poprzez przyj cie identycznych translacyjnych stopni 
swobody dla w z ów le cych w p aszczy nie symetrii konstrukcji. Zrealizowano to za pomoc
specjalnych elementów kinematycznych typu MPC. Podobnie definiowano wspó prac  s siednich
piór w obu zespo ach resoru, zak adaj c z pewnym uproszczeniem, e przemieszczenia liniowe 
tych w z ów s  identyczne. Zdefiniowano 32 takie elementy pomi dzy odpowiednimi w z ami 
elementów belkowych modeluj cych s siaduj ce ze sob  pióra (rys. 5). 

Luzy wst pne pomi dzy piórami zespo u g ównego i pomocniczego zdefiniowano w sposób 
dyskretny, poprzez wprowadzenie elementów dwuw z owych typu GAP pomi dzy dwoma 
przeciwleg ymi w z ami skrajnych piór w zespo ach (rys. 5). Warto  luzów zdefiniowanych 
pomi dzy w z ami elementów modeluj cego skrajne pióra zespo u g ównego i pomocniczego 
zmieniaj  si  od Luz = 34.71 [mm] do Luz = 0 [mm] pomi dzy w z ami w p aszczy nie symetrii 
(rys. 4). Warto ci luzów wyznaczono na podstawie geometrii resoru nieobci onego.
W w z ach skrajnych pierwszego pióra resoru g ównego wprowadzono wi zy odpowiadaj ce

podporze przegubowej nieprzesuwnej na lewym ko cu i podporze przesuwnej na prawym ko cu.
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3.2 Przestrzenny model pow okowy 

Dyskretne modele przestrzenne resoru opracowano przy za o eniu jego porównywalno ci
z przedstawionym powy ej p askim modelem belkowym pod wzgl dem: wymiarów, cech 
fizycznych zastosowanego materia u, wi zów zewn trznych, warto ci i sposobu obci ania resoru. 
Model przestrzenny przedstawiony na rys. 6 zbudowano jako model pow okowy. Do dyskretyzacji 
piór u yto elementów pow okowych 4-w z owych typu QUAD4, dost pnych w bibliotece 
oprogramowania MSC.Nastran [7].  

Rys. 6. Przestrzenny model pow okowy resoru 
Fig. 6. 3D shell model of the spring 

Pióra resoru g ównego i pomocniczego odwzorowano za pomoc  126 elementów 
pow okowych rozpi tych na siatce 251 w z ów. Do odwzorowania rub ci gaj cych zastosowano 
elementy belkowe o odpowiednio dobranych charakterystykach zast pczych. Rozpi to je na 
w z ach skrajnych elementów modeluj cych poszczególne pióra w p aszczy nie symetrii resoru. 
Elementy modeluj ce rub ci gaj c  resoru przyj to 10-krotnie sztywniejsze od elementów 
resoru pomocniczego. Luzy pomi dzy piórami resoru g ównego i pomocniczego (rys. 6), 
wynikaj ce z cech geometrycznych i technologicznych badanej konstrukcji, modelowano 
wprowadzaj c pomi dzy w z ami s siaduj cych piór 2-w z owe elementy typu GAP. 

3.3 Model bry owy

Rozwa any resor podwójny odwzorowano tak e w modelu bry owym zaprezentowanym na 
rys. 7.

Rys. 7. Model bry owy resoru 
Fig. 7. Solid model of the spring 
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Do modelowania piór obu zespo ów resoru wykorzystano 6315 o miow z owych elementów 
bry owych typu HEX rozpi tych na siatce 13704 w z ów. ruby ci gaj ce odwzorowano za 
pomoc  elementów belkowych o odpowiednio dobranych charakterystykach zast pczych.
Rozpi to je podobnie jak w modelu pow okowym na w z ach skrajnych elementów modeluj cych
poszczególne pióra w p aszczy nie symetrii resoru. Kontakt pomi dzy poszczególnymi piórami 
resoru modelowano poprzez okre lenie przewidywanej powierzchni styku cian elementów 
poszczególnych piór resoru i przypisanie im odpowiednich parametrów fizycznych (np. tarcia) za 
pomoc  funkcji ‘master-slave’ [7]. W modelu bry owym wprowadzono wi c ci g y opis zjawiska 
kontaktu, w przeciwie stwie do dyskretnego odwzorowania kontaktu zastosowanego w modelu 
belkowym i pow okowym.

4. Analiza numeryczna wielopiórowego resoru podwójnego 

Statyczne badania resoru o biliniowej charakterystyce sztywno ciowej, jak wspomniano we
wprowadzeniu, stanowi z istoty swej zadanie nieliniowe nawet wtedy, gdy materia  konstrukcji 
jest liniowo spr ysty i pomija si  du e przemieszczenia. Zwykle problem ten sprowadza si  do 
zagadnienia na poszukiwanie warunkowego rozwi zania dopuszczalnego. Jest ono okre lane na 
podstawie rozwi zania uk adu sko czonej liczby nieliniowych równa  algebraicznych. W pracy 
zastosowano podej cie metody elementów sko czonych, sprowadzaj c rozwi zanie problemu do 
wielokrotnego rozwi zania uk adu równa  liniowych, otrzymanych na podstawie zasady 
równowagi w z ów [8, 9]. Dla spr ystej konstrukcji resoru obci onego uk adem si
zachowawczych P= p, przyrostowe równania równowagi MES w uaktualnionym opisie 
Lagrange’a maj  posta  (1): 

K K q pe
i i i 1 i 1 ,         (1) 

gdzie:
Ke    - macierz sztywno ci,
K ( )   - macierz  pocz tkowych napr e ,

q    - przyrostem wektora przemieszcze ,
P= p  - przyrostem wektora obci e ,

p    - wektorem obci e  porównawczych,
    - mno nikiem obci e  porównawczych.

Uk ad równa  (1) rozwi zuje si  metod  zmiennej sztywno ci. W uj ciu konwencjonalnym 
tworzy si  go na ka dym kroku przyrostowym dla tego samego modelu dyskretnego. 
W rozwa anym zagadnieniu, zmiana obszaru kontaktu prowadzi do zmiany schematu statycznego 
analizowanej konstrukcji. Uwzgl dnienie zmiennych w procesie obci ania i deformacji obszarów 
kontaktu pomi dzy poszczególnymi piórami wywo uje zmian  sztywno ci konstrukcji rosoru. Ma 
ona charakter nieliniowo ci geometrycznej.  

Analiz  numeryczn  resoru podwójnego wykonywano zatem w zakresie nieliniowej statyki za 
pomoc  oprogramowanie MSC.Nastran. W obliczeniach zastosowano modele dyskretne resoru 
podwójnego omówione w rozdziale 3 opracowania. Obci enie w p askim modelu belkowym 
i w modelu bry owym definiowano w postaci pojedynczej si y o warto ci 10 [kN] przy o onej
w w z ach centralnych w p aszczy nie symetrii modeli (rys. 5 i 7). W pow okowym modelu 
przestrzennym (rys 6) obci enie przyj to w postaci dwóch jednakowych si  skupionych 
przy o onych w w z ach p aszczyzny symetrii poprzecznej resoru o warto ciach 5 [kN].
Wszystkie modele numeryczne obci ono zatem wypadkow  si  równ  10 [kN]. Tak  si

maksymaln  obci ano równie  resor podczas bada  na stanowisku laboratoryjnym [3, 4]. Analiza 
numeryczna wykonana w przedstawionym zakresie obci e  pozwala wi c na porównanie 
charakterystyk sztywno ci uzyskanych na drodze numerycznej. Na rys. 8 zestawiono wykresy si
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obci enia w funkcji ugi cia resoru otrzymane w belkowym i pow okowym modelu numerycznym 
oraz krzyw  otrzyman  na podstawie bada  resoru prototypowego na stanowisku laboratoryjnym.

Rys. 8. Porównanie wyników bada  numerycznych i eksperymentalnych 
Fig. 8. Comparison of the numerical and experimental results 

Rys. 9. Deformacje resoru – model belkowy      Rys. 10. Deformacje resoru –model pow okowy

Fig. 9. Deformations of the spring – beam model    Fig. 10. Deformations of the spring – shell model 

Rys. 11. Deformacje resoru –model bry owy 

Fig. 11. Deformations of the spring – solid model
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Krzyw  wykre lon  na podstawie wyników z modelu pow okowego oznaczono na rys. 8 
indeksem 1, a t  odpowiadaj c  modelowi belkowemu opisano indeksem 2. Przebieg krzywej 
uzyskanej w modelu bry owym jest prawie identyczny jak w modelu pow okowym, dlatego nie 
zamieszczano jej na rys. 8. 

Deformacje i warto ci przemieszcze  otrzymane w poszczególnych modelach numerycznych 
przedstawiono w postaci map na rys. 9-11. 

6. Podsumowanie 

W wyniku przeprowadzonych oblicze  numerycznych okre lono deformacje uk adu, które 
pozwoli y wyznaczy  zale no  przemieszcze  w z ów le cych w p aszczy nie symetrii resoru 
i warto ci obci enia. Maksymalne warto ci ugi cia resoru uzyskane w badaniach numerycznych 
wynosz  odpowiednio: 

- w modelu belkowym;  147 [mm], 
- w modelu pow okowym;  139 [mm], 
- w modelu bry owym;  141 [mm]. 
Maksymalna ró nica wzgl dna ugi  resoru okre lona za pomoc  ró nych modeli 

numerycznych nie przekracza wi c 6%. Zastosowanie nawet najprostszych belkowych modeli 
resoru, wymagaj cych najmniejszych nak adów pracy na etapie ich opracowania, prowadzi do 
zadowalaj cych wyników. Zastosowanie takiego modelu skutkuje zarazem mniejsz  dok adno ci
w odwzorowaniu charakterystyki spr ystej resoru w cz ci jej za amania, czyli w przedziale 
odpowiadaj cym fazie wybierania luzów pomi dzy skrajnymi piórami zespo u resoru g ównego
i pomocniczego. Modele przestrzenne daj  lepsz  zgodno  krzywych wyznaczonych 
numerycznie i eksperymentalnie w ich cz ciach za amania tj. w przedziale odpowiadaj cym 
pracy resoru, kiedy w czony zostaje resor pomocniczy. Zastosowanie modelu bry owego,
wymagaj cego najwi kszego nak adu pracy na etapie przygotowania modelu i najd u szego czasu 
trwania oblicze , umo liwia szczegó ow  analiz  wyt enia poszczególnych piór resoru 
podwójnego.

Otrzymane w pracy charakterystyki spr yste badanej konstrukcji dla ró nych modeli
dyskretnych i wariantów analizy potwierdzaj  przydatno  proponowanej metody numerycznej 
w okre laniu zast pczej sztywno ci resorów wielopiórowych, jako zasadniczych elementów 
zawiesze  pojazdów. Charakterystyki takie mog  by  szczególnie przydatne do opracowania 
prostych modeli zast pczych zawiesze  wykorzystywanych do symulacji ruchu pojazdów. 
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