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Abstract

This paper is devoted to a circular cylindrical thin-walled shell made of a porous-cellular material. The
cylindrical shell is loaded by impulse of combined forces versus of the time. The impulses of forces by course are
taken. In the paper a combined axial and external pressure are assumed. A shell is simply supported on all outer
edges. The mechanical properties vary continuously on the thickness of a shell. On the ground of Magnucki’s model a
nonlinear hypothesis of deformation of a plane cross section of the shell is assumed. The displacement field of any
cross section and nonlinear geometrical and physical relationships are assumed in a cylindrical coordinate system.
The system of three partial differential equations for dynamic stability shell was obtained using the Hamilton's
principle. This system of equations is solved by Galerkin method. In the next step the system of two motion equations
was solved by the use of the numerical method (Runge-Kutta). The results of the calculation are presented for selected
variables, for example, the time of the duration of external load, the amplitude of the impulse, dimensionless
parameter of shell porosity, the share of axial load in the total loads. The results of the research for family of porous
shell are presented.
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STATECZNOSC DYNAMICZNA POROWATEJ POWLOKI WALCOWEJ
PODDANEJ IMPULSOWEMU OBCIAZENIU ZEL.OZONEMU

Streszczenie

W pracy przedstawiono analize dynamicznej utraty statecznosci powloki, wywolanej dziataniem zmiennego
w czasie obciqzenia o charakterze impulsowym. Przyjeto impuls o ksztalcie polfali sinusoidy. Zamknieta powloka
walcowa poddana zostala jednoczesnemu osiowemu Sciskaniu i cisnieniu zewnetrznemu. Powloka zorientowana jest
w walcowym ukladzie wspotrzednych oraz podparta swobodnie na krawedziach zewnetrznych. Wlasciwosci powloki
po grubosci sq zmienne i zalezq od porowatosci materialu. Przyjety zostal nieliniowy stan przemieszczeh w przekroju
poprzecznym. Zwiqzki pomiedzy przemieszczeniem i odksztalceniem opisane sq za pomocq geometrycznie nieliniowych
rownan. Rownania statecznosci powloki zostaly wyprowadzone z zasady Hamiltona, a nastepnie rozwiqzane metodq
ortogonalizacyjnq Bubnowa-Galerkina. Otrzymano uklad dwoch nieliniowych rownan ruchu. Rownania te rozwiqgzane
zostaly numerycznie metodq Rungego-Kutty. W pracy przedstawiono wyniki obliczen dla przykiadowych zmiennych:
czas trwania i amplituda impulsu, parametr porowatosci powloki, udzial Sciskania osiowego do cisnienia. Wyniki
badan przedstawione zostaly w postaci wykresow.

Stowa kluczowe: statecznos¢ dynamiczna, powloka walcowa, material porowaty, obciqzenie zlozone, analiza
nieliniowa
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1. Wstep

Powloki walcowe znajdujg szerokie zastosowanie w réznych gateziach przemystu. Od wielu lat
utrzymuje si¢ tendencja do zmniejszania masy konstrukcji, co jest szczegdlnie istotne w przemysle
lotniczym. W tym celu zaczgto stosowaé konstrukcje wielowarstwowe. Charakteryzuja si¢ one
malym cig¢zarem przy stosunkowo duzej sztywnosci gietnej 1 wytrzymatosci. Dodatkowa zaletq jest
ich duza zdolno$¢ thumienia drgan. Wspotczesne technologie pozwalaja wytwarza¢ konstrukcje
zmetali porowatych (komdrkowych). Moga stanowi¢ one pewna alternatywe dla konstrukcji
warstwowych. R6zne metody wytwarzania takich materiatow przedstawil przyktadowo Banhart [2].
Badania i wlasciwosci materiatow porowatych przedstawili w swoich pracach Choi 1 Lakes [7],
Kovacik [10, 11], Bart-Smith, Hutchinson 1 Evans [3]. Model matematyczny wtlasnosci
mechanicznych materiatu porowatego przedstawil Magnucki i1 Stasiewicz [12].

Konstrukcje cienkoscienne charakteryzuja si¢ duza podatnoscia na utratg statecznosci. Dlatego
okreslenie obciazen krytycznych oraz analiza zachowania si¢ przy obciazeniach dynamicznych,
stanowi istotny element analizy wytrzymatosciowej powtok. Badania statecznosci statycznej
porowatych cylindrycznych powlok walcowych przedstawit Magnucki 1 Malinowski [13, 14].
Zagadnienie statecznosci dynamicznej porowatej powloki przedstawit Belica i Magnucki [4].
Powyzsze prace uwzgledniaja tylko geometrycznie liniowe zwiazki pomigdzy przemieszczeniem
1 odksztalceniem.

Bardziej ztozonym zagadnieniem jest nieliniowa stateczno$¢ dynamiczna powtok. Mozna tutaj
bada¢ np. odpowiedz uktadu w zaleznosci od charakteru i predkosci obcigzenia. Z wazniejszych
prac poswigconych temu zagadnieniu mozna wymieni¢ monografi¢ Volmira [17], Grybosia [9],
Awrejcewicza 1 Krysko [1]. Monografia [17] dotyczy nieliniowych zagadnien dynamicznych ptyt
1 powtok. Grybos w swojej pracy przedstawia teorie statecznosci konstrukcji pod obciazeniem
uderzeniowym. Praca Awrejcewicza i Krysko jest po§wigcona zagadnieniu dynamiki chaotyczne;.
Szyc 1 Twardosz [16] rozwiazali nieliniowe zagadnienie statecznosci powloki walcowe;j
obcigzonej cisnieniem zewngtrznym, Lee [8] powtoki dynamicznie $ciskanej osiowo. W pracach
tych przyjeto liniowy przyrost obcigzenia w czasie. Bugajny [6] badat statecznos¢ matowynioslej
powloki trojwarstwowej, Sciskanej osiowo sitami zmieniajacymi si¢ w czasie wg funkcji
wyktadniczej. Bisagi [5] przedstawil badania MES dynamicznego wyboczenia powlok
kompozytowych poddanych impulsowemu osiowemu $ciskaniu. Analityczne badania impulsowo
obciazonych kompozytowych cylindréw byty przedmiotem pracy Matemilola 1 Stronge [15].
Yaffe 1 Abramovich [18] badali w sposéb numeryczny 1 doswiadczalny podluznie usztywnione
powtoki cylindryczne.

Celem tej pracy jest rozwigzanie zagadnienia nieliniowej stateczno$ci dynamicznej zamknigtej
powtoki walcowej o strukturze porowatej, poddanej dziataniu zmiennego w czasie obcigzenia
o charakterze impulsowym.

2. Zalozenia i podstawowe zaleznoS$ci

W pracy rozpatruje si¢ zamknig¢ta powtoke walcowa o strukturze porowatej, obcigzong
ci$nieniem zewnetrznym 1 $ciskang wzdluz tworzacych sitami roztozonymi roéwnomiernie na
brzegach krzywoliniowych (Rys. 1). Swobodnie podparta na krawedziach zewngtrznych powtoka
zorientowana zostata w walcowym ukladzie wspotrzednych. Wiasciwosci mechaniczne 1 fizyczne
powtloki sa zmienne i zalezg od porowatosci materiatu. Zmiana modutéw sprezystosci 1 gestosci
jest ciagla 1 symetryczna wzgledem powierzchni srodkowej powtoki.

Zmiane modutdow sprezystosci na grubosci powloki przyjeto jak w pracach [12, 13, 14],
natomiast gestosci materiatu z uwzglednieniem wynikéw pracy [7].
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E(z)= E\[1-e, cos(a{)], G(z)=G/[1-¢, cos(a)], plz)=pli-e,cos(z)]. (1)
gdzie:
E,, G,, E, G, - modutly sprezystosci odpowiednio dla £ =01 {=+1/2,
Pos P - gesto$¢ materialu odpowiednio dla £ =01 ¢ =+1/2,
=zt - bezwymiarowa wspoétrzgdna,
t - grubos¢ powtoki,

e,=1-E,/E,=1-G,/G, -bezwymiarowy parametr porowatosci 0 <e, <1,

e, =1—41-¢, - bezwymiarowy parametr ggstosci.

Rys. 1. Swobodnie podparta powloka walcowa i schemat zmiany wiasciwosci powloki na grubosci
Fig. 1. A simply supported cylindrical shell and scheme of a porous-cellular shell structure

Przyjete zostato nieliniowe odksztatcenie ptaskiego przekroju poprzecznego powtoki (Rys. 2).
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Rys. 2. Schemat przemieszczen w przekroju poprzecznym Scianki powloki
Fig. 2. Scheme of deformation of a plane cross-section of the shell

Sktadowe przemieszczenia wyrazone zostaly za pomocg zwiazkow:
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u(x, ®,z, Z-) =u, (X, ?, Z')— tl:é,g_;v _%l//l (X, ®, T)Sin(”é,)} >

o) =wlrne) - €2 L sintat)| @

w(x, 0,z r) = w(x, 0,0, T) = w(x, o, T),
gdzie:
uy(x,9), vy(x,9) - przemieszczenia styczne dowolnego punktu powierzchni srodkowe;,

v, (x, ¢)), @, (x, go) - bezwymiarowe funkcje przemieszczen,

w(x, go) - ugigcie powtoki.
Sktadowe pola odksztatcen:
ou 1 ( 814) o ow 1w
Ex —+— E =———+—| —— ’
ox 2\ ox  rop r 2\ rop G)
_ou v owow _au,ow v, o
T =00 ox oxrdp % oz ox’ Yo =5 vop

Naprezenia normalne i styczne okreslono za pomoca liniowych zwiazkdéw, zgodnie z prawem
Hooke’a.

3. Réwnania statecznosci dynamicznej powloki

Réwnania réwnowagi dynamicznej powloki walcowej wyprowadzono z zasady Hamiltona:

5 j ~U, +W)dr =0, (4)
gdzie:
T, — energia kinetyczna:
27L 1/2 2
t ow
= 1] jp(é—] rd¢ drdp, 5)
00-1/2 g
W — praca obciazenia zewngtrznego:
2rL
W= '”pwrdxd(p, (6)
00

Energia potencjalna odksztatcenia sprezystego U

ol

z uwzglednieniem liniowych zwiazkow
fizycznych przyjmie postac:

Et L2712 1
U, =——[[[lI- eocos(ne“)]{e +2veE,+E +—(yw+yxz+y¢,z)}d;dxd¢ (7)
2(1=v )0 0-1/2 2

Do réwnania (4) podstawiamy wyrazenia (5) — (7) oraz zwiazki (1) — (3). Po wykonaniu
calkowania po grubosci powtoki (—1/2<¢ <1/2), przeksztalcamy otrzymane réwnanie zgodnie
z zasadami rachunku wariacyjnego. Po przyrownaniu do zera wyrazen wariacji tej samej funkcji,
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otrzymano uktad pigciu rownan rownowagi: ou,, ov,, Ow , oy,, 0@ oraz uktad warunkoéw

brzegowych powtoki:

O’u, 1-v ’uy, l+v| ow 0°w 0%y, ow
+ + + +—

ox’ 2 rlop’ 2 Ox

2 _ 2
Su,) {awlvaw 1%

+ -—|=0, (8
roQ roxop  roxoQ ox> 2 r*og’ r} ®)

o0v, 1-v oy, 1+V{8w o’w 82%} owl *w 1-vo*w 1
oVvy) + + + +

+ — -—— =0, (O
ropt 2 X’ 2 | Ox rox0p  roxogp } ®)

rop| r’op® 2 ox* r
2 2 5 7 2
Sw) E'tz -C, l(a—wj +8u0 0 v2v+v ?Wz + 204 1f w —E+6v° :
1-v 2\ ox Ox || Ox rop- r| |2\rop ro rog

2 2 2
AP VZV+—(3 - L +(1-v) 0w | Ow w | Oty OV +C 2V (w)-  (10)
ox~ rop- r roxop| ox rop rop  Ox

2

co 2] - reeaieo,

0 Oy, l1-v o, l+v 0%, | . 1-v
) C,—\V’w)-C L+ L+ L 1+C,—y, =0, 11
V) 26x( ) { ox’ 2 rlop’ 2 roxoQ | Yo Vi (b
) ¢ 1-vdg 1+v oy, | . 1-v
o0¢) Cz—(vzw)—c3 . ¢12+ ¢;1+ ¥ +C,—5¢ =0, (12)
roQ rop 2 Ox 2 roxop | 2t
2 1 z°-8 1(2 1 1(1 2
dzie: C=1-Z¢,C=—-"—e, C=—|——-—¢ |, Ci=—| ———e, |,
g ‘ 12 228 T AP (7[ 4 OJ ol (2 RY/4 OJ
1 4
C,=———¢,, C;=1-=¢ .
4 2 372_ 0 5 . m

Otrzymany uktad pigciu rownan sprowadzony zostat do uktadu trzech rdwnan rézniczkowych.
W tym celu zdefiniowane zostaty sity normalne N,, N, 1 styczne S, oraz wprowadzone zostaly:
funkcja naprezen F (x, (p) 1 funkcja przemieszczen CD(x,go):

oD oD

Vi=— ¢1

= 13
ox roQ (13)

Sity normalne 1 styczne wyrazone za pomoca funkcji naprezen mozna przedstawi¢ w postaci:

2 2 2
AU Ve i (14)
r’op ? ox rox0 ¢

Po wprowadzeniu funkcji naprgzen, réwnania (8) 1 (9) sq spetnione tozsamosciowo. Rownania
(11) i (12) po podstawieniu funkcji przemieszczen zostaly sprowadzone do jednego réwnania
rozniczkowego. Wykorzystujac rownanie ciaglosci odksztatcen, ostatecznie otrzymano uktad
trzech podstawowych réwnan rownowagi:
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CEL 4 CEf’ _4 10°F o*w
——— V' w)-—-V(D)=LW,F)+—+p-Cspt —, 15
) S @)= e )L S p-Cpe T 09
1 1 16°w
VHF)=-=L(w,w)————, 16
CoEt () 2( )r6x2 (1o
C,VH(w)-CVH @)+ C, 12‘; Vi(®)=0, (17)
gdzie:
2 2 4 4 4
sza_er 0 =, V4 = 84+2 5 82 > +—— — liniowy operator Laplace’a,
ox~ rog ox reox o rop

2 2 2 2 2 2
L(W’F):a?sz_zaW 6F+§w261:
ox” r op rox0@ roxo@ r-op° Ox

— nieliniowy operator rozniczkowy.

4. Rozwiazanie rownan rownowagi
Uktad réwnan rownowagi dynamicznej powtoki (15) — (17) rozwigzano przyjmujac funkcje
aproksymujace ugigcie 1 przemieszczenie w postaci:

w(x, o, T) =w (T)sin%cos ne+2w, (2')sin2 %

O(x,0,7)=w(7) A, SIN mLﬂx cosng+ 2w, (r) Ay, sin’ % , (18)
gdzie:
n - liczba fal po obwodzie powtoki,
m - liczba potfal wzdtuz tworzacej,

w, (Z’), w, (T) - parametry ugigcia zalezne od czasu.

Przyjete funkcje spetniajg warunki swobodnego podparcia powtoki. Wprowadzajac powyzsze
zwiazki do réwnania ciaglosci odksztatcen (16) wyznaczymy funkcje naprgzen w postaci:

) 2mnx . dmmx . max
F=CEtyw|a, cosT—ozf2 COS2nQ |+ wmw,| &, Sin cosnp—a,, smTcosngo -

2m7zx . mnx 1 02 2 1 0 2 (19)
— W, ;s COS—— + WX o SIN——coSn@ ;- —— N _r ——N_x°,
20 s I 1% 16 7 §0} 5V Q 2 Ve
gdzie:
i 1 2k? 22 (kl jz ap, n L
(24 =_>a :—9a :—,(Z :—aa =~ ,(Z =_>k = .

Po wprowadzeniu zwiazkoéw (18) do rownania (17) wyznaczone zostaty parametry:
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acp :L, acp :L, (20)
b Citk, Gy PGtk C,
1 LY 1 1 LY
dzie: k, =—(l-v) —| —, ky =—1-v) —| .
s o 2( )(I’HEZ‘J 1+k’ 2 8( )(H’Iﬂ'l‘]
Wstawiajac (18), (19) 1 (20) do rownania (15) oraz stosujac metod¢ ortogonalizacyjng
Bubnowa-Galerkina, otrzymano ostatecznie uktad rdwnan rézniczkowych ruchu
d2 ~
d*w, Nk, 1 ( )WZN 1 D
gdzie:
W, =w,/t, W, =w,/t -bezwymiarowe parametry ugigcia
N, [MPa] - obciazenie powtoki,
k, - parametr obciazenia powtoki (0<k, <1), okreslajacy proporcje
pomigdzy sitami osiowymi N =k N, oraz sitami obwodowymi
N(p :p'r:(l_kO)NOa
N 0, [ MPa]

- gbrne krytyczne obcigzenie powtoki:

E, ' 12 mrm 5
N, —mm{—k I )[CO a‘f6+—l—v2( 7 j (1 ki )2[C C,- aml]:l} (22)

oraz pozostate parametry:

4

2 2 2 5
a,, = 2(mmJ (c-c,- ‘A, )+C, a,.. a, zz(ﬁj (””77] GEL 4[m7z} E,
l-v L B —

L Csp, L) Cp’

o :k0+kl2(1—k0)(m7zj2’ o :(zj L8 o«
* Cspl L ’ t (1+k)Z S5

Uktad rownan rézniczkowych (21) nalezy rozwiazaé przy nastgpujacych warunkach poczatkowych

, J—

wy 3

daz=0 — =110, %:d%:m:

dr dr

5. Przyklad obliczen numerycznych

Obliczenia numeryczne przeprowadzone zostaty w oparciu o metod¢ Rungego-Kutty. Przyjeto,
ze obciazenie zewngtrzne o charakterze impulsowym zmienia si¢ w czasie wg nastgpujacych
warunkow:

"
0(7):09
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gdzie:

T - czas trwania impulsu,
A - wspdtczynnik obcigzenia dynamicznego, zdefiniowany jako krotnos¢ sity krytyczne;.

Obliczenia przeprowadzono dla powtoki walcowej o nastgpujacych danych geometrycznych:
t=4mm, r=800mm, L=2400mm imateriatowych: E, =7,06-10* MPa, p, =2,8-10 kg/mm’ ,
v=0,33. Badane byly powloki jednorodne e,=0 1 porowate ¢e,=0,9 przy roznych
kombinacjach obcigzenia: &k, =0, (dominujace cisnienie zewngtrzne) i k, =0,9 (dominujace
Sciskanie osiowe).

Na rysunku 3 przedstawiono ugigcie powloki w zaleznosci od postaci odksztatcenia.
W przypadku statycznym najmniejsza wartos$¢ sity krytycznej wystepuje przy m = 1 i n = 5,
natomiast w przypadku dynamicznym przy m = 1 i n = 6 (dla danych zamieszczonych na
wykresie). Wraz ze zmniejszeniem czasu trwania impulsu 7 wzrasta liczba m 1 n, niezaleznie od
parametru e,. Przy dominujacym cisnieniu zewngtrznym wzrasta tylko ilos¢ fal obwodowych,
natomiast przy dominujagcym $ciskaniu osiowym pojawiaja si¢ dodatkowo polfale wzdhuz
tworzacej.

Rys. 3. Ugiecie powloki w zaleznosci od postaci odksztalcenia
Fig. 3. Deflection of the shell dependent on forms of deformations

Rysunek 4 przedstawia ugigcie powloki przy roéznych wspdtczynnikach obciazenia
dynamicznego. Poczatkowo, wzrost wielkosci impulsu wywotuje niewielkie ugigcia powloki.
Dalszy nieznaczny przyrost obcigzenia powoduje gwaltowny wzrost ugigcia. Nastgpuje tutaj
dynamiczna utrata statecznosci powtoki. Powtoka przechodzi do nowego potozenia réwnowagi i
zostaje osiagnig¢te maksimum ugigcia. Zjawisko to jest wyraznie widoczne na rysunku 5, gdzie
przedstawiono maksymalne ugigcie powtoki w zaleznosci od wielkosci impulsu.
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T=0,1s €,=0,9 Nog=552MPa . T=0,1s €,=09 Nog=37 MPa

Rys. 4. Ugiecie powloki w zaleznosci od parametru A
Fig. 4. Deflection of the shell dependent on the parameter A

A koz 0,1

207 -"r T T=0,1s 7T

Rys. 5. Maksymalne ugiecie powloki w zaleznosci od parametru A
Fig. 5. Maximum deflection of the shell dependent on the parameter A

Przebieg zjawiska utraty statecznosci przedstawiono dla réznych czaséw 7. Skrdcenie czasu
trwania impulsu powoduje zwigkszenie dynamicznej odpornosci powloki na wyboczenie.
Jednoczesnie obserwuje si¢ mniej gwattowny charakter ugigcia. Spowodowane jest to
zwigkszeniem si¢ liczby m 1 n. Wraz ze wzrostem liczby fal maleje maksimum ugigcia, co jest
szczegollnie widoczne w przypadku dominujacego $ciskania osiowego. Maksimum to jest wigksze
dla materiatlu porowatego. Poczatkowy przebieg utraty statecznosci jest praktycznie taki sam dla
roznych parametrow e,. Jest to szczegdlnie istotne przy okreslaniu dynamicznej odpornosci
powtoki na wyboczenie. Nalezy jednak zauwazy¢, ze odnosimy si¢ tutaj do gornego obciazenia
krytycznego, ktore jest oczywiscie mniejsze dla powtoki porowate;.
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