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Algorytmy wyboru drog przewozu ladunkow w
transporcie kolejowym

W pracy przedstawiono przyblizone algorytmy wyboru marszrut dla potokow tadunkow w
transporcie kolejowym. Bazujq one na sieciach zrownowazonych i wykorzystujq cykle o
wagach ujemnych z cyrkulacjq potokow. Wykorzystanie metod linearyzacji stycznymi i
cieciwami znacznie zwiekszyto efektywnosé zaproponowanych algorytmow.

Przewozy transportem kolejowym, w odrdz-
nieniu od przewozoéw innymi gal¢ziami transportu,
dopuszczajacych rozdzielenie potoku tadunkéw, cha-
rakteryzuja si¢ wysokim stopniem koncentracji, w
ktérym ograniczenia dotyczace niepodzielnosci prze-
sylki odgrywaja role pierwszoplanowa.

Zatem, zadanie wyboru marszruty, w ktorym
korespondencja nie moze by¢ rozdzielana na rdzne
drogi, staje si¢ nowym i pojawia si¢ koniecznos$¢ opra-
cowania efektywnego algorytmu jego rozwiazania.

Budowany ponizej algorytm uwzglednia za-
réwno podzielnos¢, jak inie podzielnos¢ potoku ta-
dunkow.

W przypadku pierwszym mozna wykorzystac
podejScie oparte na metodzie gradientowej, ktora
przewiduje stopniowy rozktad macierzy koresponden-

cji HN UH W kazdym [n] — tym kroku nastepuje do-
datkowe przydzielenie czgsci korespondencji do mar-
szrut najkrotszych, w rozumieniu naktaddéw réznicz-
dF (N, [n])
dN,

podstawg¢ mechanizmu koordynacji, kolejnosci roz-
wigzan prostych zadan poszukiwania marszrut naj-
krotszych, 1 obliczane sa dla potokow rozdzielanych w
iteracjach poprzednich. Nieliniowe naktady réznicz-
kowe, zmieniajace si¢ w zaleznosci od obciazenia
elementow sieci, powinny by¢ aktualizowane jedynie
dla tych elementdw, ktore w poprzednie;j iteracji zmie-
nialy warto$ci potoku.

W przypadku drugim rozwiazanie optymalne
uzyskuje si¢ poprzez korekte rozktadu potoku wcze-
$niej rozdzielonego ze wzgledu na naktady réznicz-
kowe.

kowych [3]. Naklady te, stanowia

{18

Wada ukazanych dwoch podejs¢ jest znaczace
rozdzielenie potoku, co nie sprzyja operatywnemu
planowaniu przewozoéw. W celu koncentracji potokow
wykorzystamy inne podejscie, oparte bezposrednio na
warunkach, okreslonych réwnaniami (18+19) w pracy
[3].

Jego rezultatem jest sie¢ zrOwnowazona, w
ktorej poszczegdlne marszruty maja identyczne nakla-
dy rozniczkowe. Optymalne obciazenie wszystkich
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elementow sieci zapewnia stabilny rozktad pracy po-
mig¢dzy nimi, i gwarantuje maksymalne ich wykorzy-
stanie. Dowolne odchylenie obciazenia elementow od
wartosci optymalnej, prowadzi do ich przeciazenia i
innych, istotnych trudno$ci w pracy sieci. Zatem, ist-

> PIZy
ktorej sie¢ znajduje si¢ w stanie rownowagi. Obciaze-
nie rownomierne elementéw sieci charakteryzuje si¢

nieje pewna zadana macierz wagondéw HNU

rownoscia nie absolutnych — N, lecz wzglednych

wartosci obciazen. Wtedy, ograniczenia progowe,
dotyczace wartosci potokéw na tukach czgsto okazuja
si¢ mato istotnymi. Rozwiazanie zadania nieliniowego
znaczaco rozni si¢ od jego formy liniowej, w ktorej
potoki na tukach nie bazowych rowne sa zeru lub
maksymalnej ich zdolnos$ci przepustowe;.

Niech {N ; (S 2
puszczalnym przy znaczacym rozdrobnieniu potoku.

Korzystajac z zaleznosci, okreslonych réwnaniami
(18+19) w pracy [3], rozwazmy alternatywne marszru-

ty S7 dla potoku N, .
Warunek lokalizacji réznych @ czg$ci potoku

— bedzie rozwiazaniem do-

N,, w jednej marszrucie S,g* przyjmie postac:

dFEV da)N“E .
T : O
2 & 5 2r-N) o
sy dN, ESZ,;," dN, B
5"'#25(1) O
__________________________ H )
o) E
dFEN. + ) N,
5 %\, b E_ ar(v, —Nf,("))g
sy dN;, @ 57t dN, 0
&5 #5(a)

gdzie 5°,6(1).....6(a)0{1,6,}.

Na podstawie wyrazenia (1) mozna uzyskac
réznorodne algorytmy minimalizacji funkcji celu
(patrz réwnanie (1) w pracy [3]), rozniace si¢ Sposo-
bem koncentracji potokow, i warto$cia naktadow roz-
niczkowych na r6éznych etapach marszruty.



W szczegodlnosci, pokazemy efektywny algo-
rytm oparty na budowie cykli kosztow ujemnych wraz
z przydzielanymi do nich potokami. Rozwazmy roz-
wiazanie dopuszczalne zadania dekompozycji, okre-
slonego rownaniami (3+7) w pracy [3].

O
Niech N, — bedzie obciazeniem i — tego ele-

.. . . 5 -
mentu sieci przy rozwiazaniu dopuszczalnym, N,; i

B
Ny

nio do marszruty S Z iS ,5 . Wtedy zachodzi nastgpu-

: Bﬁ
B o %
H

— to czesci potoku N, przydzielone odpowied-

jaca nierownosc:

_ZBHN 0 dtl@Nl

dN,

l 1

*H

>Z
sy,

U dN.,

mméFEE
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Wyréwnywanie nakltadow rozniczkowych dla
analizowanych marszrut nast¢puje poprzez przenosze-

nie wielkosci AN,, potoku N,,, z marszruty S, do
marszruty S ,5 . Maksymalna wielko$¢ potoku AN

max
przenoszona z marszruty do marszruty wynika
z warunku, okreslonego réwnaniem (19) w pracy [3],
1 po uwzglednieniu nieréwnosci (2) wynosi:

Ood

dtBN %

3)

AN_,  jest jedynym, dodatnim rozwiazaniem réwna-

me
nia (3), co wynika z nierownosci (2) i charakteru
zmiany prawej i lewej czgéci tej nierdwnosci przy
AN_ >NJ to
potok N, ,3 w cato$ci przydziela si¢ do marszruty S ,5 ,a
jesli AN,
tylko cze$¢ potoku N, réwna AN__ .

zwigkszaniu potoku AN, . Jezeli

< Np to do marszruty S° przydziela sig

Dla zapewnienia dodatniej wartosci potoku,
przydzielanego w kazdym kroku algorytmu nalezy
okresli¢ marszruty alternatywne, za pomoca algorytmu
budowy drzewa 0 najkrétszych Sciezek.

Przedstawiona metoda wyrownywania nakla-
déw rézniczkowych posiada pewne wady wynikajace

z niejednoznacznosci marszruty najkrotszej dtugosci,
co wpltywa na przebudoweg drzewa najkrotszych Scie-
zek. W celu eliminacji tych wad proponuje sig, aby nie
okresla¢ marszrut alternatywnych, tylko cykle o wadze
ujemnej, ktére zawieraja niezbg¢dne informacje dla
przegrupowania potokow.

Proponowany algorytm sklada si¢ z nastgpujacych
krokow:

Krok 1.
wierzchotka i na dwa wierzchotki i, 7, i tuk (i],iz).

O O
Dla rozwiazania dopuszczalnego @MH: @V[lizﬁ

zbudujemy nowy rozszerzony graf G* i okre§limy

Przeprowadzmy ekwiwalentng zamiang

zmodyfikowane koszty rozniczkowe F , dla wszyst-
kich tukow:

|:| [} [}

FAV Hoarive

4 g . U D, jesli Nii, >0;

0 dN, dN, .
Ft =0 " 4

hip O
0 aFv,. dFHN H )
T R ,]eslz Nii >0.

Krok 2. Wykorzystujac zmodyfikowane koszty roz-
niczkowe F*, i stosujac operacje krzyzowe [8], okre-
§lamy w sieci G* cykle kosztéw ujemnych I . Na-
ktady obliczeniowe w tym przypadku sa takie same,
jak przy poszukiwaniu najkrotszych §ciezek w sieci.
Jezeli cyklu ujemnego nie ma, to marszruty

O
rozwiazania dopuszczalnego @7\’[ H sa optymalne.

Krok 3. Jezeli cykl z kosztem ujemnym istnieje, to
nalezy do niego doda¢ maksymalnie mozliwy potok
AN,

max *

Dana operacja odejmuje potoki z elementow

ujemnych I, i dodaje te potoki do elementéw dodat-
nich " cyklu I . Realizacja tej operacji nie zmienia
wyjéciowej wartosci potokow, ale znaczaco zmniejsza
warto$¢ funkcji celu. Cyrkulacja potokow zmienia ich
wartosci jedynie na tukach cyklu ujemnego, pozosta-
wiajac bez zmiany potoki na wewngtrznych tukach
sieci G*.

Do okre$lenia zmniejszenia warto$ci funkcji
celu AF (AN r ), przy cyrkulacji AN" wykorzystamy
wyrazenie, okreslone réwnaniem (13) w pracy [3],
ktore uwzgledniajac funkcje celu (patrz rownanie (2)
w pracy [3]), przyjmie postac:

T
®
2

H iV,
ar(a)=an oy 6 5, v+ oan [k v, — 5
040'0 i

H

dN,
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iar- E i H
H Bi?f voa'H  anfv.-eanH
[% [J |:|+ z [l 0
r z ar- le D
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gdzie ©110,1
Niech U, bedzie ocena cyklu ujemnego I,
ktora réwna jest sumie algebraicznej zmodyfikowa-

nych kosztow rozniczkowych elementéw cyklu I .
Wtedy, przy znanych strukturach funkcji wypuktych

F (Nl.) najwigkszy potok w cyklu mozna okresli¢ z

o(aF)

warunku 3 (AN)

=0, lub z warunku zerowania U,

ktory po uwzglednieniu zaleznosci (3+4) przyjmie
postac:

dFElN +AN;MH dFBN AN;MQ

r )= 0 _
v (ANmaX) i N, i;_ dN, 0

i

(6)

(6) przy
AN" w zaleznosci (5) w przyblizeniu

Z  rownania

AN" = AN"

max

wynika, zZe

sta]e SIQ zerem i:

E dt, HN +OAN" H dtHIi/[—@ANF EH
max ID max |:|:|
r _ Z }
AF( max ) ( m'| )ZE +i]|" le E

)
Okreslenie maksymalnego potoku AN;W w
cyklu [ i zmniejszenie funkcji celu AF (AN;aX)

mozna znacznie upro$ci¢ w przypadku liniowosci
zaleznosci (Nl.).

Niech ¢, (Nl.):al.Nl. +b,. Wtedy wyrazenie
(5) przyjmie postac:

AF r)=A1\FEDZF_(2%JV,.+b,.)—i;_(2a,.zvi+b,.)E+
+( r)ZEZa,. +i;—ai E

ar

®)

Potok maksymalny w cyklu AN| — okreslimy z

warunku:
OAF(ANr ) 2a N, + b

iar
2a.N, +b +2 a; +
pi %z g
ar- 1
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)

Z zaleznosci (8+9) wynika, ze przy maksymalnym
potoku w cyklu:

Z(2al.Nl. +bl.)— z (2al.Nl. +bl.)

QNF = i0r

funkcja celu zmniejsza si¢ zdecydowanie o warto$¢

(s, )= f By a s S a

Jezeli sie¢ posiada kilka roztacznych cykli
ujemnych, to ich najwigkszy potok dodawany jest do
kazdego z nich.

(10)

Krok 4. Nastgpuje korekta potokéw i przejscie do
kroku 1, tj. okreslenia zmodyfikowanych kosztéw
rozniczkowych.

W celu przeprowadzenia dowodu zbieznos$ci
algorytmu, przy liniowych zaleznoSciach ¢, (N .),

1
Zal.+ a,<2a,
2072

przyjmiemy, ze gdzie

a =mina.; i=Ln.

Istotnie, w kazdym kroku algorytmu funkcja

celu maleje o0 warto§¢ nie mniejsza iz
AF 2 2a(ANmaX)> 0, co przy uwzglednieniu dodat-

niej wartosci funkcji naktadow F i catkowito-

liczbowosci AN (AN r

- 1) gwarantuje zbiezno$¢
algorytmu w skonczone] liczbie krokow.

W przypadku nieliniowych wypuktych zalez-
nosci (N ,.), mozna wykorzysta¢ dowolne metody
linearyzacji.

Przy linearyzacji z wykorzystaniem stycznych
charakterystyka nieliniowa 7, (N ; ) , w dowolnie matym

0
otoczeniu rozwiazania dopuszczalnego N;, aproksy-
mowana jest styczng, czyli pochodng w danym punk-
cie. Linearyzacja za pomoca stycznych ma sens przy
matych odchyleniach od punktu bazowego, tj. wtedy,
kiedy wielkosci przegrupowanych potokdéw sa mate.

Z pracy [7] wynika, ze wykresy ¢, (N i) W Spo-
sob zadowalajacy mozna aproksymowac cigciwami, i
tym samym upro$ci¢ algorytm, przy duzych warto-
Sciach AN" . Nalezy podkresli¢, ze przy matych od-
chyleniach od punktu bazowego, linearyzacja poprzez
cigciwy jest analogiczna do linearyzacji za pomoca
stycznych.

Z drugiej jednak strony linearyzacja cigciwami
separuje funkcjonal, okre§lony rownaniem (1) w pracy
[3], 1 w sposdb istotny upraszcza dekompozycje zada-
nia.



Rozwazmy ten wariant aproksymacji. W tym
celu podzielimy odstep Fi(Nil)+Fi(Nl.r) punktami
Nl.k, przy czym Nl] < Ni2 <..<N/ i okreslimy dla
kazdego punktu N/ wielkos¢ F' =Fl.(Nik), gdzie
i=1n k=1,_r. punkty
(N[k,F;k) i (Nl.kH,F;kH) i otrzymamy odcinkami li-
niowa aproksymacje funkcji F.(N [). Wtedy, sie¢

1

Potaczymy  liniami

sktadajaca si¢ odcinkami liniowej wypuklej funkcji
0
F ,(Nl.) naktadéw, odniesionych do i — tego tuku
mozna przedstawi¢ w postaci specjalnej, zawierajacej
liniowe koszty tukow.

Przedstawmy kazda zmienna N, w postaci

sumy ograniczonych, nieujemnych zmiennych N,

odpowiadajacych okre§lonemu odcinkowi
O

kosztow F', (N ),

1

funkcji

dla poczatkowej zmiennej N, .

1

N, w

odstepie (Nik,Nl.kﬂ), przy czym 0S N, <N =N

Wprowadzajac wspotczynnik kosztow p,, ,

Wielkosci N,; charakteryzuja zmiang zmiennej

odnoszacy si¢ do kazdej nowej zmiennej N,,;, aprok-
O
symujaca funkcja kosztow F, (M) przyjmie postaé:

F.(v)=F(V)+ Z PN, (11)
=]

Fk+1 _ Fk

gdzie N, =;Nki » Py =M

P,; jest tangensem kata nachylenia liniowego odcin-
ka aproksymujacego E(N i) pomigdzy Nl.k i Nf” .

Uwzgledniajac  zalezno$¢ (11), wyjsSciowa
funkcja celu (patrz réwnanie (1) w pracy [3]), mozna
przyblizy¢ nastgpujaca forma:

O n r
F' :izléllp;(Ni)-l_;pkiNki E_’ min (12)

Zadanie (12) tatwo dekomponuje si¢ na skon-

czony ciag prostych zadan poszukiwania najkrotszych
O
tancuchow w specjalnie zbudowanej sieci G . W sieci

O
tej, kazdej aproksymujacej funkcji F, (Ni) odpowiada
zbior r tukow rownolegtych. Dowolny k— ty tuk
O
odnosi si¢ do odcinka F, (N i) 1 charakteryzuje sig:
funkcja kosztow (pki), zdolnoscia przepustowa
Cy :Nik _Nik_l i

i=Ln k=1r.

nowa zmienna Nik , gdzie

0
Wypuktos¢ funkeji F', (Ni) gwarantuje mono-
toniczny wzrost wspétczynnika kosztow p,;, a to

oznacza, ze W poszukiwaniu najkrotszych tancuchow,

przy p <gq, zmienna N, odgrywa wigksza rolg niz

zmienna N, . Nim N wejdzie do zbioru rozwiazan,

wczesniejsze zmienne N powinny osiagna¢ mozli-
wie maksymalng warto$¢.

Funkcjonowanie algorytmu wyboru marszrut

polega na poszukiwaniu najkrétszych tancuchow w
0

specjalnej sieci G i stopniowym nasycaniu ich poto-
kami. Przy wiaczaniu wierzchotka i do marszruty,
pierwszym z r rownolegtych tukéw incydentych z
tym wierzchotkiem, bgdzie obcigzony potokiem tuk o
najmniejszym koszcie, za§ w przypadku wyczerpania
si¢ zdolnos$ci przepustowej, potok bedzie przytaczany
do kolejnego, rownolegtego tuku incydentnego. Wade
przedstawionego algorytmu jest istotna rozbudowa
modelu, bedaca efektem odcinkami-liniowej aproksy-
macji. Rozmiary modelu mozna efektywnie zmniej-
sza¢ poprzez aproksymacje cigciwami, w formie nie-
jawnej 1 dodanie potokéw w cyklach ujemnych rozsze-
rzonego grafu G* . Algorytm taki zawiera nastepujace
kroki:

Krok 1. Przy danym rozwiazaniu dopuszczal-

O O
nym @7\!1. ﬁ= @NM ﬁ,wyliczamy maksymalng war-

to$¢ przydzielanego potoku AN [1] , ktory w szczegol-
nosci moze by¢ rowny AN [1] =maxN,.
g

O
Dla rozwiazania dopuszczalnego @Nwzﬁ i

zadanego AN [1] , budujemy nowy graf rozszerzony
Glj i okreslamy koszty zmodyfikowane F " [1] i
F:l_lz“ [1] , dla tukow obu kierunkow, za pomoca aprok-

symacji pochodnej:

BB, +ani]

uf_ 00 %F%%E%
Eliz [1]_ AN[I]
v - v £, -
Fl.;“[l]:D [] 0 0O [
2 ATl

Z zaleznosci (13) wynika, ze przy okreslaniu
kosztéw zmodyfikowanych nastgpuje niejawna aprok-
symacja cigciwami.
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Krok 2. W zbudowanej sieci G[‘l‘] poszukuje-
my cykl o warto$ci ujemnej. Pojawienie si¢ cyklu
ujemnego w G[’f] swiadczy, ze ,,dotadowanie” tukoéw
w jednym kierunku potokiem AN [1] wZdjetym” z
tukow kierunku przeciwnego prowadzi do zmniejsze-
nia kosztéw sumarycznych.

Jezeli przegrupowanie potokow nastepuje ca-
tymi relacjami, to cykle ujemne nalezy szukaé jedynie
wzgledem, odpowiadajacych danemu rozwiazaniu

O
dopuszczalnemu @7\’,. ﬁ, marszrut przemieszczania si¢
potokéw max N, .
i,J

Krok 3. Jesli cykl o warto$ci ujemnej istnieje,
to nalezy do niego dotaczy¢ potok AN [1] , przeprowa-

dzi¢ korekte potokow i przej$¢ do kroku 1. Przejscie
do kroku 1 nastgpuje w przypadku braku cyklu ujem-

nego, przy zadanym potoku AN [1] . Przy przejsciu
wybiera si¢ mniejsza warto$¢ przegrupowanego poto-
ku AN [2] Przegrupowujac pelnymi relacjami potoki
duze, korzystamy z nastgtllchego priorytetu:
AN[n]:n},z}xNy ; n]#AN[];

AN <. <aN2] <an]

gdzie i =1,n—1

Jezeli, AN =min N, i brak jest cykli ujem-

nych, to biezace rozdzielenie potokdéw jest optymalne.

Opracowujac program komputerowy wyboru
marszrut, dla potokéw tadunkéw w transporcie kole-
jowym, nalezy uwzgledni¢:

—  zdolnosci przepustowe szlakow i stacji;

— skale zmian naktadow (pieni¢znych i czasowych)
kazdego szlaku i kazdej stacji, w zaleznos$ci od
stopnia ich wyposazenia i wielkosci przerabiane-
go potoku;

— dowolne postacie zaleznosci nakltadéow od obcia-
zen elementow sieci kolejowej, wlaczajac rowniez
funkcje kar;

— wybor nie tylko marszrut najkrotszych, ale row-
niez tych, ktore leza w bezposrednim ich otocze-
niu;

—  wybor marszrut zarowno dla potokéw wagonow
jak i dla potokow pociagow, ktore obciazaja i od-
ciazaja wybrane zbiory stacji i szlakow;

— okre$lenie wartosci odchylen potokow dla wybra-
nych marszrut;

— obliczenia dotyczace pelnej charakterystyki wy-
branej marszruty.

Danymi wejsciowymi dla takiego programu
powinny by¢ informacje o: stacjach, szlakach i poto-
kach wagonow.
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Obliczenia dotyczace rozdzialu potokdéw
mozna prowadzi¢ etapami, na zasadzie metod
interaktywnych. Metody takie pozwalaja w trybie
operatywnym dokonywaé korekty w obliczeniach, w
zaleznosci od wynikow etapdw wcezesniejszych.
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