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Odpowiedź liniowego, stacjonarnego układu na sygnał losowy jest determinowana w 
dziedzinie częstotliwości przez jego transmitancję widmową. Ze względu na złożoność 
pojazdów szynowych transmitancja widmowa wyznaczana jest na podstawie 
przeprowadzanych eksperymentów na trasie lub/i na stanowisku symulacyjnym. Stosowane 
w badaniach estymatory transmitancji widmowej są w ogólnym przypadku estymatorami 
obciążonymi i charakteryzują działanie układu w dziedzinie częstotliwości w sposób 
przybliżony. W artykule omówiono podstawowe zależności stosowane w ocenie dokładności 
charakterystyk uzyskiwanych z eksperymentu w odniesieniu do realizowanego zadania 
badawczego oraz podano przykład obliczeniowy dla przyjętego modelu układu. 

1.  Wprowadzenie 
Badania eksperymentalne stanowią podstawę w za-
kresie modelowania struktury i działania głównych 
zespołów funkcjonalnych pojazdu szynowego w 
aspekcie analizy, syntezy i identyfikacji [6]. Szcze-
gólnego znaczenia nabrały badania w dziedzinie czę-
stotliwości, podczas których badany układ reprezen-
towany jest transmitancją widmową [2]. Dziedzina 
częstotliwości jest szczególnie istotna w badaniach 
pojazdów ze względu na charakter procesów przej-
ściowych (opisanych zwykle zespolonymi funkcjami 
wykładniczymi) oraz charakter wymuszenia (oscyla-
cyjny w szerokim zakresie częstotliwości). W ostat-
nim okresie nastąpił wyraźny postęp w zakresie bu-
dowy układów pomiarowych stosowanych w anali-
zach częstotliwościowych [3,5]. Stosowane są rów-
nież często wyrafinowane procedury numeryczne w 
zakresie cyfrowego przetwarzania sygnałów [7]. 
Istotna jest zatem znajomość podstaw teoretycznych 
oraz zagadnień związanych z przetwarzaniem sygna-
łów w celu zbudowania układu pomiarowego spełnia-
jącego zadane wymagania oraz w celu przeprowadze-
nia właściwej analizy wyników. 
W artykule omówiono wybrane zagadnienia związane 
z wyborem estymatora transmitancji widmowej oraz 
wybrane problemy w zakresie analizy numerycznej 
związanej z przetwarzaniem sygnałów losowych. 
Przedstawiono przykład w odniesieniu do modelu 
pojazdu. 

2. Estymatory transmitancji widmowej w bada-
niach charakterystyk częstotliwościowych mo-
deli pojazdów 

Liniowy, stacjonarny model badanego układu charak-
teryzowany jest w dziedzinie czasu za pomocą odpo-
wiedzi impulsowej h(t). Wyjście y(t) na zadane wej-
ście x(t) przedstawiono za pomocą całki splotu: 

∫
∞
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o

dtxhty τττ )()()(  (1) 

 Poddając odpowiedź impulsową transformacji Fourie-
ra [3,4] uzyskano funkcję przejścia H(f) (transmitan-
cja układu) charakteryzującą układ w dziedzinie czę-
stotliwości. 
Po przeprowadzeniu transformacji Fouriera wejścia i 
wyjścia uzyskano zależność w dziedzinie częstotliwo-
ści w postaci: 

)()()( fXfHfY =  (2) 

 
gdzie: 
X(f) – transformata Fouriera wejścia, 
Y(f) – transformata Fouriera wyjścia. 
Przyjęto, że wejście (wymuszenie) i wyjście (odpo-
wiedź) są stacjonarnymi, ergodycznymi procesami 
losowymi. W celu prowadzenia analizy w dziedzinie 
częstotliwości związanej z transformacją Fouriera 
wprowadzono funkcję autokorelacji Rxx(τ): 

[ ])()()( ττ +Ε= txtxRxx  (3) 

oraz funkcję korelacji wzajemnej Rxy(τ): 

[ ])()()( ττ +Ε= tytxRxy  (4) 

gdzie E oznacza operator wyznaczania wartości ocze-
kiwanej. 
Po wykonaniu transformacji Fouriera funkcji autoko-
relacji oraz funkcji korelacji wzajemnej uzyskano 
dwustronną funkcję gęstości widmowej mocy Sxx(f) 
oraz dwustronną funkcję gęstości widmowej wzajem-
nej Sxy(f): 

( )∫
+∞

∞−

−= ττ
π

τπ deRfS fj
xxxx

2

2
1)(  (5) 

 
49



POJAZDY SZYNOWE  NR  2/2006
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 Funkcje Sxx(f) oraz Sxy(f) spełniają zależności: 

( ) ( )fSfHfS xxyy
2)( =  (7) 

( ) ( )fSfHfS xxxy =)(  (8) 
 Wyrażenia (7) i (8) są charakterystykami teoretycz-

nymi. Odpowiadające im jednostronne charakterysty-
ki dotyczące wielkości mierzalnych przedstawiono 
wzorami: 

( ) ( )fGfHfG xxyy
2)( =    (9) 

( ) ( )fGfHfG xxxy =)(  (10) 

 Przy założeniu, że funkcje Gxx(f) oraz Gyy(f) są różne 
od 0 oraz nie zawierają funkcji delta Diraca wyzna-
czono funkcję koherencji w postaci: 
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 Alternatywnym, bezpośrednim sposobem uzyskania 
wyrażeń (9) i (10) jest wykorzystanie skończonych 
transformat Fouriera sygnałów wejścia x(t) i wyjścia 
y(t). 
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 Jednostronne gęstości widmowe, zarówno wzajemne 
jak i własne, mają postać: 
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 gdzie: 
f > 0, 
X* – wielkość zespolona sprzężona, 
k – numer rekordu o długości T. 
Po pomnożeniu obustronnie równania (2) przez wiel-
kość X*(f) i odpowiednim przekształceniu uzyskano 
wyrażenie na transmitancję w postaci: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )fXfX

fXfYfH *
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Po pomnożeniu obustronnie równania (2) przez wiel-
kość Y*(f) i odpowiednim przekształceniu uzyskano 
wyrażenie w postaci: 
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fYfYfH *
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 W badaniach eksperymentalnych związanych z wy-
znaczaniem charakterystyk częstotliwościowych przy-
jęto oznaczać transmitancję wyrażoną wzorem (16) 
jako H1(f) [1,3,5]: 

( ) ( )
( )fG
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fH

xx

xy=1  (18) 

 natomiast transmitancję wyrażoną wzorem (17) jako 
H2(f) [1,3,5]: 
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 Ze względu na losowy charakter sygnałów konieczne 
jest wyznaczenie odpowiednich estymatorów bada-
nych wielkości [3,4]. Podstawą oceny estymatora jest 
sprawdzenie, czy dany estymator jest estymatorem 
obciążonym. Jeżeli wartość oczekiwana estymatora 
jest równa wartości estymowanej wielkości, to esty-
mator jest estymatorem nieobciążonym: 
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 gdzie Φ̂  jest estymatorem wielkości Φ. 
Ze względu na losowy charakter badanych przebie-
gów w ocenie jakości wyznaczanych charakterystyk 
konieczne jest uwzględnienie błędów systematycz-
nych oraz błędów losowych. Błąd systematyczny 
estymatora Φ̂b opisano wyrażeniem: 
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 Wzór na losowy błąd estymatora Φ̂σ  ma postać: 
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 Wprowadzono również pojęcie błędów znormalizo-
wanych w odniesieniu do błędu systematycznego εb 
oraz w odniesieniu do błędu losowego εr: 

Φ
= Φ̂b

bε  (23) 

Φ
= Φ̂σ

ε r  (24) 

 Przyjmując, że sygnał podzielono na nd rekordów 
xk(t), (k – 1)T ≤ t ≤ kT, k = 1, 2,...nd uzyskano estymatę 
funkcji gęstości widmowej własnej: 
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oraz estymatę funkcji gęstości widmowej mocy wza-
jemnej: 
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 Estymata ( )fGxx
ˆ  jest estymatą obciążoną, której błąd 

systematyczny wyrażono zależnością [3]: 
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 gdzie Be jest rozdzielczością w skali częstotliwościo-
wej, a systematyczny błąd znormalizowany ma postać 
[3]: 
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 gdzie ( )fGxx
"  jest drugą pochodną względem f. 

Dla jednowymiarowego układu błąd εb wyrażono w 
postaci [3]: 
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 gdzie: 
fr – częstotliwość rezonansowa. 
Br – przedział połowy mocy [3] w otoczeniu często-

tliwości rezonansowej. 
Losowy błąd estymaty ( )fGxx

ˆ  wyrażono wariancją: 
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 Estymata funkcji koherencji ma postać: 
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 Estymata transmitancji odpowiadająca (18) wyraża się 
wzorem: 
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 natomiast transmitancji odpowiadającej (19) wzorem: 
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 W ogólnym przypadku, gdy na wejściu i na wyjściu 
występują losowe zakłócenia, estymaty wyrażone 
wzorami (32) i (33) są estymatami obciążonymi. Błąd 
losowy dla estymaty ( )fH1

ˆ  przedstawiono w postaci 
odchylenia standardowego [1]: 
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a dla estymaty ( )fH 2
ˆ  w postaci odchylenia standar-

dowego [1]: 
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 W wyrażeniach (12) i (13) opisujących skończoną 
transformatę Fouriera, sygnały wejścia i wyjścia moż-
na przedstawić jako iloczyny nieograniczonych sy-
gnałów vx(t) lub vy(t) oraz okna czasowego w(t): 

( ) ( ) ( )tvtwtx x=  (36) 

( ) ( ) ( )tvtwty y=  (37) 

 Wprowadzenie okna czasowego powoduje tak zwane 
przeciekanie sąsiednich częstotliwości, co jest powo-
dem pojawiania się błędów systematycznych wyzna-
czanych estymat. Ograniczenie błędów związanych z 
przeciekaniem może zostać osiągnięte poprzez wybór 
odpowiedniego okna czasowego. 
W badaniach zastosowano okna opisane równaniami 
[3,4]: 

• prostokątne: 

( ) 1=tw  (38) 

• Hanninga: 

( ) 

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
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T
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• Hamminga: 

( ) 
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
+=

T
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 W przeprowadzonych analizach numerycznych bada-
no wpływ długości kroku próbkowania, długości re-
kordu przyjętego do obliczeń estymat gęstości wid-
mowej mocy oraz wpływ liczby rekordów uwzględ-
nianych przy uśrednianiu wyników na przebieg cha-
rakterystyk amplitudowo-częstotliwościowych esty-
mat transmitancji ( )fH1

ˆ  i ( )fH 2
ˆ . 

Do badań przyjęto układ reprezentowany liniowym 
modelem o trzech stopniach swobody. 
Równania ruchu dyskretnego, liniowego, stacjonarne-
go modelu układu mechanicznego o n  stopniach 
swobody, przedstawiono w postaci [6,7]: 

BxKqqCqM =++ &&&  (41) 

a równanie wyjść jako: 

Dqy =  (42) 
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gdzie: 
q , q& , q&&  - wektory współrzędnych, prędkości i 

przyspieszeń uogólnionych, 
x – wektor wymuszeń w postaci przemieszczeń i 

prędkości, 
y – wektor wielkości mierzonych w postaci prze-

mieszczeń, 
M, C, K – macierze bezwładności, tłumienia i 

sztywności, 
B – macierz wejść, 
D – macierz wyjść, 
przy czym macierze M, B, K spełniają warunki: 

0>= TMM , 0≥= TCC , 0≥= TKK . 
Po przeprowadzeniu transformacji Laplace’a, co zapi-
sano zależnością 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]∫
∞

−=
0

,, dtettss stxyxy  (43) 

 oraz przyjęciu zerowych warunków początkowych 
0qq == )0()0(&  uzyskano związek między trans-

formatami wektora wyjścia i wektora wejścia w po-
staci: 

( ) ( ) ( )sss xHy =  (44) 

 Transmitancję operatorową H(s) wyznaczono jako: 

( ) ( ) =++= − BMCKDH 12sss  
( )BDZ s  

(45) 

 gdzie ( )sZ  jest zespoloną podatnością dynamiczną 
układu. 
Dokonując podstawienia ωjs = , gdzie ω  jest pul-
sacją, do zależności (45) uzyskano macierz transmi-
tancji widmowych w postaci: 

( ) ( ) BMCKDH 12 −−+= ωωω jj  (46) 

 
Moduł transmitancji (46) przyjęto jako podstawę oce-
ny jakości estymatorów transmitancji wyznaczonych 
według zależności (32) i (33). 

3. Przykład obliczeniowy 
Przyjęty model pokazano na rysunku 1. 

Po przeprowadzeniu wstępnych symulacji, do analizy 
numerycznej przyjęto następujące dane: 
m1 = 1500 [kg] 
m2 = 3000 [kg] 
m3 = 14000 [kg] 
k1 = 0,5 ⋅ 108 [N/m] 
k2 = 2,2 ⋅ 106 [N/m] 
k3 = 0,8 ⋅ 106 [N/m] 
c1 = 50000 [Ns/m] 
c2 = 60000 [Ns/m] 
c3 = 35000 [Ns/m] 

Dla przyjętych danych wyznaczono [7]: 

Rys. 1. Model układu 

a) wartości własne układu λ : 
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b) częstotliwości drgań własnych tłumionych dω : 
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c) współczynniki bezwymiarowego tłumienia d: 
















=

0,2555
0,5284
0,1366

d . 

W badaniach przyjęto, że wejściem jest wymuszenie 
od toru x(t), a wyjściami są przemieszczenia pionowe 
na kierunkach kolejnych stopni swobody y1(t), y2(t) 
oraz y3(t). 
Charakterystykę amplitudowo-częstotliwościową 
wyznaczoną dla modelu jak na rysunku 1, dla wejścia 
w postaci przemieszczenia wynikającego z nierówno-
ści toru oraz wyjść w postaci przemieszczeń na kie-
runkach współrzędnych uogólnionych przedstawiono 
na rysunku 2. 
Moduł transmitancji określono na rysunkach jako 
„wzmocnienie”. 
Wielkości wejścia x(t) oraz wyjścia y(t) wykorzysty-
wane przy estymacji funkcji gęstości widmowej mocy 
uzyskano jako wyniki symulacyjnego eksperymentu 
numerycznego. 
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Wejście x(t) opisano procesem losowym o rozkładzie 
Gaussa o wartości średniej 0ˆ =x  oraz odchyleniu 
standardowym 01,0=xσ . 

Rys. 2. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa 
układu 

Dla modelu opisanego równaniami (41) i (42) wyzna-
czono wektor wyjść y(t) [7]. Wielkości x(t) oraz y1(t), 
y2(t) i y3(t) przyjęto jako wielkości uzyskane z pomia-
rów, dla których wyznaczono [7] estymaty funkcji 
gęstości widmowej mocy własnej ( )fGxx

ˆ  (25) oraz 
estymaty funkcji gęstości widmowej mocy wzajemnej 

( )fGxy
ˆ  (26). 

Obliczenia numeryczne [7] przeprowadzono dla 
dwóch wariantów wartości kroku dyskretyzacji sygna-
łów: 
TA = 0,01 [s], 
TB = 0,005 [s]. 
Dla wyznaczenia uśrednionych estymat przyjęto dwa 
warianty liczby bloków: 
nda = 10, 
ndb = 100. 
Do obliczeń numerycznych przyjęto rekord o 1024 
próbkach oraz rekord okna czasowego o 512 prób-
kach. 
Wyznaczono [7] estymaty transmitancji ( )fH1

ˆ  (32) 

oraz transmitancji ( )fH 2
ˆ  (33). 

Na kolejnych rysunkach przedstawiono moduły 
transmitancji odpowiadających kierunkom y2(t) oraz 
y3(t), uzyskane dla danych z wirtualnych pomiarów 
(symulacja numeryczna) oraz dla danych wyznaczo-
nych dla przyjętego modelu. Wykres modułu transmi-
tancji dla modelu teoretycznego oznaczono ( )fH , 
natomiast wykresy modułów transmitancji wyznaczo-
ne dla wirtualnych pomiarów zapisano w postaci 

( )fHijk , gdzie: 

i = 1 dla H1(f) oraz i = 2 dla H2(f), 
j = A dla TA oraz j = B dla TB, 
k = a dla nda oraz k = b dla ndb. 
Ocenę jakości estymatorów transmitancji zastosowa-
nych w badaniach przeprowadzono na podstawie 
przebiegów modułu transmitancji przedstawionych na 
rysunkach 3 i 4 dla y3(t) oraz na rysunkach 5 i 6 dla 
y2(t). 

Rys. 3. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa 
H(f), H1Ab(f) oraz H1Bb(f) dla y3(t) 

Rys. 4. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa 
H(f), H2Ab(f) oraz H2Bb(f) dla y3(t) 

Rys. 5. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa 
H(f), H1Ab(f) oraz H1Bb(f) dla y2(t) 
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Rys. 6. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa 
H(f), H2Ab(f) oraz H2Bb(f) dla y2(t) 

Na podstawie analizy przedstawionych przebiegów 
modułów estymat transmitancji H1(f) i H2(f) stwier-
dzono, że estymata )(ˆ

2 fH  poprawniej reprezentuje 
charakterystyki częstotliwościowe układu w otoczeniu 
częstotliwości rezonansowych, a estymata )(ˆ

1 fH po-
prawniej reprezentuje charakterystyki częstotliwo-
ściowe układu w otoczeniu częstotliwości antyrezo-
nansowych. 
Ocenę wpływu liczby bloków w procesie uśredniania 
estymat przeprowadzono na podstawie przebiegów 
modułu transmitancji przedstawionych na rysunkach 7 
i 8 dla y3(t) oraz na rysunkach 9 i 10 dla y2(t). 

Rys. 7. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa 
H(f), H1Ab(f) oraz H1Aa(f) dla y3(t) 

Rys. 8. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa 
H(f), H2Aa(f) oraz H2Ab(f) dla y3(t) 

Rys. 9. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa 
H(f), H1Aa(f) oraz H1Ab(f) dla y2(t) 

Rys. 10. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa 
H(f), H2Aa(f) oraz H2Ab(f) dla y2(t). 
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Na podstawie analizy przedstawionych przebiegów 
modułów estymat transmitancji H1(f) i H2(f) stwier-
dzono, że zwiększenie liczby bloków z nda=10 do 
nda=100 zapewnia dokładniejszą reprezentację charak-
terystyk częstotliwościowych badanego układu. 
W analizie prowadzonej dla przebiegów uzyskanych z 
eksperymentu, konieczne są zatem wstępne badania 
numeryczne w celu przyjęcia właściwej liczby blo-
ków w procesie uśredniania. 
Ocenę wpływu zastosowanego okna czasowego: pro-
stokątnego (oznaczonego na wykresach literką p), 
Hamminga (oznaczonego na wykresach literką H) 
oraz Hanninga (oznaczonego na wykresach literką h) 
przeprowadzono na podstawie przebiegów modułu 
transmitancji przedstawionych na rysunkach 11 i 12 
dla y3(t) oraz na rysunkach 13 i 14 dla y2(t). 

Rys. 11. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa 
H(f), H1Abp(f) , H1AbH(f) oraz H1Abh(f) dla y3(t) 

Rys. 12. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa 
H(f), H2Abp(f) , H2AbH(f) oraz H2Abh(f) dla y3(t) 

Rys. 13. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa 
H(f), H1Abp(f) , H1AbH(f) oraz H1Abh(f) dla y2(t) 

Rys. 14. Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa 
H(f), H2Abp(f) , H2AbH(f) oraz H2Abh(f) dla y2(t) 

Na podstawie analizy przedstawionych przebiegów 
modułów estymat transmitancji H1(f) i H2(f), przy 
zastosowanych oknach czasowych stwierdzono, że 
zastosowanie okien czasowych Hanninga i Hamminga 
zapewnia dokładniejszą reprezentację charakterystyk 
częstotliwościowych badanego układu. 
W analizie prowadzonej dla przebiegów uzyskanych z 
eksperymentu, konieczne są wstępne badania 
numeryczne w celu przyjęcia właściwego okna 
czasowego. 

4. Podsumowanie 
W artykule przedstawiono wyniki badań 
numerycznych dotyczące jakościowej oceny estymat 

)(ˆ
1 fH  oraz )(ˆ

2 fH  transmitancji widmowej, 
wyznaczonych dla losowych realizacji wejścia i 
wyjścia. Istotne różnice w przebiegu charakterystyk 
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amplitudowo-częstotliwościo-wych są szczególnie 
widoczne w otoczeniu częstotliwości rezonansowych i 
częstotliwości antyrezonansowych (estymata )(ˆ

2 fH  
poprawniej reprezentuje charakterystyki częstotliwo-
ściowe układu w obszarach częstotliwości rezonan-
sowych, a estymata )(ˆ

1 fH  poprawniej reprezentuje 
charakterystyki częstotliwościowe układu w otoczeniu 
częstotliwości antyrezonansowych). 
Dla dyskretnego modelu pojazdu szynowego prze-
prowadzono badania numeryczne wpływu zastoso-
wania wybranego okna czasowego oraz parametrów 
charakteryzujących cyfrowe przetwarzanie sygnałów 
w postaci kroku próbkowania, długości rekordu przy-
jętego do obliczeń oraz liczby rekordów uwzględnio-
nych w procesie uśredniania wyników na przebiegi 
charakterystyk częstotliwościowych badanych esty-
mat. 
Na podstawie analizy przedstawionych przebiegów 
modułów estymat transmitancji H1(f) i H2(f) stwier-
dzono, że zwiększenie liczby bloków z nda=10 do 
nda=100 oraz zastosowania okien czasowych Hannin-
ga i Hamminga zapewnia dokładniejszą reprezentację 
charakterystyk częstotliwościowych badanego ukła-
du. 
Przeprowadzone badania wskazują na konieczność 
poprawnego przygotowania układu pomiarowego i 
zastosowania odpowiednich procedur numerycznych 
w celu właściwego zrealizowania zadania badawcze-
go. 
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Ocena obciążenia badanych estymatorów 
transmitancji widmowej oraz wpływ błędów 
systematycznych i przypadkowych na wyniki analizy 
numerycznej w zakresie wyznaczania estymaty 
transmitancji widmowej jest związana z realizacją 
fizycznego eksperymentu. 
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