Inzynierski problem komputerowego
modelowania pracy zelhetowej piyty
dwuprzestowej z uwzglednieniem
sprezystej podatnosci belki

1. Wprowadzenie

Na przestrzeni ostatnich kilkunastu lat inzynierowie zaj-
mujacy sie projektowaniem konstrukcji budowlanych
wyposazeni zostali w zaawansowane narzedzia wspo-
magajace proces obliczeniowy. Dostepne obecnie
na rynku systemy obliczeniowe umozliwiajg przepro-
wadzanie bardzo skomplikowanych analiz elementow
konstrukcyjnych poddawanych r6znym oddziatywa-
niom i znajdujgcych sie w rozmaitych zakresach pracy
materiatu. Podstawowymi zaletami stosowania progra-
mow komputerowych jest szybkos¢ i doktadno$é obli-
czen oraz mozliwos¢ modelowania skomplikowanych
struktur przestrzennych. Dzieki temu inzynier uzyskuje
sposobnos¢ analizowania konstrukcji mieszanych, zto-
zonych z r6znych rodzajow elementow w postaci belek,
powtok czy bryt potaczonych ze sobg w jednym mode-
lu obliczeniowym. Uzywane obecnie programy umozli-
wiajg modelowanie konstrukcji wykonanych z r6znych
materiatow, w tym réwniez z betonu i zelbetu.

Jednym z najbardziej powszechnych zagadnien jakim
zajmujg sie projektanci jest analiza statyczna stropdw
zelbetowych. Metody komputerowe pozwalajg z jednej
strony na szybka analize stropow o skomplikowanej
geometrii, z drugiej strony umozliwiajg uwzglednienie
w modelu obliczeniowym wszystkich elementow skta-
dowych, tj. belek, ptyt i elementédw podpierajgcych ta-
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kich jak stupy czy Sciany. Podstawowg kwestig jest jed-
nak prawidtowe zbudowanie modelu numerycznego
analizowanego uktadu konstrukcyjnego, tak aby uzy-
skane wyniki w jak najwyzszym stopniu odpowiadaty
rzeczywistosci.

W niniejszym artykule przeanalizowano dwie kwestie
zwigzane z modelowaniem stropow zelbetowych o kon-
strukcji ptytowo-belkowej, ktére mogag stanowic¢ problem
w praktyce inzynierskiej. Przede wszystkim zbadano zja-
wisko wplywu sprezystej podatnosci belki na wartosci
momentéw zginajgcych w ptycie, w sytuacji, gdy sztyw-
nos¢ belki jest znaczna w stosunku do sztywnosci ptyty,
a wiec teoretycznie mozliwe byfoby przyjecie w mode-
lu numerycznym niepodatnego podparcia ptyty na bel-
ce. Druga analizowana kwestia to sposéb modelowania
belki w uktadzie ptytowo-belkowym, a w szczegoInosci
prawidtowe uwzglednienie sztywnosci belki w stosunku
do sztywnosci ptyty. Prezentowang analize wykonano dla
modelowego stropu zelbetowego o konstrukcji ptytowo-
belkowej, w uktadzie dwuprzestowym i stosunku bokow
ptyt rownym 2, co odpowiada granicznemu uktadowi
dla ptyt krzyzowozbrojonych. Uktad ptyty dwuprzesto-
wej 0 przyjetej w analizie geometrii powoduje, ze belka
obcigzona jest w stopniu najwiekszym, w poréwnaniu
do uktadow ptyt wieloprzestowych. Dzieki temu nalezy
spodziewac sie, ze zaobserwowane w analizie zjawiska
wystapig z najwiekszg intensywnoscia.
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Rys. 1.

Praca fragmentu stropu
ptytowo-belkowego przy
zastosowaniu belek o duzej
i matej sztywnosci gietnej
w stosunku do sztywnosci pfyty
(na podstawie [1])
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Rys. 2. Ukfad konstrukcyjny i geometria analizowanego
stropu

W artykule opisano zaobserwowane zjawiska i zasuge-
rowano okreslone rozwigzania, dzieki czemu uzyskane
wyniki moga by¢ pomocne w praktyce inzynierskie;j.
W przypadku analiz podobnych uktadow konstrukcyj-
nych o nieco innej geometrii, zaobserwowane efek-
ty moga wystepowac z inng intensywnoscig. W takich
przypadkach sugeruje sie przeprowadzenie osobnej
analizy wrazliwosci zastosowanych rozwigzan pod ka-
tem ich wptywu na uzyskane rezultaty.

2. Wptyw sprezystej podatnosci belek na prace
stropow

Jednym z podstawowych zatozen upraszczajacych, przyj-
mowanych w obliczeniach statycznych stropdw, jest pomi-
niecie sprezystej podatnosci belek, czyli pominiecie ugiec
belek, na ktdrych posrednio oparta jest ptyta. Jest to za-
tozenie poprawne w sytuacji, gdy belki podpierajgce sg
znacznie bardziej sztywne od plyty, stanowigc dla niej pod-
parcie posrednie o matej podatnosci. Ptyta pracuje wtedy
gtéwnie w kierunku prostopadtym do belek, co ma przefo-
zenie w rozktadach momentow zginajacych, ktdre osigga-
ja znaczne warto$ci podporowe w miejscu wystepowania
belek. W sytuaciji, gdy sztywnosci belek i ptyty sg porow-
nywalne, znaczna podatnos¢ belek w stosunku do po-
datnosci ptyty powoduje zjawisko odwrotne. Plyta z bel-
kami stanowi wtedy uktad elementow wspotpracujgcych
ze soba, a gtowny kierunek pracy jest rownolegty do osi

Tabela 1. Przypadki obcigzeniowe

belek. Na rysunku 1 pokazano prace fragmentu stropu pty-
towo-belkowego przy zastosowaniu belek o duzej i matej
sztywnosci gigtnej w stosunku do sztywnosci ptyty.

Jak widac, zasadniczg sprawg w ocenie mozliwosci po-
minigcia w obliczeniach statycznych sprezystej podatno-
Sci belek jest kwestia wzajemnej relacji sztywnosci ptyty
i belek. Przyjmuje sig, ze podatnosc¢ belek moze by¢ po-
mijana, jezeli sztywnos$c¢ elementu podpierajgcego (bel-
ki) jest co najmniej dziesiec razy wieksza od sztywnosci
elementu opieranego (ptyty), cho¢ w wielu przypadkach
sugeruje sie, ze roznica ta powinna by¢ wieksza [1].
W przypadku belek podpierajacych ptyty ciagte przepi-
Sy zagraniczne wymagajg spetnienia warunku [1]:

i > 2,5
hp

(1)
gdzie h i h, oznaczajg odpowiednio wysokosci ptyty
i belki.

3. Charakterystyka analizowanego stropu

Analizie poddano strop zelbetowy o modelowej kon-
strukcji ptytowo-belkowej. Przyjeto uktad dwuprzesto-
wej ptyty ciagtej o dtugosci 8,0 m i rozpietosciach pol
4,0 m, co okresla wzajemny stosunek dtugosci bokow
plyty jako 2. Przyjeto, ze cata konstrukcja wykonana jest
z betonu C30/37. Uktad konstrukcyjny oraz geometrie
stropu pokazano na rysunku 2.

Przyjeto grubos¢ ptyty jako h, = 0,10 m. Zatozo-
no belke o wymiarach przekroju poprzecznego
bxh = 0,25x0,60 m przyjmujac wysokos¢ jako 1/15
jej dtugosci.

Przy tak dobranych wymiarach przekrojow poprzecz-
nych elementow stosunek wysokosci belki h do grubo-
$ci ptyty h, wynosi:

h 010

p

h _060

2
Poréwnujgc te wartos¢ z warunkiem (1) wida¢, ze zato-
zone wymiary wysokosci belki i grubosci ptyty ponad
dwukrotnie przewyzszajg wartos¢ zalecanag, co teore-

Przypadek L Charakterystyczna warto$é
obciazenia Hotzajlbeiqzantd obciazenia [kN/m?]
L . automatycznie uwzgledniane
P1 obciazenie ciezarem wfasnym konstrukcji W programie obliczeniowym
P2 obcigzenie state od warstw wykonczeniowych 2,5
P3 obciazenie zmienne uzytkowe stropu kategorii A 2,0

Tabela 2. Kombinacja obcigzen

Kombinacja . -
obciazen Stan graniczny Formuta kombinacji
K1 Stan graniczny nosnos$ci ULS 1,35xP1 + 1,35%xP2 + 1,50xP3
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Rys. 3. Model numeryczny S1
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Rys. 5. Model numeryczny S3

tycznie pozwalafoby na pominigcie w obliczeniach wpty-
wu sprezystej podatnosci belki. Mozliwe zatem bytoby
przyjecie belki jako podpory niepodatnej. W niniejszym
artykule przeanalizowano mozliwo$¢ uwzgledniania oraz
nieuwzgledniania podatnosci belki, stosujgc ré6zne mo-
dele numeryczne.

W analizie przyjeto obcigzenia stropu wg [2] okreSlajgc
proste przypadki obcigzeniowe wg obcigzen zestawio-
nych w tabeli 1 oraz przyjmujac kombinacje obcigzen
w stanie granicznym nosnosci ULS w oparciu o [3] wg
formuty podanej w tabeli 2.

4. Analizowane modele numeryczne stropu

Jak wspomniano powyzej, w przeprowadzonych oblicze-
niach, analizie poddano wptyw podatnosci belki na pra-
ce plyty w zakresie obcigzen statycznych. Przeanalizo-
wano dwie skrajne sytuacje obliczeniowe zaktadajac
podparcie ptyty na obwodzie jako przegub i utwierdze-
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Rys. 6. Rzeczywiste usytuowanie belki w stosunku do ptyty
stropowej

B
[

Rys. 4. Model numeryczny S2

nie (rys. 2). Dzigki temu uzyskane wyniki mogg by¢ od-
noszone do przypadkéw posrednich, tj. zamocowan
obwodowych o pewnym stopniu sztywnosci np. w for-
mie wiencow.

Uktad konstrukcyjny stropu modelowano w oparciu
0 rozwigzania teoretyczne, a wiec zakfadajgc liniowe
podparcie przegubowe w osi belki, jak réwniez mode-
lujac fizycznie belke za pomoca elementu liniowego.
We wszystkich modelach ptyta stropowa modelowana
bytfa jako powtoka o siatce elementéw skonczonych
0,2x0,2 m. Belke modelowano w sposéb indywidualny
w zaleznosci od danego typu modelu. Analize przepro-
wadzono przy zastosowaniu programu Autodesk Robot
Structural Analysis 2011 dla pigciu typow modeli nume-
rycznych, ktore krotko scharakteryzowano ponizej.
Model S1 zbudowano w oparciu o warunek (2) zakta-
dajac, ze mozliwe jest zatozenie niepodatnego oparcia
ptyty na belce. W modelu tym belka modelowana byfa
jako podpora przegubowa, zgodnie ze schematem po-
kazanym na rysunku 3.

W modelu S2 uwzgledniono sprezystg podatnosc¢ bel-
ki modelujac ja za pomocg elementdw pretowych, bez
uwzgledniania przesunigcia Srodkow cigzkosci ptyty
i belki (rys. 4).

Model S3 zbudowano analogicznie jak model S2, tj.
uwzgledniajgc sprezystg podatnos¢ belki, modelowa-
nej jako element pretowy lezgcy w ptaszczyznie pty-
ty (rys. 5).

W modelu tym w sposéb posredni uwzgledniono prze-
sunigcia srodkow ciezkosci ptyty i belki, korygujac
sztywno$¢ belki. W tym celu zwigkszono moment bez-
wtadnosci belki wynikajgcy z mimosrodu, a zgodnie
ze schematem pokazanym na rysunku 6.

Moment bezwtadnosci belki mnozony byt przez wspot-
czynniki o. okreslony wzorem:

3 2
bh™ o [h_hp]
J, 12 2 2
e bh?
12

@)
gdzie J,, oznacza moment bezwtadnosci belki liczony
wzgledem jej osi bezwiadnosci, a J , oznacza moment
bezwtadnosci belki liczony wzgledem osi bezwtadno-
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Rys. 7. Model numeryczny S4

Sci ptyty z uwzglednieniem mimosrodu a.
Analogicznie do modeli S2 i S3 w modelu S4 takze
uwzgledniono sprezystg podatnos$¢ podpory posredniej
modelujac belke lezacg w ptaszczyznie ptyty (rys. 7).
Mimosrodowe potozenie belki w stosunku do ptyty mo-
delowano przy uzyciu dostepnej w programie oblicze-
niowym funkcji offset, ktéra jest wykorzystywana przy
definiowaniu mimosrodowego potaczenia pretow w kon-
strukcji, w przypadku gdy osie pretow nie lezg na tym
samym poziomie. Pozwala ona na definicjg pretéw po-
przez odniesienie do istniejgcych weztéw bez potrze-
by definiowania dodatkowych weztow czy elementéw
tacznikowych [4].

W modelu S5 wszystkie elementy konstrukcyjne, tj. pty-
te i belke modelowano za pomocg elementow powtoko-
wych, z uwzglednieniem rzeczywistego potozenia belki
w stosunku do ptyty (rys. 8), przez co model ten najpet-
niej odzwierciedlat prace analizowanego uktadu.

2 A
B

013

4,15

.

Rys. 9. Moment zginajgcy M,, odpowiadajgcy gfownemu
kierunkowi pracy ptyty

5. Analiza pracy plyty

W wyniku przeprowadzonych obliczen uzyskano roz-
ktady momentow zginajgcych w plycie przy zastosowa-
niu wszystkich modeli numerycznych. Na rysunkach 10

°)
540

014

0,14

Rys. 10.

Mapy momentdw zginajgcych M,
[kNm/m] odpowiadajgce gidwnemu
kierunkowi pracy pfyty wg rys. 9
w plycie podpartej przegubowo
na obwodzie: a) model S1; b) model S2;
c) model S3; d) model S4;

e) model S5
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i 11 pokazano mapy momentéw gnacych M, [kNm/m]
w kierunku gtéwnym pracy ptyty (wg oznaczenia na rys.
9), dla kolejnych modeli numerycznych odpowiednio
dla przegubowego i sztywnego podparcia ptyty na ob-
wodzie.

W przeprowadzonej analizie porownano rozkfady i eks-
tremalne wartosci momentow M,, w przesle ptyty oraz
nad podpora — belkg. Z uwagi na przyjety sposéb mo-
delowania stropu z zastosowaniem liniowego podparcia
w miejscu usytuowania belki, odniesiono si¢ do warto-
$ci momentéw podporowych w osi belki. W takim przy-
padku skala zaobserwowanych efektow w odniesieniu
do momentow podporowych w ptycie w osi i na krawe-
dzi belki bedzie analogiczna.

Podstawowym zaobserwowanym w analizie efektem jest
zauwazalny wplyw sprezystej podatnosci belki na rozkta-
dy momentéw M, w ptycie. Efekt ten jest niepomijalny,
cho¢ sztywnos$c przyjetej w obliczeniach belki w stosunku
do sztywnosci ptyty jest znaczna. Skala zjawiska ujawnia
sig poréwnujac wartosci momentow M,, uzyskanych przy
zastosowaniu modelu numerycznego S1, j. przy zatoze-
niu podpor przegubowych w miejscu usytuowania belki,
w stosunku do pozostatych modeli S3 do S5, w ktorych
belka byta fizycznie modelowana. W przypadku przegu-
bowego podparcia ptyty na obwodzie zanotowano nizsze
bezwzgledne wartosci momentow przgstowych uzyskane
przy zastosowaniu modelu S1 w poréwnaniu do modeli
S3 do S5, przy maksymalnej réznicy momentow wyno-
szacej 10%. Na podporze — belce obserwowano efekt od-
wrotny, tj. wyzsze bezwzgledne wartosci momentéw dla

modelu S1 w stosunku do modeli S3 do S5, a maksymal-
na roznica wyniosta 39%. W przypadku utwierdzenia pty-
ty na obwodzie mozna stwierdzi¢, ze bezwzgledne warto-
Sci momentoéw przegstowych sg identyczne we wszystkich
analizowanych modelach. Przyjecie w modelu S1 pod-
por w miejscu belki skutkowato wyzszymi o maksymalnie
22% bezwzglednymi wartosciami momentéw zginajgcych
w stosunku do modeli S3 do S5. Roznice w momentach
zginajacych obserwowano réwniez w miejscu utwierdze-
nia na obwodzie, gdzie momenty podporowe byty o mak-
symalnie 12% wyzsze w przypadku zastosowania mode-
li S3 do S5, w poréwnaniu do modelu S1.

Kolejnym istotnym zjawiskiem zaobserwowanym w trak-
cie obliczen byto wyrazne niedoszacowanie sztywnosci
belki w stosunku do sztywnosci ptyty, w przypadku mo-
delowania tych elementow jako lezacych w jednej ptasz-
czyznie, co zrealizowano w modelu numerycznym S2.
W przypadku zastosowania podparcia przegubowego,
najsilniej objawia sig to w odniesieniu do momentéw pod-
porowych na belce, gdzie obserwuje sie znaczne zani-
zenie wartosci momentéw uzyskanych przy zastosowa-
niu modelu S2 w poréwnaniu do pozostatych modeli S3
do S5, przy maksymalnej roznicy momentow wynosza-
cej 112%. Analizujgc z kolei momenty przgstowe stwier-
dzono ich nizszg bezwzgledng wartos¢ wyznaczong dla
modelu S2 w poréwnaniu z modelami S3 do S5, a mak-
symalna roznica wyniosta 14%. W przypadku utwierdze-
nia, momenty podporowe na koncach ptyt sg wyraznie
wyzsze przy zastosowaniu modelu S2 w poréwnaniu
do modeli S3 do S5 przy maksymalnej réznicy wynosza-
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cej 13%. Analogicznie jak w przypadku podparcia prze-
gubowego, w przypadku zastosowania modelu S2 mo-
menty podporowe nad belkg sg nizsze niz pozostatych
modelach z uwagi na niedoszacowanie sztywnosci be-
lek, a maksymalna roznica wynosi 31%.

Przechodzac do analizy wptywu sposobu modelowania
na uzyskane rezultaty nalezy stwierdzi¢, ze najbardziej
zbiezne wyniki uzyskano przy zastosowaniu modeli S4
i S5, a wiec przy uwzglednieniu mimosrodowego usy-
tuowania belek w stosunku do ptyty przy zastosowa-
niu automatycznej funkciji offset oraz przy modelowaniu
wszystkich elementéw jako powtoki. Dlatego tez wyda-
je sie, ze wartosci momentow zginajgcych w ptycie uzy-
skane przy zastosowaniu modeli S4 i S5 moga by¢ trak-
towane jako referencyjne. Porownujac z nimi rozkfady
oraz wartosci momentow zginajgcych w ptycie uzyska-
ne przy zastosowaniu modelu S3, a wiec przy uwzgled-
nieniu zwiekszenia sztywnosci belki przez podwyzsze-
nie momentu bezwtadnosci przekroju poprzecznego,
stwierdzono poprawnos¢ zastosowanej tej metody. We-
dtug opinii autora prezentowany sposéb uwzgledniania
rzeczywistej sztywnosci belki moze znalez¢ stosowa-
nie w praktycznych obliczeniach uktadéw ptytowo-bel-
kowych, co zostato potwierdzone w trakcie jego prakty-
ki inzynierskiej.

5. Podsumowanie i wnioski

Podsumowujac uzyskane wyniki, mozna stwierdzic,
ze efekt sprezystej podatnosci podpor (belki) ujawnit sie
w przypadku analizowanego stropu, cho¢ sztywnosc¢ bel-
ki byfa znaczna w stosunku do sztywnosci ptyty. W pet-

ni nalezy sie wiec zgodzi¢ z postulatem, ze w wielu przy-
padkach analizowany efekt moze by¢ pomijany dopiero
przy znacznych réznicach w sztywnosciach belek i ptyt
[1]. Efekty stwierdzone w odniesieniu do momentdw pod-
porowych w ptycie w osi i na krawedzi belki beda analo-
giczne, co moze by¢ wykorzystane w praktyce inzynier-
skiej przy projektowaniu zbrojenia gérnego w ptycie.
Zaprezentowany sposob modelowania pracy belek
przez zwiekszenie momentu bezwtadnosci przekroju
poprzecznego zostat pozytywnie zweryfikowany w trak-
cie przeprowadzonej analizy. Z uwagi na jego prostote
oraz zbieznos$¢ uzyskanych wynikow jest on zalecany
jako alternatywa w stosunku do innych, bardziej skom-
plikowanych metod stosowanych w komputerowym mo-
delowaniu pracy uktadéw ptytowo-belkowych.

Na koniec nalezy rowniez zaznaczy¢, ze wyniki analizy
zaprezentowane w artykule dotyczyty gtéwnego kierun-
ku pracy ptyty w ptaszczyznie prostopadtej do osi belki.
Kolejnym zagadnieniem wymagajacym przeprowadzenia
osobnych badan jest analiza pracy rozpatrywanej ptyty
w kierunku rownolegtym do osi belki, co w ujeciu aktu-
alnie obowigzujacych norm [np. 2] jest zagadnieniem
nie do konhca sprecyzowanym, a jednoczesnie niezwy-
kle istotnym z punktu widzenia inzynierskiego.
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