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Model zbrojenia obciążonego cyklicznie 
z uwzględnieniem niesprężystego wyboczenia
Dr inż. Jacek Korentz, Uniwersytet Zielonogórski 

1. Zachowanie prętów stalowych obciążonych 
cyklicznie

W przypadku działania obciążenia działającego w jednym 

kierunku otrzymuje się klasyczną krzywą statycznego roz-

ciągania. Jeżeli obciążenia są cykliczne i mamy do czynie-

nia z naprzemiennym rozciąganiem i ściskaniem wykres 

zależności σ-ε ma kształt pętli histerezy (rys. 1). Wówczas 

klasyczne krzywe dla obciążeń statycznych zmieniają się 

w krzywą cyklicznego odkształcenia, która opisuje zależ-

ność pomiędzy wartościami szczytowymi naprężeń i od-

kształceń w stanie nasycenia (ustabilizowane wierzchołki 

pętli histerezy). Wzajemne położenie tych krzywych wska-

zuje na charakter zmian zmęczeniowych podczas obcią-

żeń wolnocyklowych. Jak można zauważyć podczas ob-

ciążeń cyklicznych stal ulega według Kocańdy [7] i Cofie 

[3] cyklicznemu wzmocnieniu i cyklicznemu osłabieniu, 

krzywa cyklicznego obciążenia w pewnych fragmentach 

wykresu leży pod lub nad krzywą statyczną.

Zachowanie ściskanego pręta stalowego, zilustrowa-

ne na rysunku 1, dotyczy prętów krępych, w których nie 

dochodzi do zjawiska niesprężystego wyboczenia. W ta-

kim przypadku pętle histerezy są symetryczne względem 

krzywej cyklicznego odkształcenia, a także zauważalny 

jest zanik półki plastycznej. Jako pręty krępe, w których 

nie dochodzi do wyboczenia, można zdefiniować pręty 

dla których smukłość s/ϕ <5 [2,10,12].

Podczas obciążeń cyklicznych zachowanie prętów smu-

kłych jest odmienne niż zachowanie prętów krępych, do-

chodzi do ich niesprężystego wyboczenia. Dlatego ob-

serwowane jest inne zachowanie prętów przy ściskaniu 

i inne zachowanie prętów podczas rozciągania.

Na rysunku 2 zamieszczone są wykresy zależności na-

prężenie – odkształcenie prętów na przemian ściskanych 

i rozciąganych, obustronnie utwierdzonych, wykonanych 

ze stali 18G2 dla trzech różnych smukłości wyrażonych 

ilorazem odległości między punktami podparcia s i śred-

nicą pręta ϕ [9]. Badania prętów obciążonych cyklicznie 

pokazują, że dla małych wskaźników smukłości prętów (s/

ϕ=5) przebieg pętli histerezy po stronie ściskanej i po stro-

nie rozciąganej jest identyczny do chwili wyboczenia prę-

ta, tj. do chwili osiągnięcia maksymalnej siły przy ściska-

niu (rys. 2a). Takie zachowanie jest spowodowane bardzo 

małą podatnością pręta na wyboczenie i wtedy o nośno-

ści pręta decyduje sztywność na ściskanie. Ze wzrostem 

smukłości obserwuje się coraz mocniejsze zawężanie 

pętli histerezy zarówno po stronie ściskanej, jak również 

po stronie rozciąganej (rys. 2b, 2c). Oznacza to, że ilość 

rozpraszanej energii w każdym cyklu obciążenia jest co-

raz mniejsza, a o zachowaniu pręta zaczyna decydować 
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Rys. 1. Wykresy cyklicznego odkształcenia stali na tle krzy-

wych statycznego odkształcenia [7]

Rys. 2. Wykresy cyklicznego odkształcenia prętów zbrojeniowych wykonanych ze stali 18G2 dla wybranych smukłości [9]
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jego sztywność na zginanie. Po przekroczeniu określonej 

liczby cykli obciążenia dochodzi do zerwania pręta w po-

łowie długości na skutek jego wielokrotnego przeginania 

w strefie uplastycznienia.

Na wykresach z rysunku 2 poza pętlami histerezy przed-

stawiono linią ciągłą obwiednie pętli histerezy, tj. punkty 

łączące wierzchołki pętli, a linią przerywaną zilustrowa-

no zachowanie prętów ściskanych i rozciąganych, obcią-

żonych monotonicznie, o takich samych smukłościach. 

Mniejsza nośność przy ściskaniu prętów cyklicznie obcią-

żonych w porównaniu z prętami ściskanymi jednokrotnie 

jest spowodowana narastającym podczas każdego cyklu 

obciążenia zwiększaniem się smukłości pręta podczas 

rozciągania, a także odmiennymi właściwościami mecha-

nicznymi stali w przypadku obciążeń cyklicznych.

2. Proponowany model prętów obciążonych 
cyklicznie

W analizie konstrukcji żelbetowych w stanie deformacji 

pokrytycznych stosowane są różne zależności opisujące 

związek między naprężeniami i odkształceniami w prę-

tach zbrojenia na przemian ściskanych i rozciąganych. 

W modelach tych opisywane są ścieżki obciążenia, od-

ciążenia i ponownego obciążenia. Można tutaj wymienić 

modele Monti–Nuti [12], Menegotto–Pinto [11], Giuffre-Me-

negotto–Pinto [1], Dodd–Restrepo [5], Hoehler–Stanton 

[6], Dhakal–Maekawa [4]. Modele te są do siebie bardzo 

podobne, są opisane przez krzywe asymptotycznie zbli-

żające się do linii stycznych wyznaczonych przez punk-

ty zmiany znaku obciążenia i punkty ekstremalnych od-

kształceń dla określonej historii obciążenia.

Inny sposób modelowania pracy pręta cyklicznie obcią-

żonego zasygnalizowany został w pracy Korentza [8]. 

Polega on na opisaniu związków między naprężeniami 

i odkształceniami tylko dla obwiedni pętli histerezy z po-

minięciem ścieżek obciążenia, odciążenia i ponownego 

obciążenia. Obwiednia pętli histerezy odwzorowuje za-

chowanie globalne pręta cyklicznie obciążonego. Taki 

model pręta odpowiada koncepcji analizy globalnej kon-

strukcji żelbetowych w zakresie deformacji pokrytycznych 

przedstawionej w pracy Korentza [8].

Na rysunku 3a przedstawiono proponowany model ob-

wiedni pętli histerezy dla ściskania zbrojenia obciążo-

nego cyklicznie. Jest to model trójliniowy definiowany 

przez trzy charakterystyczne punkty, w których następu-

je uplastycznienie zbrojenia (2ε
sy

,f
sy

), wyboczenie zbroje-

nia (εsf,σsf) i zerwanie zbrojenia (ε
su

,σ
su

).

W modelu tym przyjęto, że naprężenia w chwili uplastycz-

nienia są równe granicy plastyczność f
sy

, a odkształcenia 

w chwili uplastycznienia są dwukrotnie większe od od-

kształceń dla granicy plastyczności ε
sy

.

Jeżeli smukłość pręta s/ϕ ≤11 to odkształcenie εsf i naprę-

żenie σsf w chwili wyboczenia pręta, tj. w chwili początku 

spadku nośności pręta, wyrażają zależności:
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a gdy smukłość pręta zmienia się w granicach 11<s/φ≤15 

to εsf = 2ε
sy

 a σsf=f
sy

.

Odkształcenia ε
su

 i naprężenia σ
su

 końcowe dla dowol-

nych smukłości opisują zależności:
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Dla tak zdefiniowanych charakterystycznych punktów mo-

delu związki między naprężeniami i odkształceniami dla 

obwiedni pętli histerezy, po stronie ściskanej, prętów cy-

klicznie obciążonych można wyrazić zależnościami:

jeżeli

 (5)

gdzie: E
s
 to moduł sprężystości stali.

Po stronie rozciąganej model obwiedni pętli histerezy jest 

zdefiniowany przez dwa charakterystyczne punkty: punkt, 

w którym następuje uplastycznienie zbrojenia (umowne) 

i punkt dla odkształceń i naprężeń końcowych (rys. 4b). 

Podobnie jak w przypadku obwiedni dla naprężeń ści-

skających przyjęto, że naprężenia w chwili uplastycznie-

nia są równe granicy plastyczności f
sy

, a odkształcenia 

w chwili uplastycznienia są dwukrotnie większe od od-

kształceń dla granicy plastyczności 2ε
sy

. Natomiast od-

kształcenia i naprężenia końcowe obliczane są na pod-

Rys. 3. Model zbrojenia obciążonego cyklicznie, obwied-

nie pętli histerezy: a) ściskanie, b) rozciąganie
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stawie wytrzymałości stali f
st
 i odkształcenia stali εst przy 

maksymalnym naprężeniu f
st
:

stsu ε=ε 47,0   stsu f91,0=σ
 (6,7)

Uzyskane na podstawie prezentowanego modelu wyniki 

zależności naprężenie-odkształcenie zostały porównane 

z wynikami badań doświadczalnych ściskanych prętów 

zbrojeniowych wykonanych ze stali o zróżnicowanych 

właściwościach mechanicznych.

Na rysunku 4 przedstawione są porównania modelu z wy-

nikami badań doświadczalnych Monti i Nutti [12] i Ko-

rentza [9]. Monti i Nutti [12] badali pręty o różnej śred-

nicy wykonane ze stali o następujących właściwościach 

mechanicznych: granica plastyczności f
sy

=480 MPa, wy-

trzymałość f
st
=1,4f

sy
, odkształcenie w chwili uplastycz-

nienia ε
sy

=0,0024, odkształcenie do chwili wzmocnienia 

εsh=2ε
sy

, odkształcenie odpowiadające wytrzymałości 

εst=16ε
sy

 (rys. 4a). Korentz [9] badał zachowanie prętów 

ściskanych o średnicy 16mm wykonanych między innym 

ze stali 18G2 o parametrach: f
sy

=390 MPa, f
st
=1,58f

sy
, 

ε
sy

=0,00195, εsh=4ε
sy

, εst=90ε
sy

 (rys.4c). Jak można za-

uważyć właściwości mechaniczne stali badanych prętów 

różnią się w istotny sposób.

Na podstawie przedstawionych porównań można stwier-

dzić, że proponowany model zbrojenia ściskanego w po-

prawny sposób odwzorowuje zachowanie prętów ściska-

nych. Obwiednie pętli histerezy uzyskane na podstawie 

modelu dają dobrą zgodność z obwiedniami pętli histere-

zy uzyskanymi na podstawie badań doświadczalnych.

Na podkreślenie zasługuje fakt, że dobra zgodność mo-

delu z badaniami obserwowana jest dla szerokiego zakre-

su smukłości prętów i zróżnicowanych właściwości me-

chanicznych stali, z których wykonane są pręty.

3. Podsumowanie

Wyboczenie niesprężyste prętów zbrojenia podłużnego 

nie jest uwzględniane w typowych analizach pracy ele-

mentów żelbetowych. Normy projektowania konstruk-
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Rys. 4. 
Porównanie modelu z wynikami badań: 

a), b) Korentz [9], c), d) Monti i Nutti 
[12]

cji z betonu przy sprawdzaniu stanów granicznych takiej 

sytuacji nie przewidują; przedwczesne wyboczenie prę-

tów mają zabezpieczać warunki konstrukcyjne dotyczące 

kształtowania strzemion w słupach i belkach. Wyniki badań 

jednoznacznie wskazują, że w elementach żelbetowych 

obciążonych cyklicznie praca prętów podczas ściskania 

różni się od pracy prętów podczas rozciągania. W anali-

zie pracy konstrukcji w stanie deformacji pokrytycznych 

ta różnica musi być uwzględniona. Zaproponowany mo-

del zbrojenia obciążonego cyklicznie stanowi krok w tę 

stronę i może posłużyć do bardziej złożonej analizy pra-

cy elementów żelbetowych.
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