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1. Wprowadzenie

Rozkład oddziaływania płyty fundamentowej silosu 
na podłoże ma duży wpływ na zachowanie się nie tyl-
ko samej płyty, ale i współpracującej z nią konstruk-

cji powłokowej. W niniejszej pracy do analizy silosów 
cylindrycznych o ściankach utwierdzonych w kołowej 
płycie dennej do opisu podłoża wykorzystano modele 
Winklera i półprzestrzeni sprężystej, stosując podejście 
Gorbunowa-Posadowa [1]. Oprócz obciążenia mate-

riałem sypkim, przeanalizowano efekt parcia wywoła-

nego spadkiem temperatury zewnętrznej. Przedstawio-

no przykład ukazujący w jaki sposób przyjęcie podło-

ża jako półprzestrzeni sprężystej prowadzi do zmian 
w układzie sił wewnętrznych w silosie w porównaniu 
z modelem Winklera. Wykresy opisujące zachowanie 
się układu konstrukcja – podłoże, otrzymane przy zało-

żeniu półprzestrzeni sprężystej, porównano z wynikami 
dla dwuparametrowego modelu Winklera, uzyskując 
ich rozbieżność dla rozpatrywanych obciążeń.

2. Analiza półprzestrzeni sprężystej obciążonej 
naciskiem płyty dennej

Oddziaływania interakcyjne płyty fundamentowej 
na podłoże można rozpatrywać wykorzystując modele 
podłoża, takie jak model Winklera, modele wielopara-

metrowe oraz hipoteza półprzestrzeni sprężystej. Pro-

blemy te były i są analizowane w wielu publikacjach, 
jednak co się tyczy modelu półprzestrzeni, zastosowa-

nego również w niniejszej pracy, jego aplikacje opar-
te były na pracach takich autorów, jak M. I. Gorbunow-
Posadow [1], a w Polsce – H. Kalisz [2]. Niezbędne jest 
jednak badanie dokładności i regularności rozwiązań 
względem tych wielkości fizycznych, które są kluczowe 
w opisie zachowania się układu. We wcześniejszych 
pracach tego rodzaju rozważań brakowało, gdyż, jak 
dowiodły analizy przeprowadzone przez autora niniej-
szej pracy [3–6], w celu uzyskania prawidłowej zbież-

ności rozwiązania w zakresie nie tylko przemieszczeń, 
ale i sił wewnętrznych, konieczne jest wykorzystanie 
szeregu potęgowego o co najmniej stu wyrazach, a nie 
jak we wcześniejszych pracach – np. ośmiu. Przyjmu-

jąc model półprzestrzeni sprężystej, założono, że ob-

szar kontaktu płyty dennej i gruntu jest doskonale gład-

ki. Ośrodki te ściśle do siebie przylegają. W przypad-

ku półprzestrzeni sprężystej i izotropowej, obciążo-

nej na pewnym obszarze powierzchni ograniczającej 
w sposób do niej prostopadły, w celu uzyskania roz-

wiązania wykorzystuje się jako powierzchnię wpływu 
(funkcję Greena) rozwiązanie od obciążenia dowolnie 
położoną siłą skupioną. W takim przypadku korzysta 
się ze znanego rozwiązania V. J. Boussinesq’a. Rozpa-

trując przypadek obciążenia półprzestrzeni sprężystej 
naciskiem przekazywanym przez płytę kołową w spo-

sób do niej prostopadły zakładamy, że działa na nią 
obciążenie obrotowo-symetryczne p(r) – jest to rów-

nocześnie funkcja opisująca reakcję półprzestrzeni 
na płytę kołową. Wprowadźmy zmienne bezwymiaro-

we ρ oraz ρ:
ρ – sprowadzona odległość od środka płyty do punktu 
powierzchni gruntu, którego przemieszczenie określa 
się (ρ = r/R, gdzie r – odległość rzeczywista, R – pro-

mień płyty),
ρ – sprowadzona odległość od środka płyty do ele-

mentu obciążenia.
Osiadanie powierzchni gruntu (sprężystej półprzestrze-

ni) w(ρ) obciążonej naciskiem p(ρ) przekazywanym 
przez płytę wyrażamy następująco (χ – dowolny para-

metr całkowania):

(1.1)

W przypadku, gdy płyta jest obciążona na całej swo-

jej powierzchni, górna granica całkowania w całce ze-

wnętrznej występującej w drugim składniku sumy, wynosi 
1 (a=R). Wyprowadzenia tego wzoru można dokonać kil-
koma sposobami, jeden z nich podano w pracy [5].
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3. Osiowo-symetryczne zginanie płyty 
na sprężystym podłożu

Równanie różniczkowe powierzchni ugięcia płyty ko-

łowej na półprzestrzeni sprężystej poddanej obcią-

żeniu q, równomiernie rozłożonemu na powierzch-

ni koła o promieniu a, przy wprowadzeniu zmien-

nych bezwymiarowych ρ oraz ρ, w układzie współ-
rzędnych biegunowych ma postać równania biharmo-

nicznego, przy czym od obciążenia q po prawej stro-

nie równania odejmujemy funkcję p(ρ) opisującą inte-

rakcję między płytą i półprzestrzenią sprężystą. Funk-

cję tę postuluje się w postaci nieskończonego szere-

gu potęgowego, co prowadzi do rozwiązania formal-
nie ścisłego. W celu wyznaczenia tych ugięć zakłada 
się, że przemieszczenia powierzchni półprzestrzennej 
sprężystej i płyty muszą być tożsamościowo zgodne: 
w(ρ) = w(ρ). W celu znalezienia całki równania bihar-
monicznego, rozpatrujemy najpierw równanie jedno-

rodne, którego rozwiązanie stanowi funkcja:

43

2

2

2

1 lnlnw CCCCo +++= ρρρρ  (2.1)

gdzie C
i
 , i=1…4 – stałe całkowania. Całki szczególnej 

równania biharmonicznego poszukujemy w postaci:

∑
∞

=

=
2

2

2w
n

n

ns A ρ
 (2.2)

Współczynniki A2n można wyrazić poprzez składniki 
a2n szeregu opisującego p(ρ) za pomocą podstawie-

nia tego szeregu do równania przemieszczeniowe-

go i porównania wyrazów o jednakowych potęgach. 
Pełne rozwiązanie otrzymuje się dodając całkę szcze-

gólną do (2.1). Ostatecznie, ugięcie płyty w obszarze 
działania obciążenia q (indeks I – w obszarze płyty) 
wyraża się wzorem:

42

1
22

2
4

4

0

4

,4,3

2

,2

2

,1

)1()2(16
)(

64

lnlnw

+
∞

=

∑
++

−−+

++++=

n

n

n

IIIII

nn

a

D

R
aq

D

R

CCCC

ρρ

ρρρρ

 (2.3)
Stałe C1÷C4 wyznacza się z warunków w środku 
i na brzegach płyty. Do obliczeń porównawczych wy-

korzystano model płyty dennej na dwuparametrowym 
podłożu Winklera.

4. Parcie wywołane spadkiem zewnętrznej 
temperatury atmosferycznej

W przypadku, gdy zewnętrzna temperatura otoczenia 
może się znacząco obniżyć w krótkim czasie, w pro-

jekcie należy uwzględnić parcie wywołane termicz-

nym skróceniem powłoki zewnętrznej silosu w stosun-

ku do masy składowanego ośrodka sypkiego, dość 
mało podatnego na zmiany temperatury. W silosach 
o kolistym kształcie rzutu należy przyjąć dodatkowe 

parcie normalne ρhT, działające na pionową ścianę si-
losu, powstające przy ochłodzeniu zbiornika w odnie-

sieniu do temperatury składowanego ośrodka. Do-

datkowe parcie na dowolnym poziomie w silosie na-

leży określać jako: ρhT, wg PN-EN 1991–4:2008 [1], p. 
5.6.2. Oszacowania efektywnego modułu sprężystości 
ośrodka !sU przy odciążeniu na poziomie z należy doko-

nać z uwzględnieniem parcia pionowego pvf w ośrod-

ku sypkim na tym poziomie, po napełnieniu. Efektywny 
moduł sprężystości przy odciążeniu !sU można określać 
według metody opisanej w załączniku C.10 do normy 
PN-EN 1991–4:2008 [1]. Efektywny moduł sprężysto-

ści przy odciążaniu został tu oszacowany na podstawie 
gęstości ośrodka, współczynnik temperatury przyję-

to równy C
T
 = 3. Efektywny moduł sprężystości ośrod-

ka można obliczać wg C.10.2 jako iloczyn współczyn-

nika kalibracyjnego i parcia pionowego w ośrodku syp-

kim u podstawy odcinka ściany (por. wzór (5.3) wg [1]). 
Norma PN-EN 1991–4:2008 [1], określając parcie po-

ziome ρhT, wywołane spadkiem zewnętrznej tempera-

tury atmosferycznej, pomija jednak parcie pionowe ρvT,, 
spowodowane tą samą przyczyną. Nawet intuicyjnie 
wydaje się oczywiste, że skurcz cylindrycznych ścian 
zbiornika względem składowanego ośrodka sypkie-

go musi wywołać obustronne wypychanie tego ośrod-

ka na zewnątrz cylindra. Jednak stosunek parcia po-

ziomego ρhT, do parcia pionowego ρvT, w tym przypad-

ku będzie odwrotny niż w przypadku parcia poziome-

go ρhf. Tu oddziaływaniem zewnętrznym jest temperatu-

ra otoczenia i parcie to (ρhT,) ma kierunek poziomy, a za-

tem parciem bocznym staje się tu parcie pionowe, które 
w przybliżeniu można obliczyć ze wzoru:

ThTv
pKp =  (3.1)

gdzie K – to iloraz parcia bocznego określony według 
p. 4.3.5 normy PN-EN 1991–4:2008 [1].

5. Zginanie obrotowo-symetryczne powłoki 
walcowej

Do analizy współpracy z podłożem sprężystym kon-

strukcji silosu obciążonego obrotowo-symetrycznie 
parciem typu Janssena według p. 5.2.1. normy PN-
EN 1991–4:2008 [1] zastosowano teorię zaburzeń 
brzegowych i schemat statycznie niewyznaczalny ko-

rzystając się ze sformułowania metody sił. Wpływ 
sztywności płyty i powłoki uwzględniono poprzez na-

rzucenie warunków zgodności: przemieszczenia ra-

dialnego i kąta obrotu wzdłuż krawędzi zespolenia 
płyty i ścianki silosu. W zagadnieniu zginania powło-

ki walcowej wykorzystano równanie określające cał-
kę szczególną równania przemieszczeniowego po-

włoki w przypadku parcia typu Janssena według mo-

nografii [7]. Przeanalizowano zachowanie się po-

włoki w stanie bezmomentowym poddanej działa-

niu tego typu parcia, wyznaczając przemieszczenia 
i obroty krawędziowe. Ugięcia płyty kołowej oraz zgi-
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nanie powłoki walcowej są opisane w ramach teo-

rii cienkich dźwigarów powierzchniowych równania-

mi różniczkowymi czwartego rzędu. W celu rozwią-

zania takiego zadania należy sformułować 4 warunki 
brzegowe. W przypadku płyty kołowej spoczywają-

cej na podłożu sprężystym, 2. spośród 4 stałych cał-
kowania eliminuje się z powodu niezgodności fizycz-

nych w środku płyty. Na tej podstawie sformułowano 
i rozwiązano układ równań kanonicznych metody sił, 
wyznaczając niewiadome i obliczając siły wewnętrz-

ne z superpozycji.

6. Przykład obliczeniowy

Obliczenia i wykresy wykonano uwzględniając N 
= 100 pierwszych wyrazów funkcji interakcji pły-

ty z podłożem. Założenie to gwarantuje dużą do-

kładność wyników. Założono, że silos jest konstruk-

cją monolityczną wykonaną z betonu. Do obliczeń 
przyjęto następujące dane: moduł sprężystości be-

tonu: E
c
 = 31 000 MPa, współczynnik Poissona be-

tonu: ν
c
 = 0,2, moduł sprężystości gruntu – półprze-

strzeni sprężystej: E0 = 280 MPa, współczynnik Po-

issona gruntu – półprzestrzeni sprężystej: ν0 = 0,3, 
współczynnik podatności pionowej podłoża Winkle-

ra K
z
 = 25 000 kN/m3, współczynnik podatności po-

ziomej Kt = 5 000 kN/m3. Grubość ścianki cylindrycz-

nej: h = 20 cm, grubość płyty kołowej dna: hd = 
80 cm, ciężar właściwy betonu γ

c
 = 24 kN/m3, współ-

czynnik rozszerzalności liniowej α
T
 = αw = 1·10–5 

1/K. Przyjęto ΔT= 30 K, C
T
 = 3. Powłoka: promień 

R = 7,0 m, wysokość H = 40 m. Obciążenie; par-
cie zboża: ciężar właściwy γ

z
 = 8 kN/m3, współczyn-

nik parcia bocznego K = 0,59, współczynnik tarcia 
zboża o pionową ścianę silosu µ = 0,24. Sporządzo-

no wykresy wielkości statycznych i geometrycznych. 
Wyznaczono także funkcje odporu gruntu. Otrzyma-

ne wyniki porównano z rozwiązaniem zadania silo-

su walcowego spoczywającego na dwuparametro-

wym podłożu Winklera (rysunki 1÷5). Wyniki uzy-

skane dla powłoki ukazano w układzie współrzęd-

nych o początku w górnej krawędzi cylindra.

Rys. 1. 
Rozkłady oddziaływań 

w powłoce silosu

Rys. 2. 
Rozkłady siły obwodo-

wej w ściance silosu 
od parcia poziomego 
phf dla modelu pod-

łoża w postaci pół-
przestrzeni sprężystej 
i dwuparametrowego 

modelu Winklera

Rys. 3. 
Rozkład momen-

tu południkowego 
w ściance silosu 

od parcia poziomego 
phf dla modelu podłoża 
w postaci półprzestrze-

ni sprężystej i dwupa-

rametrowego modelu 
Winklera
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7. Analiza wyników i wnioski

Wyniki ugięć płyty uzyskane w ramach obu modeli pod-

łoża różnią się w sposób istotny. Przy zastosowaniu mo-

delu półprzestrzeni sprężystej momenty w otoczeniu 
środka płyty są znacznie mniejsze (rys. 4). Płyta posado-

wiona na półprzestrzeni sprężystej jest zginana od ob-

ciążenia ciągłego i sił krawędziowych, które wzajemnie 
się znoszą i płyta osiada prawie równomiernie, podczas 
gdy ta sama konstrukcja na podłożu Winklera jest zgi-
nana tylko od sił krawędziowych, co przejawia się więk-

szymi bezwzględnymi wartościami momentów na styku 
z powłoką cylindryczną. W przypadku modelu półprze-

strzeni sprężystej, można zaobserwować miejscowy nie-

ograniczony wzrost reakcji podłoża wokół obwodu pły-

ty, w przeciwieństwie do modelu Winklera. Brak zbieżno-

ści funkcji odporu gruntu na obwodzie płyty jest uzasad-

niony w ramach teorii sprężystości (rys. 5). W rzeczywi-
stości wystąpi lokalne uplastycznienie podłoża (por. [5], 
[6]). Większe wartości maksymalnego przemieszcze-

nia radialnego powłoki są generowane w powłoce silosu 
spoczywającego na podłożu Winklera. Odcięta najwięk-

szego ugięcia powłoki silosu na podłożu Winklera jest 
o 1/3 większa niż powłoki silosu na półprzestrzeni sprę-

żystej. To samo zjawisko obserwuje się w odniesieniu 
do siły obwodowej (rys. 2). Różnice w momentach za-

mocowania powłoki (rys. 3) wynikają z odmiennego za-

chowania się płyty dennej, jak opisano powyżej. Jak wy-

nika z analizy zbiorników na ciecze w zakresie spręży-

sto-plastycznym (por. [5], [6]), rzeczywiste zachowanie 
się płyty i powłoki najczęściej zawiera się pomiędzy re-

zultatami otrzymywanymi dla obu rozpatrywanych mo-

deli podłoża sprężystego.

Wykonane obliczenia i ich analiza wykazują, że w pro-

jektowaniu silosów cylindrycznych należy uwzględnić 
parcie wywołane spadkiem zewnętrznej temperatury 
atmosferycznej, jako dość istotne (rys. 1). W rozpatry-

wanym przykładzie parcie poziome wywołane spad-

kiem zewnętrznej temperatury atmosferycznej zwięk-

sza wartość parcia poziomego opisanego w p. 5.2 
normy [1] o 1/3, a wartość parcia pionowego o 11,5%, 
co proporcjonalnie zwiększa wytężenie konstrukcji.
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Rys. 5. 
Rozkład odporu gruntu 
pod silosem dla mode-

lu podłoża w postaci 
półprzestrzeni spręży-

stej i dwuparametrowe-

go modelu Winklera

Rys. 4. 
Rozkład momentu 

radialnego w płycie 
silosu dla podłoża jako 
półprzestrzeni spręży-

stej i dwuparametrowe-

go modelu Winklera


