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1. Wprowadzenie

Norma Eurocode 2 pozwala na prace konstrukciji
na poziomie obcigzen, przy ktérych wystepujg upla-
stycznienia najbardziej wytezonych przekrojow. W gra-
nicznych stanach nosnosci analizuje sig taki stan kon-
strukcji, w ktérym nie moze ona przenie$¢ kolejnych
przyrostdw obcigzen. Jest to stan poczagtkujgcy me-
chanizm uktadu. Przyjmowanie do analizy tylko ma-
tych przemieszczenh pozwala przyjac¢ tzw. zasade ze-
sztywnienia uktadu. Przyjmuje sie do analizy takze
jako zwigzki fizyczne prawo plastycznego ptyniecia
zamiast tradycyjnego prawa Hooke’a. Dalszg szcze-
gotowg analize przeksztatcania konstrukcji w mecha-
nizm opisano w [1].

Analiza stanu granicznego w EC2 opiera sie na ana-
lizie powierzchni granicznej oraz wykorzystuje stowa-
rzyszone prawo ptyniecia. Autorzy normy okreslajg
kryteria uplastycznienia przekroju na podstawie roz-
proszenia energii w przekrojach zarysowanych. Jako
wielkos¢ podstawowg wprowadzajg pojecie momen-
tu granicznego.

Analiza przedstawiona w Eurokodzie wykorzystuje za-
tem model betonu jako materiatu wyidealizowanego
opisywanego jako ciggte kontinuum. Przedstawiona
przez Autoréw metoda rozwija kierunek analizy, w kto-
rym zmierza sie do dyskretyzacji wszystkich efektéw
zwigzanych ze zmniejszaniem sztywno$ci, a nastep-
nie ze zniszczeniem przekroju. Najistotniejszym ele-
mentem tej metody jest do$wiadczalne wyznaczenie
wspotczynnikdw opisujacych sprezyste i plastyczne
odksztatcenia przekroju przy roznych poziomach jego
wytezenia, stopnia zbrojenia, dla roznych klas betonu
i innych zmiennych parametréw.

2. Model do obliczania niezarysowanych
i zarysowanych zelbetowych konstrukciji
pretowych

Model jest oparty na rownaniu rézniczkowym ugietej
osi belki, wykonanej z materiatu sprezystego [3], kto-
re ma postac:

d2
dx’

EJ d2v(2x)j| - p(¥)
dx

(1)
gdzie:
EJ — sztywnos¢ belki,
X — wspotrzedna belki,
v(x) — ugiecie prostopadte do osi belki,
p(x) — obcigzenie zewnetrzne.
Po zarysowaniu sztywnos¢ belki zelbetowej EJ ulega
zmianie w miare wzrostu obcigzenia. Przy takim zafo-
zeniu mozna przyjac, ze sztywno$c belki przed zary-
sowaniem jest w przyblizeniu stata, natomiast po za-
rysowaniu zmniejsza sie.
W celu obliczenia wartosci ugiecia belki zarysowane;j
najczesciej normy przyjmujg usredniong sztywnosc¢
przekroju zarysowanego zalezng od poziomu obcig-
zenia (2).
4
EJIIsr d V(4x) = p(x)
dx (2)

Wiekszos¢ znanych teorii rdznicuje w sposob dys-
kretny lub kontynualny zmiane sztywnoséci na dfugo-
sci belki, lecz nie uwzglednia bezposrednio w oblicze-
niach numerycznych efektéw wynikajgcych z powsta-
nia przegubu plastycznego.
Jedng z propozycji pozwalajgcg na uwzglednienie
efektow charakterystycznych dla konstrukcji betono-
wych takich jak np. zarysowanie, naruszenie wspot-
pracy betonu i stali czy uplastycznienie materiafu jest
sposob zaproponowany przez Borcza [1, 2]. Zaktada
on, ze lewa strona réwnania rézniczkowego (1) opisu-
je materiat idealnie sprezysty, natomiast prawa stro-
na to suma obcigzenia oraz cztonu opisujacego wta-
Sciwosci materiatu takie jak zarysowanie, efekty reolo-
giczne oraz wynikajgce z nich wtérne zmiany sztywno-
Sci (3). Dzieki takiemu zapisowi catka ogdélna réwna-
nia rozniczkowego (3) pozostaje niezalezna od zmian
sztywnosci wynikajacych z charakteru obcigzenia.
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gdzie:

r=Ap=A +A

i (p gpres ¢E (4)
Parametr r mozna interpretowac jako dyskretny skok
kata obrotu dv/dx w miejscu o wspotrzednej x; opisa-
nym przez delte Diraca, natomiast sktadowe to odpo-
wiednio czgsc trwata Ag,  oraz czes¢ sprezysta Ag,.
Po czterokrotnym scatkowaniu rownania (3) otrzymu-
je sie ugiecie:

1

v<x>=%%[mz@-xm@-xm

+1Ax3 +le2 +Cx+D}

6 2 (5)
Rownanie (5) przyjmuje posta¢ sumy ugie¢ z rozwig-
zania belki idealnie sprezystej i ugie¢ od imperfekcji
(trwate i sprezyste otwarcie rys), w ktorym state A, B,
C i D otrzymano z warunkow brzegowych.

V() = ()0, () G = il - )
S

(6)

3. Wybrane wyniki literaturowe z badan helek
zelbetowych z przegubem plastycznym

Badania przeprowadzono na elementach belkowych
0 geometrii przedstawionej na rysunku 1. Elementy
w serii réznity sie stopniem zbrojenia p.

Belki zelbetowe swobodnie podparte obcigzano sitg
skupiong w srodku rozpietosci. Wartos¢ sity obcigza-
jacej P > 0,8P . Czujniki mierzgce odksztafcenia znaj-
dowaly sie zarébwno na zbrojeniu, jak i na betonie,

ze szczegolnym uwzglednieniem strefy powstawania
przegubu plastycznego w srodkowej czeéci badane-
go elementu.

4. Wyniki analizy numerycznej bhelek
zelhetowych z przegubem plastycznym

Przeprowadzono analize numeryczng zarysowanych
belek zelbetowych opartg na zatozeniach modelu
Borcza, w ktorym réwnanie rézniczkowe osi ugiecia
belki ma posta¢ wzoru (3).

Ugiecie obliczono jako sume przemieszczenia belki
idealnie sprezystej (8) oraz przemieszczen dodatko-
wych spowodowanych wystgpieniem rys (9).

Dla belki swobodnie podpartej obcigzonej sitg skupio-
ng ugiecie ma postac:

V=V +V, )

gdzie:
PP’

" T 4SE
J

v, — ugiecie belki z materiatu idealnie sprezystego
P — sita skupiona

v, = 1;2 (rol' + rliv’xx) o

v, — dodatkowe ugigcie spowodowane rysami w belce.
Obliczono ugiecia belek zelbetowych B1+B4 o geome-
trii jak na rysunku 1 i danych materiatowych zaczerpnig-
tych z wtasnych badan doswiadczalnych — tabela 2.
Wartos¢ ugiecia uzalezniono od dtugosci strefy wystepo-
wania zarysowania /, oraz od sredniego rozstawu rys s, .
Posta¢ ugie¢ otrzymanych w oparciu o doswiadczal-
ne dane materialowe zostafa uzyskana z obliczeh wy-
konanych na podstawie przyjetego modelu opisane-
go w pkt. 2 i przedstawiona na rysunkach 2 i 3. Uzy-

(7)
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Rys. 1. Geometria elementéw B1--B4
Tabela 1. Geometria belek B1-+B4
Dane geometryczne belek testowych
Oznaczenie belki y J b Zbrojenie A, P l, I
[mm] [mm] [mm] [mm?] [%] [mm] [mm]
B1 250 219 200 4210 mm 314 0,71 1900 2000
B2 250 214 200 2220 mm 628 1,47 1900 2000
B3 250 217 200 2214 mm 308 0,71 1900 2000
B4 250 217 200 414 mm 616 1,42 1900 2000
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Tabela 2. Doswiadczalne dane materiafowe belek testowych

Dane materiatowe belek testowych
Oznaczenie belki f., [MPa] f.. [MPa] E, [MPa] f, [MPa] E, [MPa] Beton Stal
B1 63,40 477 43810 580 214000 C50/60 AllIN
B2 66,07 4,90 43810 591 198000 €50/60 AllIN
B3 59,51 4,57 43810 552 207000 C50/60 AllIN
B4 70,26 511 34970 552 207000 £50/60 AllIN
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Rys. 3. Postac ugiecia belek B2 i B4 — p =1,4%

skane wyniki pokazujg, ze postac ugigcia jest podob-
na dla belek o tej samej geometrii niezaleznie od stop-
nia zbrojenia.

Przy modelowaniu istotnym elementem jest okresle-
nie wrazliwosci stosowanych parametrow. W przypad-
ku niniejszego modelu sa to szerokos¢ strefy ksztatto-
wania sie przegubu plastycznego, $redni rozstaw rys
w tej strefie oraz stopien zbrojenia przekroju. Na wy-
kresach widac, ze istotnym parametrem wptywajgcym
na warto$¢ ugiec jest tylko stopien zbrojenia prze-
kroju p. W przypadku stopnia zbrojenia w przedzia-
le p = <0,7% - 1,4%> ugiecia sg na podobnym po-
ziomie okoto 6-7 mm. Przyjecie strefy ksztaftowa-
nia sie przegubu plastycznego zgodnie z Euroco-

dem 2 (|, = 1,2 h = 0,3 m) oraz jako wartos¢ doswiad-
czalng (I, = 0,42 m) zmienia koncowy wynik ugigcia
o0 okofo 0,01%. Jeszcze mniejszy wplyw na ugigcia
ma przyjecie sredniego rozstawu rys s_. Przy przyje-
ciu tych wartosci w przedziale s, = <0,08 - 0,11 m>
procentowa zmiana ugiecia jest mniejsza niz 0,006%.
Rosnacy lub malejgcy charakter tych wykreséw nie
ma praktycznie zadnego znaczenia przy obliczaniu
ugie¢ konstrukcji.

Nalezy jednak zwréci¢ uwage na pewng role przyjmo-
wanego rodzaju i Srednicy pretdw dla tego samego
stopnia zbrojenia. Przy tej samej geometrii i tym samym
poziomie obcigzeh P=75 kN dla B1 i B3 oraz P=145 kN
dla B2 i B4 wartosci ugie¢ roznig sie od 0,4 do 6,2%.
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Rys. 4. Srednie ugiecia belek B1 i B3 — obliczone i doswiadczalne
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Rys. 5. Srednie ugiecia belek B2 i B4 — obliczone i doswiadczalne

Poréwnanie ugie¢ obliczonych zgodnie z Euroco-
dem 2, srednich uzyskanych w oparciu o metode Bor-
cza oraz uzyskane doswiadczalnie przedstawiono dla
belek B1-+B4 na rysunkach 4 i 5.

Réznice uzyskanych wynikow ugie¢ dla Eurocodu 2
i metody Borcza mieszczg sie w granicach 1,4+5,3%.
W poréwnaniu do ugie¢ doswiadczalnych (dla poziomu
obcigzen jak przyjetego do obliczen w oparciu o mo-
del sprezysty materiatu uwzgledniajgcy po lewej stro-
nie rownania linii ugiecia belki zarysowanie czy zmia-
ne sztywnosci) roznica wynosi 10,1+22,6%, natomiast
w stosunku do wynikéw normowych — 11,4+26,7%.

5. Podsumowanie

Eurocode 2 pozwala uwzglednia¢ wptyw przegubu pla-
stycznego na wartosci ugie¢ konstrukcji zelbetowych.
Wpltyw ten mozna réwniez uwzgledni¢ innymi metoda-
mi analitycznymi, migedzy innymi przedstawiong w niniej-
szym referacie metodg Borcza. Wyniki otrzymane meto-
dami przedstawionymi w Eurocode 2 sg jednak nizsze
od otrzymywanych doswiadczalnie, nawet 0 26,7%.

Roéwniez stosunkowo duzy btad do 22,6% uzyskuje
sie rowniez przy obliczeniach metodg Borcza, jednak

w przypadku tej metody wynik zalezy od przyjetych za-
tozeh. Metoda ta pozwala bowiem uwzglednia¢ wyni-
ki badan doswiadczalnych w parametrach Ag, i Ap,.
Po otrzymaniu wynikbw na podstawie metody Bor-
cza i poréwnaniu z ugieciami konstrukcji obliczonymi
zgodnie z Eurokodem uzyskano zgodno$¢ wynikow
z btedem okofo 5%.
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