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1. Wprowadzenie

Praca ma charakter teoretyczny, jednak rozwa ania 

teoretycznie dotycz ce dziedzin naukowych zwi zanych 

z budownictwem, pozwalaj  in ynierom budowlanym 

przewidzie  ró ne warianty powstawania uszkodze  

w konstrukcji i bra  pod uwag  wszystkie mo liwe dzia-

ania zapobiegawcze. St d pomys  autorów przedsta-

wienia modelu matematycznego opisuj cego zjawiska 

degradacji w obiektach budowlanych. Zatem dok ad-

no  oceny ilo ciowej takiego zjawiska zale y przede 

wszystkim od dok adno ci oceny wspó czynnika dyfuzji 

pary wodnej w porach materia u. W pracach naukowych 

[1, 2] istniej  inne mechanizmy przenoszenia wilgoci, 

tj. poprzez cienkie b ony sorpcyjne. W niniejszej pracy, 

która ma charakter czysto teoretyczny, przedstawiono 

od jakich parametrów zale y wspó czynnik przepusz-

czalno ci pary wodnej i okre lono analityczn  posta  tej 

zale no ci dla ró nych klas materia ów kapilarno-poro-

watych.

1.1. Równania dyfuzji pary wodnej

W pracy badany jest transport wilgoci wywo any wp y-

wem gradientu cz stkowego ci nienia pary wodnej. 

Jako poszukiwan  wielko  w równaniu transportu 

przyjmuje si  cz stkowe ci nienie pary wodnej. Proces 

niestacjonarnego izotermicznego transportu pary wod-

nej w materiale kapilarno-porowatym opisuje si  rów-

naniem prawa zachowania masy [1, 2, 3, 4, 6, 7]:

 (1)

w którym: 
0
 – g sto  materia u w stanie suchym,  

– w a ciwa pojemno  parowa materia u, e – ci nienie 

cz stkowe pary wodnej, J – wektor g sto ci strumie-

nia wilgoci.

W a ciwa pojemno  parowa materia u  odczytywa-

na jest po izotermie sorpcji materia u (rys. 1), na któ-

rym  oznacza wzgl dn  wilgotno  powietrza, któr  

oblicza si  na podstawie:

 (2)

natomiast wagow  wilgotno  materia u oblicza si  

ze wzoru:

 (3)

W a ciw  pojemno  parow  materia u oblicza si  

ze wzoru:

 (4)

Nast pnie zamiast wilgotno ci wagowej b dziemy 

korzysta  z obj to ciowej wilgotno ci 
V
 , tj.:

 (5)

2. Równowa ny stan wilgoci

2.1. Rozmieszczenie obj to ci porów wed ug pro-

mieni oraz rozmieszczenie wilgoci

Opisuj c stan równowagi i proces transportu wilgoci 

wykorzystano model struktury kapilarnej, zapropo-

Opis mechanizmów zawilgocenia 

sorpcyjnego materia ów

kapilarno-porowatych
Dr in . Abdrahman Alsabry, Uniwersytet Zielonogórski, 

mgr in . Aleksandar Afonin, Pa stwowy Uniwersytet Techniczny w Brze ciu, 

dr hab. in . Vadim Nikitin, Politechnika Bia ostocka

Rys. 1. Izotermy sorpcji: 1 – beton, 
0
=2160 [kg/m3], 2 – 

zaczyn cementowy, 
0
=1800 [kg/m3]
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nowany w [5]. Model ten zak ada, e kapilary maj  

kszta t walców o kolistym przekroju poprzecznym, 

które s  skierowane w ró nych kierunkach oraz s  

wzajemnie po czone. Ilo ciowo struktura materia u 

opisana jest ró niczkow  funkcj  rozk adu obj to ci 

porów wed ug promieni f
V
(r), gdzie r okre la promie  

kapilary [5, 6, 7]. Przy czym wielko  f
V
(r)dr jest równa 

stosunkowi obj to ci kapilar o promieniach od r 

do r+dr do obj to ci materia u. W ten sposób:

 (6)

gdzie: P – integralna porowato  materia u.

Obj to ciow  wilgotno  materia u mo na przedsta-

wi  w postaci sumy:

 (7)

w której: 
Vf
 , 

Vc
 – obj to ciowa zawarto , odpo-

wiednio: b ony i kondensatu, przy czym:

 
oraz

   (8)

gdzie: h – grubo  b ony, r
c
 – promie  krytyczny, 

(patrz poni ej).

Je li za o y si , e grubo  b ony sorpcyjnej h nie 

zale y od promienia kapilary oraz pominie si  wiel-

ko  
Vc

, to wówczas mo na zapisa  nast puj ce 

równanie:

 (9)

gdzie: r
a
 – redni promie  porów w materiale, S

V
 – 

w a ciwa powierzchnia porów w materiale. redni 

promie  wyliczany jest wed ug wzoru:

 (10)

podczas gdy powierzchnia w a ciwa jest równa wyra-

eniu:

 (11)

Analizuj c wyniki porozymetrii rt ciowej, wymiary 

powierzchni w a ciwej kamienia cementowego [8, 

9, 10] i kieruj c si  wzorem (10), autorzy stwierdzili, 

e dla analizowanego betonu i roztworu cementowe-

go – przy pomini ciu porowato ci materia u wype nia-

j cego – redni promie  porów zaczynu cementowe-

go wynosi r
a
=9 nm.

2.2. Stan równowagi pary wodnej w powietrzu

Je li domy lnie wytnie si  odpowiednio ma y kawa ek 

materia u zawieraj cy dostatecznie du o kapilar, wów-

czas mo na uzna , e stan wilgoci jest w tym kawa ku 

w stanie równowagi. Wówczas ci nienie pary wodnej 

b dzie jednakowe we wszystkich kapilarach dane-

go kawa ka. W przeciwnym razie taka równowaga 

doprowadzi aby do bardzo szybkiego przyrostu mocy 

w ma ych odcinkach i prowadzi aby do powstawania 

du ych gradientów ci nienia cz stkowego.

2.3. Równowaga i stateczno  b on

Wed ug Dieriagina [1], wiele mechanicznych w a ci-

wo ci cienkich b on p ynu mo na opisywa  terminem 

ci nienia rozklinowuj cego, równego ró nicy ci nie-

nia gazu nad b on  i ci nienia obj to ci cieczy, znaj-

duj cej si  w równowadze z gazem przy tym samym 

cz stkowym ci nieniu pary. Ci nienie rozklinowuj ce 

zmienia si  wraz z grubo ci  b ony i dla obj to ci 

p ynu przyjmuje si  warto  równ  zeru. Równowag  

zwil onej b ony w cylindrycznej kapilarze o kolistym 

przekroju, wed ug Dieriagina [1], opisuje si  wzorem:

 (12)

gdzie:  – wspó czynnik napi cia powierzchniowego 

na granicy obj to ci cieczy–gaz, h – grubo  b ony, 

(h) – izoterma rozklinowuj cego ci nienia p askiej 

b ony, R – uniwersalna sta a gazowa,  – temperatura, 

 – masa molowa gazu,  – ci nienie pary nasyconej 

nad powierzchni  p ask , (h) – doprowadzona izo-

terma rozklinowuj cego ci nienia. Warunek statecz-

no ci b ony [5] zapisuje jako:

 (13)

Je eli warunek (13) nie b dzie spe niony, oznacza 

to wówczas, e b ona si  zwiera, a kapilary zape nia-

j  si  kondensatem. Z równania (13) bardzo atwo 

znale  maksymalny promie  kapilary r
s
, przy którym 

b ona traci wytrzyma o :

 (14)

Rys. 2. Izotermy ci nienia rozklinowuj cego: 1 – beton,
r
a
 = 9 nm, P = 0,09, 2 – zaczyn cementowy, r

a
 = 9 nm, P = 0,2
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O ile dla wody 
M
/ RT=–5,4*10–10 przy T=293 K, 

to dla kapilar w przypadku wi kszo ci materia ów, 

pierwszy cz on w równaniu (12) mo na pomin  

i przyj  izoterm  ci nienia rozklinowuj cego p askiej 

b ony równ :

 (15)

Izoterma ci nienia rozklinowuj cego (h) na rysunku 

2 zosta a zbudowana opieraj c si  na danych o red-

nim promieniu porów r
s
, porowato ci  i izotermie 

sorpcji materia u 
V
(e) na podstawie wzorów (9) i (15). 

Izoterma ci nienia rozklinowuj cego w przeciwie -

stwie do izotermy sorpcji nie charakteryzuje materia u 

lecz substancj , z którego sk ada si  jego szkielet. 

Zatem mo liwe jest, e izotermy rozklinowuj cego 

ci nienia betonu i zaczynu cementowego, sk adaj -

cych si  z substancji o podobnym sk adzie chemicz-

nym, b d  nachodzi  na siebie, jak na przyk adowym 

rysunku 2.

2.4. Graniczny k t zwil ania

Znaczenie granicznego k ta zwil ania  mo e 

znacznie zmienia  si  przy zmianie grubo ci sorp-

cyjnej b ony. Jak wynika z teorii zwil ania Frumkina-

-Dieriagina, która by a opracowana dla p askich pod-

k adów [1, 8], wynosi:

 (16)

gdzie:  – wielko  pomocnicza [1] charakteryzuj ca 

zwil anie powierzchni pokrytej warstw  sorpcyjn ,  

– wielko  pomocnicza [1] charakteryzuj ca zwil anie 

powierzchni pokrytej warstw  sorpcyjn , przy cz st-

kowym ci nieniu pary wodnej równym E .

W przypadku, gdy –2 < <0, wówczas z poni szego 

wzoru mo na wyliczy  cos :

 (17)

Równania (16) i (17) mog  by  otrzymane drog  

integrowania równania adsorpcji Gibbsa i porównania 

go ze znanym równaniem Younga dla granicznego 

k ta zwil ania. Wykresy wielko ci  w zale no ci 

od wzgl dnej wilgotno ci powietrza przedstawiono 

na rysunku 3. Jak wida  na rysunku 3 i ze wzoru (17), 

wielko  , a z niej i cos , mog  zmienia  si  w bar-

dzo szerokim zakresie. Wraz ze wzrostem wzgl dnej 

wilgotno ci powietrza, spada zwil alno  materia-

u, podczas gdy graniczny k t zwil ania  ro nie. 

T umaczy si  to zmniejszaniem powierzchniowego 

nat enia twardej powierzchni pokrytej b on , wraz 

z powi kszeniem grubo ci adsorpcyjnej warstwy.

2.5. Równowaga kondensatu

Kondensat znajduj cy si  w równowadze z nienasy-

con  par  wodn  w materiale hydrofilowym, utwo-

rzy menisk z promieniem efektywnym r
m
, i zgodnie 

ze znanymi wzorami Laplasa i Kelvina, b dzie mia  

ci nienie p:

 (18)

gdzie: p
a
 – ci nienie atmosferyczne.

Poniewa  ci nienie p ynu p zmniejsza si  wraz 

ze zmniejszaniem promienia kapilary, wówczas w sta-

nie równowagi kondensat b dzie wype nia  wszystkie 

kapilary o promieniach od 0 do pewnego krytycznego 

promienia r [5]. Promie  kapilar r
w
, utrzymuj cych 

meniski, przy wype nieniu warunków stateczno ci 

(13), okre la si  wed ug wzoru:

 (19)

Je eli b ona traci stateczno  przy wi kszym promie-

niu kapilar, wówczas meniski – zgodnie z przyj tym 

modelem – utworz  si  nie w kapilarach, a w miej-

scach ich po czenia. Uogólniaj c, krytyczny promie  

nale y przyj  jako równy:

 (20)

Na rysunku 4 pokazano wykresy grubo ci warstwy 

sorpcyjnej h (9), maksymalnego promienia kapilary, 

w którym b ona traci odporno  r
s
 (14), efektywnego 

promienia menisku r
m
 (18) i promienia kapilar, utrzy-

muj cych meniski r
w
 (19), w zale no ci od wzgl dnej 

wilgotno ci powietrza. Poniewa  znaczenie cosinusa 

granicznego k ta zwil ania nie wp ywa na ostatecz-

ny wzór, dla wspó czynnika przepuszczalno ci pary 

wodnej – przy obliczeniu r
w
 – we wzorach (16) i (19) 

przyj to =– . Jak wida  na rysunku 4, wielko ci 

h, r
w
 i r

s
, wyliczone zosta y wed ug zupe nie ró nych 

wzorów.

Rys. 3. Zale no  wielko ci , okre la cosinus granicz-
nego k ta zwil ania od wilgotno ci wzgl dnej powietrza : 
1 – beton, 2 – zaczyn cementowy
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3. Transport wilgoci

3.1. Wspó czynnik kr to ci

Wspó czynnik kr to ci  jest geometryczn  charakte-

rystyk  materia u. Charakteryzuje on stosunek d ugo-

ci drogi, mo liwej do przej cia elementem zwartego 

rodowiska, do d ugo ci odcinka materia u. Mo e by  

on wyliczony w zale no ci od porowato ci, wed ug 

wzoru [5, 11]:

 (21)

Zgodnie z równaniem (21), wspó czynnik  zmienia 

si  od warto ci 3 przy P=0 do 1 przy P=1.

3.2. Dyfuzja pary wodnej

Przy obecno ci gradientu cz stkowego ci nienia pary 

w materiale powstaje strumie  pary J
v
, który jest pro-

porcjonalny do gradientu:

 (22)

W przypadku, gdy redni promie  kapilary wyra -

nie przekracza redni  d ugo  wolnego przebiegu 

moleku y pary wodnej w powietrzu l, dla obliczenia 

wspó czynnika dyfuzji pary w materiale 
v
 korzysta si  

z poni szego wzoru:

 (23)

w którym: 
g
 – wspó czynnik dyfuzji pary w powietrzu 

(dla wody przy T=293 K, 
g
=1,9 10–10)

W poprzednich pracach autorów [5, 11], przytoczony 

jest wzór dla wspó czynnika przepuszczalno ci pary 

wodnej, zbie ny z (23), z wyj tkiem tego, e w niniej-

szej pracy zamiast porowato ci  wykorzystuje si  

wielko  P–
V
, uwzgl dniaj c tym samym zmniejsza-

nie zajmowanej przez gaz przestrzeni porów wskutek 

obecno ci pary wodnej. Taki wzór mo e by  wyko-

rzystany dla materia ów, dla których redni promie  r
a
 

jest znacznie wi kszy od 10–7 . Wzór dla wspó czyn-

nika przepuszczalno ci pary wodnej, analogiczny 

do (23), jest powszechnie znany (patrz na przyk ad 

[10]). Zostanie on w niniejszej pracy przytoczony, ale 

wykorzystany w bardzo sprecyzowany sposób.

Je li oznaczymy g sto  strumienia pary wodnej 

w powietrzu przez J
g
, wówczas:

 (24)

Je li kapilary materia u s  proste i skierowane wzd u  

wektora g sto ci strumienia wilgoci J
g
, wówczas ilo  

pary wodnej, przechodz cej w jednostce czasu przez 

kapilary o ogólnej powierzchni przekroju poprzeczne-

go S, jest równa Q= |J
g
|S. Je eli powierzchni  prze-

kroju materia u – odpowiadaj c  wskazanej grupie 

kapilar – oznaczymy jako S
0
, to g sto  strumienia 

pary wodnej przechodz cej przez materia  przy pro-

stych kapilarach b dzie si  równa :

Stosunek S/S
0
 w danym przypadku charakteryzuje 

wzgl dn  powierzchni  przekroju pory wolnej od cie-

czy, przez któr  przechodzi para i równa si  ona P–
V
. 

Ta wielko  jest licznikiem rozpatrywanego wzoru 

na 
v
 (26). Je eli za o ymy, e kapilary nie s  proste 

a ich d ugo  jest wi ksza od d ugo ci odcinka mate-

ria u (P–
V
) (gdzie P-

V
 charakteryzuje wzgl dn  obj -

to  zajmowanej przez par  przestrze  pory), wówczas 

wektor gradientu cz stkowego ci nienia pary nale y 

rozdzieli  na (P–
V
). W rezultacie tego otrzymamy 

wzór na g sto  strumienia pary transportowanej przez 

materia :

 (25)

Je eli redni promie  kapilary r
a
 jest znacznie mniej-

szy od redniej d ugo ci wolnego przebiegu moleku y 

(dla wody przy T=293 K, l~10–7m), to dyfuzja pary 

podlega prawu wolnomolekularnego przep ywu (prze-

p yw Knudsena):

a) b)

Rys. 4. Zale no ci wielko ci h, r
s
 , r

w
, r

m
 od wzgl dnej wilgotno ci powietrza: a) dla betonu, b) dla zaczynu cementowego
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 (26)

oddzielne przypadki s  rozpatrzone w pracy [12].

3.3. Lepko  wody w w skich kapilarach i b onach

W oparciu o dane Dieriagina i Czurajewa [1, 12] 

dla b on na powierzchni kwarcu o grubo ci 3–4 nm 

i kwarcowych kapilar o promieniu od 30 nm do 1000 

nm, autorzy niniejszego artyku u wyprowadzili empi-

ryczn  zale no  kinematycznej lepko ci wody  

od grubo ci b ony h lub promienia kapilara r=h

 (27)

gdzie: 
0
 – lepko  obj to ciowa wody.

Lepko  wody w b onie o grubo ci 1 nm, obliczona 

wed ug wzoru (27), jest 9 razy wi ksza od lepko ci 

obj to ciowej wody.

3.4. Przep yw b on

Gradient cz stkowego ci nienia pary wywo uje gra-

dient ci nienia rozklinowuj cego, tj.:

 (28)

które wprowadza b on  w ruch, a g sto  strumienia 

wynosi:

 (29)

Przyjmuj c, e h<<r, zgodnie ze znanym prawem 

przep ywu p askich warstw lepkiej cieczy [1], mo na 

zapisa :

 (30)

Zatem:

 (31)

3.5. Przep yw kondensatu

Przy obecno ci gradientu cz stkowego ci nienia pary 

zgodnie z (18), powstaje gradient ci nienia obj to-

ciowego cieczy:

 (32)

wprawiaj c kondensat w ruch, którego g sto

strumienia wynosi:

 (33)

Zgodnie z prawem Puazejlja, przy przep ywie lepkie-

go p ynu po kapilarze o kolistym przekroju z hydrau-

licznym promieniem r
h
, wynosi:

 (34)

przy czym g sto  strumienia jest równa:

 (35)

Zatem:

 (36)

3.6. Sumaryczny wspó czynnik przepuszczalno ci 

pary wodnej

Sumuj c warto ci g sto ci strumienia, otrzymamy 

ostateczny wzór na wspó czynnik przepuszczalno ci 

pary wodnej:

 (37)

W przypadku sk adnika 
c
, opisuj cego przep yw 

kondensatu, jego dok adne obliczenie jest obecnie 

praktycznie niemo liwe, poniewa  zastosowanie funk-

cji podzia u obj to ci porów po promieniach przy tak 

ma ych wielko ciach r, wykracza poza zasi g nowo-

czesnych mo liwo ci pomiaru poromiernikami rt cio-

wymi (porozymetria rt ciowa) 1,5–3 nm.

Rys. 5. Zale no  przepuszczalno ci pary  i 
v
 od wzgl d-

nej wilgotno ci powietrza. Kó eczkami oznaczono dane z 
do wiadczenia [9]: a) dla betonu, b) dla zaczynu cemento-
wego

a)

b)
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Tym niemniej warto podkre li , e wzór (36), otrzy-

many dla 
c
, jest podobny do wzoru (31) na warto  

wspó czynnika przepuszczalno ci pary 
f
, przy czym 

zamiast grubo ci b ony h figuruje w niej hydraulicz-

ny promie  r
h
, a zamiast obj to ciowej zawarto ci 

wilgoci b ony 
Vf
 jest obj to ciowa zawarto  wilgoci 

kondensatu 
Vc

. Bior c pod uwag , e wielko ci h i r
h
 

powinny by  dosy  zbli one do siebie (patrz rys. 4 

i wzory (20) i (34)), a suma wielko ci 
Vf
 i 

Vc
 przed-

stawia sumaryczn  obj to ciow  zawarto  wilgoci 

V
, autorzy przyj li w ostatecznym wzorze zamiast 

sumy 
f
+

c
 jeden sk adnik 

f
, zast puj c warto  

Vf
 

sumaryczn  warto ci  
V
. Dok adno  tego ostatecz-

nego wzoru zale y od tego, w jakim stopniu realna 

warto  
Vc

 jest mniejsza od 
V
 (patrz wzory (7) i (8)). 

Poniewa  obj to  porów zaczynu cementowego 

z promieniami mniejszymi ni  5 nm mo e zajmowa  

od 20 do 2% ca ej obj to ci przestrzeni pory, to zgod-

nie z do  niewybredn  ocen , 
V
 mo e przewy sza  

Vc
 od 1,5–2 do 15–20 razy. 

Wykorzystany tutaj wzór ma posta :

 (38)

gdzie wielko ci h, ,  wyja nione s  odpowiednio 

w (9), (21), (27).

Jak wida  na rysunku 5, wspó czynnik przepuszczal-

no ci pary betonu i zaczynu cementowego zmienia 

si  wraz ze zmian  wilgotno ci powietrza. Teoria 

pokazuje, e przy du ych warto ciach wilgotno ci 

warto   mo e przekracza  warto  przepuszczalno-

ci pary wodnej powietrza 
g
.

Wzór (38) mo e by  wykorzystywany dla w skopo-

rowatych materia ów r
a
>>10–7m, takich jak beton, 

poniewa  w opisie transportu w nim pary wodnej, 

wykorzystano wzór efuzji Knudsena. Niew tpliwie, 

dla szerokoporowatych materia ów w charakterze 

pierwszego cz onu w (38) nale y stosowa  wzór (23) 

na 
v
. Drugi cz on wzoru (38) opisuje przemieszczenie 

wilgoci b ony pod dzia aniem gradientu cz stkowego 

ci nienia pary. Znaczenie tego cz onu dla jednych 

materia ów mo e by  bardzo du e, jak w przytoczo-

nych w artykule przyk adach, i doprowadza  do istot-

nej zmiany wspó czynnika przepuszczalno ci pary 

materia u w zale no ci od wilgotno ci powietrza. Dla 

innych materia ów, o mniejszej grubo ci b ony sorp-

cyjnej i mniejszej powierzchni w a ciwej, wielko  

drugiego cz onu wzoru (38) mo e by  ma a w porów-

naniu z pierwszym cz onem (który praktycznie nie 

zale y od wilgotno ci). Wówczas wspó czynnik prze-

puszczalno ci pary materia u praktycznie nie zale-

y od wilgotno ci powietrza. Potwierdzaj  to liczne 

badania do wiadczalne dane dla ró nych materia ów 

[3, 4]. Zgodnie z nowoczesnymi badaniami ekspe-

rymentalnymi, wspó czynnik przepuszczalno ci pary 

wodnej dwóch próbek z tego samego materia u przy 

takiej samej wzgl dnej wilgotno ci powietrza, mo e 

ró ni  si  od siebie o dwa lub wi cej razy. To samo 

dotyczy izotermy sorpcji w materia ach o rednim 

promieniu porów. Dlatego autorzy uwa aj , e zbie -

no  danych do wiadczalnych dla wspó czynnika 

przepuszczalno ci pary, przytoczonych w przyk a-

dach niniejszego artyku u, z obliczeniowymi (rys. 5) 

jest zadowalaj ca, szczególnie wzi wszy pod uwag  

fakt, e warto ci wspó czynnika przepuszczalno ci 

pary wodnej, izotermy sorpcji i warto ci dotycz ce 

redniego promienia porów by y wzi te z ró nych 

publikacji.

4. Podsumowanie

Otrzymany matematyczny model daje mo liwo  

oszacowania wp ywu na warto  wspó czynnika prze-

puszczalno ci pary, takich czynników, jak: redni 

promie  porów, porowato , obj to ciowa wilgot-

no  sorpcyjna przy danym cz stkowym ci nieniu 

itp. Wykonane badania pozwoli y poszerzy  poj cie 

transportu wilgoci w obr bie sorpcyjnego zwil e-

nia materia u i bardziej szczegó owo podchodzi  

do wyboru rozwi za  in ynieryjnych przy produkcji 

materia ów i ich wykorzystaniu w konstrukcjach os o-

nowych, nara onych na niekorzystne dzia ania rodo-

wiska zewn trznego.

Model ten sprawdza si  w teorii, lecz w praktyce nie 

by  dotychczas wykorzystywany. Wydaje si  jednak, 

e mo e to by  dobry instrument do analizy wymie-

nionych zjawisk przydatnej w celach diagnostyki 

budynków.
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