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1. Wprowadzenie

Materia y budowlane takie jak ceramika, beton i kamie-

nie naturalne charakteryzuj  si  rozwini t  powierzch-

nia wewn trzn , a zjawiska powierzchniowe decyduj  

o specyficznych cechach przep ywów ciep a i wilgo-

ci w cienkich warstwach cieczy. Z o one problemy 

wymiany ciep a, przep ywu i adsorpcji wilgoci w tej 

grupie materia ów wymagaj  fizycznego uj cia [1]. 

Mo liwo ci takie daje termomechanika o rodków wie-

losk adnikowych ujmuj ca cznie wzajemnie oddzia-

ywania przep ywów masy, ciep a i wywo anych przez 

nie napr e  w materia ach kapilarno-porowatych [2]. 

Tej grupy problemów dotycz  podane przez [3, 4, 5, 

6, 7] rozwi zania zagadnie  fizyki przegród budow-

lanych.

Przy obliczeniach pola temperaturowo-wilgotno cio-

wego (cieplno-wilgotno ciowego) w materia ach kon-

strukcji budowlanych trzeba zna  warto ci wspó -

czynników przewodnictwa cieplnego, paroprzepusz-

czalno ci, przewodnictwa cieczy itd. Te wspó czynni-

ki zale  od ró nych czynników. Ustalenie wszystkich 

takich zale no ci drog  czysto eksperymentaln  dla 

ka dego materia u z osobna jest bardzo z o one. 

Dlatego racjonalne b dzie przeprowadzenie bada  

teoretycznych, pozwalaj cych ujawni  wspó zale -

no ci mi dzy wymienionymi wspó czynnikami oraz 

w a ciwo ciami cieplno-fizycznymi paropowietrznej 

mieszanki i wody, jak równie  niektórymi struktural-

nymi i fizycznymi w a ciwo ciami materia u budow-

lanego. Takiego rodzaju wspó zale no ci pozwalaj  

nie tylko ustali  zale no ci wspó czynników prze-

noszenia ciep a i wilgoci od temperaturowo-wilgot-

no ciowego stanu materia u, lecz równie  w istotny 

sposób upro ci  proces eksperymentalny definiowa-

nia tych wspó czynników.

W pracy [8] zaproponowano model obliczenia wspó -

czynnika przewodzenia wilgoci i wspó czynnika fil-

tracji pod dzia aniem grawitacyjnych si  dla hydrofil-

nego kapilarno-porowatego materia u budowlanego, 

na podstawie danych o funkcji rozk adu obj to ci 

porów wed ug ich promieni, k ta zwil alno ci mate-

ria u i g sto ci materia u. Ponadto, wzi to pod uwag  

g sto , wspó czynnik nat enia powierzchniowego 

i lepko  dynamiczn  cieczy. W tej pracy model ten 

jest udoskonalony z uwzgl dnieniem sorpcyjnego 

zwil enia materia u; otrzymano analogiczne wspó za-

le no ci dla hydrofobowych materia ów; proponowa-

na jest metoda otrzymania analitycznego wyra enia 

dla funkcji rozk adu obj to ci porów wed ug promieni 

na podstawie zasady maksymalnej entropii.

2. Równania kapilarnej dyfuzji z uwzglednie-
niem grawitacji

Niestacjonarne przemieszczenie cieczy w kapilarno-

-porowatych materia ach, jak wiadomo z prac [9, 10], 

opisuje si  równaniem dyfuzji, które mo e by  otrzyma-

ne na podstawie prawa zachowania masy cieczy:

 (1)

gdzie:

0
 – g sto  pozorna materia u w stanie suchym;

 – masowa wilgotno  materia u;

J – wektor g sto ci strumienia wilgoci.

Zgodnie z [10], materia y kapilarno-porowate kszta to-

wa y si  jak materia y maj ce kapilary na tyle ma ych 

rozmiarów, e wp yw w nich si  grawitacyjnych na ruch 

cieczy mo na pomin . Przy tym wektor g sto ci 

strumienia wilgoci zapisany jest nast puj co:

 (2)

gdzie:

’( ) – wspó czynnik przewodzenia wilgoci, okre lony 

bez obliczenia si  grawitacji.

Jak b dzie pokazane poni ej, przy uwzgl dnieniu si  

grawitacji wyra enie dla wektora g sto ci strumienia 

wilgoci przyjmuje posta :

 (3)

Obliczanie wspó czynników przenoszenia 

masy w kapilarno-porowatych 

materia ach budowlanych
Dr in . Abdrahman Alsabry, Uniwersytet Zielonogórski
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gdzie:

( ) – wspó czynnik przewodzenia wilgoci, okre lony 

przy uwzgl dnieniu si  grawitacji;

g – wektor przyspieszenia grawitacyjnego;

( ) – wspó czynnik filtracji pod dzia aniem si  grawi-

tacyjnych .

Dla eksperymentalnego okre lenia wspó czynnika 

’( ) wed ug metodyki Brilinga [9], próbk  mate-

ria u w postaci prostopad o cianu, uszczelnionego 

z bocznych stron wodoszczelnym kitem, ustawia si  

pionowo w wodoszczelne naczynie z wod , której 

poziom powinien znajdowa  si  nieco wy ej dolnej 

powierzchni próbki. Naczynie z próbk  umieszcza 

si  w warunkach sta ej temperatury i wilgotno-

ci powietrza. Wilgo  nas cza próbk  do pewne-

go poziomu i wyparowuje ku górze przez pory. 

Pr dko  zmiany masy uk adu mierzy si  poprzez 

okresowe wa enie. Po ustaleniu sta ych warun-

ków przemieszczenia wilgoci w próbce, rozcina 

sie j  wzd u  na kilka równych cz ci, wa y ka d  

z cz ci i w ten sposób okre la si  zale no  (x) 

(o  x skierowana pionowo do góry, wzd u  wektora 

g sto ci strumienia wilgoci). Wspó czynnik ’( ) 

wylicza si  wed ug wzoru:

 (4)

gdzie:

j – rzut wektora g sto ci strumienia wilgoci na o  x, 

okre lana po pr dko ci zmiany masy uk adu.

Z równa  (2), (3) i (4) nietrudno stwierdzi , e przy 

takiej metodyce okre lania wspó czynnika przewo-

dzenia wilgoci wielko ci ’( ), ( ), ( ) i j zwi zane 

s  stosunkiem:

 (5)

Z relacji (5) wida , e mierzone wed ug metodyki 

Brilinga warto ci ’( ) s  troch  zani one w porów-

naniu z realnymi warto ciami wspó czynnika przewo-

dzenia wilgoci ( ), okre lane z uwzgl dnieniem si  

grawitacji. Ten efekt najbardziej wyrazi cie przejawia 

si  w gruboporowatych materia ach o du ych warto-

ciach wilgotno ci.

3. Podstawowe wspó zale no ci dla wspó czyn-
ników przenoszenia

Funkcja rozk adu obj to ci porów wed ug promieni 

b dzie zapisana w nast puj cy sposób:

 (6)

gdzie: f
V
(r) – ró niczkowa funkcja rozk adu obj to ci 

porów wed ug promieni,

 – integralna (strukturalna) porowato  (stosu-

nek obj to ci wzajemnie komunikuj cych si  porów 

materia u do obj to ci ca ego materia u).

Przy pomiarze i wykorzystaniu funkcji rozk adu obj -

to ci porów wed ug promieni wykorzystuje si  model, 

przedstawiaj cy kapilary i pory materia u w kszta cie 

równoleg ych cylindrycznych rurek kolistego prze-

kroju. Pó niej b dziemy wykorzystywa  ten model, 

maj c jednak na uwadze, aby kapilary by y po czo-

ne ze sob  i przebiega y w ró nych kierunkach.

Jak wiadomo, kapilarno-porowate materia y budo-

wlane posiadaj  zdolno  utrzymywania wilgoci 

w postaci cienkich sorpcyjnych b on na ciankach 

kapilarów i porów. Wilgo  w sorpcyjnej b onie, 

utrzymywana przez molekularne si y po czenia 

z substancj , nie przemieszcza si  przy maso-

wych wilgotno ciach materia u o okre lonej warto-

ci, któr  oznaczymy 
c
. W charakterze wielko ci 

c
 mo na wykorzysta  warto  sorpcyjn  wilgotno-

ci materia u przy wzgl dnej wilgotno ci powietrza 

w jego porach, równej 80%. Grubo  sorpcyjnej 

b ony przy wilgotno ci 
c
 oznaczymy r

c
. Sorpcyjna 

wilgo  zajmuje wszystkie kapilary z promieniami

mniejszymi ni  r
c
 i pokrywa cianki pozosta ych 

kapilarów warstw  o grubo ci r
c
, dlatego tworzy si  

zale no :

 (7)

gdzie: 
w
 – g sto  cieczy

Poniewa  funkcja 
c
(r

c
) jest monotonne wzrastaj ca, 

istnieje funkcja do niej odwrotna:

 (8)

Przy wilgotno ciach, du ych 
c
, b on  o grubo ci r

c
 

przy ciankach kapilarów b dziemy uwa a  za nie-

ruchom . Ci nienie cieczy w kapilarze z promieniem 

r r
c
 wylicza si  wed ug wzoru:

 (9)

gdzie:

p
k
 – ci nienie cieczy pod meniskiem w kapi la -

rze promienia r;  – wspó czynnik napi cia po -

wierzchniowego cieczy;  – kra cowy k t zwil enia; 

p
a
 – ci nienie atmosferyczne.

Je eli kilka menisków p ynu w danym odcinku mate-

ria u b dzie mie  ró ne promienie, to, jak wynika 

z (9), mi dzy tymi meniskami powstanie nadmierny 

gradient ci nienia. Z równa  ruchu lepkiego nie-

spr onego cieczy wynika, e wektor przyspieszenia 

cieczy b dzie skierowany w stron  przeciwn  wekto-

rowi nadmiernego gradientu ci nienia. To oznacza, 

e w danym odcinka materia u ciecz d y do zaj cia 

tych kapilarów, w których jej ci nienie b dzie mini-

malne. W rezultacie ci nienie cieczy w danym niedu-
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ym wycinku materia u b dzie wzorowo sta e i równe

 (10)

gdzie:

p – ci nienie cieczy w danym wycinku; r  – promie  

kapilarów, utrzymuj cych meniski p ynu. Jak b dzie 

pokazane poni ej, ten promie  jednoznacznie okre la 

si  wilgotno ci  wycinka materia u .

W hydrofilowym materiale, dla którego cos >0, 

ci nienie cieczy spada wraz ze zmniejszaniem pro-

mienia kapilary zgodnie z formu  (9), dlatego mo na 

twierdzi , e w danym niewielkim wycinku materia u 

ruchliwa ciecz zajmuje wszystkie kapilary z promienia-

mi mniejszymi r .

Bior c pod uwag , e cianki pozosta ych kapilarów 

pokryte s  sorpcyjn  warstw  o grubo ci r
c
, wilgot-

no  hydrofilnego materia u mo na wyliczy  wed ug 

wzoru:

 (11)

W hydrofobowym materiale, dla którego cos <0, 

ci nienie cieczy zgodnie z (9) spada wraz z powi k-

szeniem promienia kapilary. Dlatego w takim materia-

le ruchliwa ciecz b dzie zajmowa  wszystkie kapilary 

z promieniami du ymi r . Dla hydrofobowego materia-

u mamy zale no :

 (12)

Ró niczkuj c zale no ci (11) i (12), otrzymamy

 (13)

gdzie znak plus odpowiada hydrofilnemu materia owi, 

a minus – hydrofobowemu.

Jak wida  ze wzoru (13), funkcja (r ) dla hydrofil-

nych materia ów powoli wzrasta, a dla hydrofobo wych 

– powoli opada, dlatego z (11) lub (12) mo na znale  

odwrotn  do niej funkcj

ω (14)

Je eli wilgotno  materia u zmienia si  z odcinka 

na odcinek, to jednocze nie zmienia si  i jedno-

znacznie okre lany przez ni  promie  r , a razem 

z nim – i ci nienie p zgodnie z (10). W rezultacie 

powstaj cego gradientu ci nienia, jak równie  dzia-

ania si  grawitacji, ciecz przechodzi w ruch. Dla 

opisu takiego ruchu skorzystamy z ju  opracowanej 

teorii filtracji przez porowate rodowiska.

Pr dko  filtracyjnego ruchu okre la si  zgodnie 

z prawem Darsi [11]:

 (15)

gdzie:

v – pr dko  filtracyjnego ruchu cieczy;

K
f
 – wspó czynnik (filtracji) przepuszczalno ci;  – 

dynamiczna lepko  cieczy.

Wspó czynnik (filtracji) przepuszczalno ci dla mode-

lowych materia ów z kapilarami kolistego przekro-

ju poprzecznego mo na wyliczy  wed ug wzoru 

Kozeni [11]:

 (16)

gdzie:

 – integralna porowato  materia u,

S
v
 – w a ciwa powierzchnia (pole powierzchni kapila-

rów w jednostce obj to ci materia u),

 – bezrozmiarowy wspó czynnik, charakteryzuj cy 

kr to  kapilarów.

Wzór (16) by  otrzymany w za o eniu, e wszystkie 

kapilary materia u s  zape nione ciecz . Dla zastoso-

wania wzoru (16) do rozpatrywanego procesu kapilar-

nej dyfuzji koniecznie trzeba uwzgl dni , e ruchomym 

p ynem zape niona jest tylko cz  kapilarów. Dlatego 

wielko ci . S
v
,  i K

f
 nale y uwa a  za funkcje od wil-

gotno ci.

Uwzgl dniaj c (10), jak równie , e j=
w
· v i = ·  

zamiast (15) otrzymamy:

 (17)

gdzie:

 – kinematyczna lepko  p ynu.

Rozwa aj c stosunek (13) i (14), otrzymamy z (17) 

wyra enie dla g sto ci strumienia p ynnej wilgoci:

 (18)

Funkcja ( ) przedstawia wzgl dn  obj to  rucho-

mego p ynu:

 (19)

Funkcja S
V
( ) równa jest w a ciwemu polu powierzch-

ni stykania si  ruchomego p ynu z sorpcyjn  b on  

i mo e by  wyliczona wed ug wzorów:

 (20)

dla hydrofilowego materia u

 (21)

dla hydrofobowego materia u.

Jak pokazano w [11], kr to  materia u  mo na zna-

le  wed ug wzoru:
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 (22)

gdzie:

 i 
p
 – wspó czynniki przepuszczalno ci pary odpo-

wiednio: materia u i powietrza.

Skorzystamy z zaproponowanej w [12] zale no ci 

= ( ):

 (23)

W rezultacie dochodzimy do wzoru:

 (24)

Za pomoc  eksperymentów, po filtracji p ynu przez 

porowate rodowisko stwierdzono [13], e wspó czyn-

nik kr to ci  jest równy 2,5 dla wiekszo ci materia ów 

budowlanych. Jak wida  na rysunku 1, ta warto  

odpowiada warto ci przewidzianej we wzorze (24), 

przy porowato ci materia u równej 15,6%.

Porównuj c (18) z (3), i bior c pod uwag  zale no  

(14), ostatecznie otrzymujemy poszukiwane wzory dla 

wspó czynników:

 (25)

 (26)

gdzie funkcje S
V
(r ) i (r ) kszta tuj  si  w odpowied-

nio z (20) lub (21) i z (24).

3. Rozk ad porów wed ug promieni

Dla obliczenia wspó czynników przenoszenia p ynnej 

wilgoci wed ug wzorów (25) i (26) trzeba mie  dane 

o funkcji podzia u obj to ci porów wed ug promieni. 

Okre lenie tej funkcji eksperymentalnym sposobem 

jest do  kosztowne. Dlatego nale y szuka  analitycz-

nego rodzaju funkcji podzia u obj to ci porów wed ug 

promieni. Wykorzystywana w [14] funkcja, otrzyma-

na na podstawie logarytmicznie normalnego prawa 

rozk adu ilo ci porów na promieniach, jest niedosta-

tecznie teoretycznie uzasadniona i jest, najwidocz-

niej, dopasowana w sposób empiryczny zale no ci  

zawieraj c  parametr, który nie ma bezpo redniego 

fizycznego sensu.

Dla zbudowania analitycznego wzoru dla funkcji roz-

k adu trzeba wprowadzi  pewne przypuszczenia 

wzgl dnie porowatej struktury materia u. A mianowicie, 

b dziemy uwa a  wszystkie kapilary maj ce jedna-

kowy kszta t w formie walców, wysoko ci których s  

proporcjonalne do ich promieni ze sta ym wspó czyn-

nikiem propor cjonalno ci k. W ten sposób, obj to  

kapilara z promieniem r jest równa k r3.

Okre limy cz sto ciow  funkcj  podzia u porów 

na promieniach f(r) w taki sposób, e f(r)dr równa 

si  stosunkowi ilo ci porów, których promienie le  

w granicy od r do r+dr, do ogólnej ilo ci porów. 

Oczywi cie, e funkcja f(r) przedstawia g sto  

podzia u prawdopodobie stwa przypadkowej wiel-

ko ci r, przy czym

 (27)

Przypu my tak e, e znana jest rednia obj to  

porów, lub znana jest ilo  porów i ich obj to  

w danej cz ci materia u:

 (28)

gdzie r
cp

 – promie  pora ze redni  obj to ci .

Dla ka dego podzia u prawdopodobie stw mo na 

wyliczy  jego entropi  H zgodnie ze wzorem [15, 16]:

 (29)

Entropi  mo na rozumie  z matematycznego punk-

tu widzenia jako miar  apriorycznej nieokre lono ci 

pomiaru wielko ci r, z fizycznego punktu widzenia 

– jako miar  chaotyczno ci uk adu. W fizyce prawo 

wzrastania entropii z czasem znane jest jako drugi 

pocz tek termodynamiki.

Odnotujmy, e dla przypadkowej wielko ci, roz o onej 

po obwodzie ko cowych rozmiarów, entropia b dzie 

maksymalna (przy braku dodatkowych warunków) 

w przypadku równomiernego rozk adu. Na przyk ad, 

w procesie przygotowania masy betonowej funkcja 

podzia u jakiego  komponentu (na przyk ad drobne-

Rys. 1. Zale no  wspó czynnika kr to ci  od porowa-

to ci materia u  zgodnie ze wzorem (24)
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go wype niacza) w obj to ci mieszanki b dzie d y  

do równomiernej, wed ug zasady wzrostu entropii.

B dziemy szuka  funkcj  f(r), maj c  maksymal-

n  entropi , w ród wszystkich funkcji spe niaj cych 

warunki (27) i (28). Entropia  funkcji f(r) b dzie mak-

symalna, je eli dla wszystkich funkcji typu f(r)+ f(r) 

entropia b dzie mniejsza ni  H. Innymi s owy, waria-

cja entropii H powinna by  minusowa:

 

(30)

gdzie f(r) – zmiana funkcji f(r).

Podstawiaj c w (27) i (28) zamiast f(r) funkcj  f(r)+ f(r) 

i wykorzystuj c z otrzymanych wyra e  wzory (27) 

i (28), otrzymamy:

 (31)

 (32)

Uwa aj c wariacj  f(r) za ma  w porównaniu z funk-

cj  f(r), roz o ymy wzór (30) dla H w szereg kolejno 

f(r), bior c pod uwag  (31):

 (33)

Drugi sk adnik pod ca k  ma minusowy przyrost entropii. 

eby wariancja entropii zawsze by a minusowa, ca ka 

od pierwszego sk adnika w (33) powinna by  równa zeru. 

Jak wida  z (31) i (32), wystarczy aby spe ni  warunek:

 (34)

gdzie:

C
1
 i C

2
 – pewne sta e.

Sta e C
1
 i C

2
 nietrudno znale  w zale no ciach (27) 

i (28). W rezultacie otrzymujemy poszukiwane wyra e-

nie dla cz sto ciowej funkcji:

 (35)

gdzie: (x) – funkcja gamma [17].

Jak wynika z (6), wielko  f
V
(r)dr równa jest obj to ci 

porów z promieniami, le cymi w granicach od r do r 

+ dr, w jednostce obj to ci materia u. Uwzgl dniaj c 

(28), otrzymamy z (35) wyra enie dla funkcji podzia u 

obj to ci porów na promieniach:

 (36)

wykres której przedstawiony jest na rysunku 2.

4. Obliczenie wspó czynników za pomoc  funk-
cji przy zadanej wilgotno ci

Jak pokazuje teoretyczna analiza, po podstawieniu 

wzoru (36) w relacji ze wspó czynnikami ( ) i ( ), 

przy ma ych warto ciach 
c
, zale no ci tych wspó -

czynników od parametrów cieczy i materia u przybie-

raj  posta :

 (37)

 (38)

gdzie:

a(
n
) i b(

n
) – bezrozmiarowe funkcje od przytoczonej 

wilgotno ci materia u 
n
:

 (39)

która zmienia si  w granicach od 0 do 1.

Rys. 2. Wykres funkcji f
V
(r)

Rys. 3. Grafiki funkcji a(
n
) i b(

n
)
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Na rysunku 3 przedstawione s  wzory funkcji a(
n
) 

i b(
n
) dla hydrofilnego materia u, za pomoc  

których mo na wyliczy  wspó czynniki przenosze-

nia w zale no ci od wilgotno ci wed ug wzorów 

(37)–(39).

5. Rezultaty obliczeniowego eksperymentu

Z wykorzystaniem danych dotycz cych cerami-

ki budowlanej przeprowadzony zosta  obliczeniowy 

eksperyment, który pokaza , e modyfikacja warto-

ci porowato ci, redniego promienia porów cosinu-

sa granicznego k ta zwil ania i g sto ci strumienia 

doprowadza do istotnej zmiany (2–4 razy) warto ci 

wspó czynnika przewodnictwa wilgoci ’( ) i ( ). 

Jako przyk ad na rysunku 4 pokazano zale no  ( ) 

od porowato ci .

Na rysunku 5 pokazano uogólnione eksperymentalne 

dane (oznaczone kó eczkami) dla ceg y ceramicznej 

o g sto ci 
0
=1700kg/m3[9] w porównaniu z obli -

czeniami (linia ci g a) otrzymanymi w opar-

ciu o funkcj  podzia u (36). Warto  parametrów 

=31,7%, r
cp

=1,24·10–8 m, cos =0,156, j=4,98·10–7

kg/m2·s zosta y otrzymane poprzez ujmowanie 

w tabele (tabelaryzowanie).

6. Podsumowanie

Rezultaty obliczeniowego eksperymentu pokazuj , 

e opracowany teoretyczny opis procesu kapilarnej 

dyfuzji w materia ach budowlanych przy zadanych 

znaczeniach parametrów materia u i cieczy pozwala 

dosy  dok adnie wylicza  wspó czynniki przenosze-

nia wilgoci.
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