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nio przez przemno enie ugi cia 

dora nego przez wspó czynnik 

zwi kszaj cy

2501+
=

m

 (6)

gdzie: m jest wspó czynnikiem 

zale nym od czasu trwania obci -

enia (m=1.00÷2.00), 
2
 to stopie  

zbrojenia w strefie ciskanej.

1.3. Obliczanie ugi cia wg CEB

W metodzie uproszczonej zaleca-

nej przez CEB-FIP MODEL CODE 

1990 [4] trwa e ugi cie niezary-

sowanych (M
A
<M

cr
) elementów 

zginanych mo e by  obliczane 

z zale no ci:

( ) Io aa += 1
 (7)

gdzie: a
I
 to ugi cie spr yste dla 

sztywno ci przekroju betonowe-

go E
cm

I
c
. Natomiast trwa e ugi cie 

elementów zarysowanych (M
A

M
cr
) 

obliczane jest z zale no ci:

( ) It a
d

h
a 2

3

201=

 (8)

gdzie: h, d to odpowiednio wyso-

ko  i wysoko  u yteczna prze-

kroju,  wspó czynnik uwzgl d-

niaj cy skurcz i pe zanie betonu 

( =2÷10) oraz stopie  zbrojenia 

rozci ganego 
1
.

1.4. Obliczanie ugi cia wg pro-

pozycji autora

Autor zaproponowa  w pracy [7] 

obliczanie ugi cia dora nego 

na podstawie trzyliniowego mode-

lu zale no ci moment – krzywizna 

prezentowanego w [6]. Pocz tko-

wa strza ka ugi cia obliczana 

jest z zale no ci:

przez ca kowanie numeryczne. 

Wp yw pe zania na ugi cie jest 

uwzgl dniany przez zastosowa-

nie w obliczeniach strza ki ugi cia 

efektywnego modu u spr ysto ci 

E
c,eff

.

+
=

1
,

cm

effc

E
E

 (3)

gdzie: E
cm

 to sieczny modu  spr -

ysto ci betonu, F to wspó czynnik 

pe zania dla rozpatrywanego prze-

dzia u czasu i obci enia.

Wed ug Eurokodu 2 [8] krzywizn  

cs
 spowodowan  odkszta ceniem 

skurczowym 
cs

 mo na oblicza  

stosuj c wzór:

I

S

E

E

effc

s

cscs

,

=

 (4)

gdzie: S to moment statyczny pola 

zbrojenia wzgl dem rodka ci -

ko ci przekroju, I to moment bez-

w adno ci przekroju, E
s
 to modu  

spr ysto ci zbrojenia.

1.2. Obliczanie ugi cia wg ACI 318

W normie ACI 318–05 [1] ugi -

cie sprawdzane jest na podstawie 

zast pczego momentu bezw ad-

no ci przekroju I
e
, okre lanego 

ze wzoru

II

A

cr
I

A

cr
e I

M

M
I

M

M
I +=

33

1

 (5)

gdzie: I
I
 i I

II
 s  momentami bez-

w adno ci odpowiednio przekroju 

niezarysowanego (bez zbrojenia) 

i zarysowanego. Sztywno  na zgi-

nanie jest okre lana dla modu u 

spr ysto ci E
cs

=0,85E
cm

. Wp yw 

pe zania i skurczu betonu na ugi -

cie jest uwzgl dniany bezpo red-

Metody oceny ugi cia elbetowych 

elementów zginanych

Dr inż. Jacek Korentz, Uniwersytet Zielonogórski

1. Sprawdzanie stanu granicz-
nego ugi cia

1.1. Obliczanie ugi cia wg EC2

Wed ug PN-EN 1992–1:2008, 

Eurokod 2 [8] sprawdzenia ugi -

cia mo na dokona  porównuj c 

stosunek rozpi to ci do wysoko ci 

u ytecznej przekroju (l/d) z warto-

ci  graniczn  tego stosunku lub 

obliczaj c ugi cie metod  przybli-

on  wed ug wzoru:

( ) III += 1
 (1)

w którym  jest rozpatrywanym 

parametrem deformacji (krzywizna 

, ugi cie a), 
I
 i 

II
 s  parametrami 

deformacji odpowiednio elemen-

tu niezarysowanego i elementu 

w pe ni zarysowanego, obliczony-

mi wed ug klasycznej liniowej teo -

rii elbetu. Zjawisko usztywnie-

nia przy rozci ganiu (tension stif-

fening) jest uwzgl dnione przez 

wspó czynnik dystrybucji :

2

1=
s

sr

 (2)

gdzie  jest wspó czynnikiem 

zale nym od czasu trwania obci -

enia, 
sr
 i 

s
 s  napr eniami 

w zbrojeniu rozci ganym prze-

ci tym rys , wywo anymi odpo-

wiednio momentem rysuj cym 

M
cr
 i momentem zginaj cym M

A
 

od analizowanej kombinacji obci -

e . W celu dok adnej oceny ugi  

Eurokod 2 [8] zaleca obliczanie 

krzywizn w przekrojach g sto roz-

mieszczonych wzd u  elementu, 

a nast pnie obliczanie ugi cia 
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dla momentu zginaj cego zmie-

niaj cego si  od zera do momen-

tu granicznego M
yk

 okre lonego 

dla charakterystycznych warto ci 

wytrzyma o ci betonu i stali zbro-

jeniowej. W obliczeniach przyj to 

ko cowy wspó czynnik pe zania 

F = 2.0 i ca kowite odkszta cenie 

spowodowane skurczem betonu 

cs
=0.00025.

Wyniki przeprowadzonych oblicze  

dla belek B1, B2 i B3 s  zilustrowa-

ne odpowiednio na rysunkach 2, 3 

i 4. Na rysunkach tych przedstawio-

no wykresy zale no ci – moment 

ugi cie M-a od kombinacji obci -

e  quasi sta ych bez i z uwzgl d-

nieniem skurczu i pe zania beto-

nu. Wyniki oblicze  pocz tkowej 

strza ki ugi cia a
o
 i trwa ej strza -

ki ugi cia a
t
 dla obci e  quasi-

sta ych, stanowi cych w ka dym 

przypadku 2/3 obci enia ca ko-

witego (M
A
=2/3M

yk
), zestawione 

go ugi cie dora ne obliczane wg 

wzoru (9).

2. Przyk ad – porównanie wyni-
ków oblicze

Prezentowane wcze niej normowe 

metody obliczania ugi cia elemen-

tów zginanych zilustrowano przy-

k adem liczbowym wykonanym dla 

belek swobodnie podpartych rów-

nomiernie obci onych (rys.1).

Porównania ugi cia obliczonego 

na podstawie norm EC2, ACI, zale-

ce  CEB i wed ug propozycji auto-

ra dokonano dla trzech belek B1, 

B2 i B3 ró ni cych si  tylko stop-

niem zbrojenia rozci ganego, który 

wynosi  
1
=0,48%, 0,97% i 1,45%. 

Przyj to klas  betonu C30/37 

i klas  stali B400. Inne szczegó-

y dotycz ce analizowanych belek 

zamieszczone s  na rysunku 1.

Ugi cia belek obliczano dla ca ego 

mo liwego zakresu obci enia, tj. 

( ) 2la IIMIMo +=
 (9)

gdzie: 
M
 i 

M
 wspó czynniki zale ne 

od rozk adu krzywizny na d ugo ci 

elementu, 
I
 to krzywizna elemen-

tu niezarysowanego, 
II
 to krzywi-

zna elementu po zarysowaniu. Dla 

belki swobodnie podpartej i równo-

miernie obci onej wspó czynniki 

M
 i 

M
 s  równe [7]:

48

5
=M  

( )+= mmM 11
5

3
11

 (10)

gdzie: m to iloraz momentu zgina-

j cego M
A
 i momentu rysuj cego 

M
cr
. Wp yw pe zania i skurczu beto-

nu uwzgl dniany jest przez zwi k-

szenie krzywizny wspó czynnikiem 

zale nym od rozk adu zbrojenia 

pod u nego i wielko ci pe zania. 

Ugi cie z uwzgl dnieniem wp ywu 

pe zania i skurczu betonu oblicza 

si  z zale no ci:

( ) ott aka += 1
 (11)

gdzie: k
t
 wspó czynnik zale ny 

od ilo ci zbrojenia w strefie ci-

skanej tj. ilorazu stopnia zbrojenia 

ciskanego 
2
 i stopnia zbrojenia 

rozci ganego 
1
, obliczany wg pro-

pozycji Bransona [2]:

40,045,085,0
1

2=tk

 
(12)

W obliczaniu ugi cia z uwzgl d-

nieniem pe zania i skurczu betonu 

mo liwe jest równie  zastosowanie 

wspó czynnika  (6) zwi kszaj ce-

600cm

g+q

Beton  C30/37        Stal B400 

Przekrój

Sposób zbrojenia 

Schemat statyczny

24

6
0

As2

A
s1

4
3

.5

Belka As1(cm
2
) 1 As2(cm

2
) 2 2/ 1

B1 6,28 0,48% 1,57 0,12% 0,250

B2 12,56 0,97% 1,57 0,12% 0,125

B3 18,84 1,45% 1,57 0,12% 0,083
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Rys. 1. Geometria i zbrojenie belek

Rys. 2. Zale no ci 
moment zginaj cy – 
ugi cie dla belki B1: 
a) obci enia dora -

ne, b) obci enia 
d ugotrwa e
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stawie zalece  ACI, stanowi oko o 

100% ugi cia dora nego a
o
. Zatem 

ró nica w obliczonych na podstawie 

tych dwóch norm przyrostach ugi -

cia a
t
-a

o
, spowodowanych pe za-

niem i skurczem betonu, jest oko o 

dwukrotna. Stwierdzi  nale y, e jest 

to bardzo du a ró nica w ocenie 

wp ywu w a ciwo ci reologicznych 

betonu na odkszta cenia belek el-

betowych. Wydaje si , e w wie-

tle bada  do wiadczalnych [3, 5] 

teoria modu u zast pczego, sto-

sowana w EC2, niedoszacowuje 

wp ywu pe zania betonu na ugi cie 

belek elbetowych.

Wyniki oblicze  strza ki ugi cia 

z uwzgl dnieniem wp ywu skurczu 

i pe zania betonu, przeprowadzone 

wg propozycji autora, s  bardzo 

zbli one do wyników uzyskanym 

na podstawie procedury oblicze  

wed ug ACI.

ni szego modu u spr ysto ci ni  

w normie EC2. Nadmieni  nale-

y, e ugi cia dora ne obliczane 

metod  autora s  bardzo zbli one 

do wyników uzyskiwanych na pod-

stawie normy EC2.

Istotne ró nice w ugi ciach wy-

st puj  w przypadku ugi cia 

trwa ego, w obliczeniach które-

go uwzgl dnia si  wp yw pe za-

nia i skurczu betonu. Jak mo na 

zauwa y  na rysunkach 2, 3, 4 

oraz porównuj c dane zamiesz-

czone w tabeli 1 ró nica ugi cia 

a
t
-a

o
 od quasi sta ej kombinacji 

obci e , spowodowana skur-

czem (
cs

=0,00025) i pe zaniem 

(F = 2,0) betonu, obliczona na

podstawie EC2 stanowi od 50% 

do 60% ugi cia dora nego a
o
. 

Natomiast przyrost ugi cia a
t
-a

o
 

spowodowany pe zaniem i skur-

czem betonu, obliczony na pod-

s  w tabeli 1. Analizuj c wykresy 

zamieszczone na rysunkach 2, 3 

i 4 mo na stwierdzi , e istotne 

ró nice w wynikach oblicze  strza -

ki ugi cia dla obci e  dora nych, 

przeprowadzonych ró nymi meto-

dami normowymi, pojawiaj  si  

po zarysowaniu elementu i zale  

od stopnia zbrojenia rozci ganego. 

Najmniejsza ró nica jest widocz-

na w przypadku belki B1. Jest 

to belka o niskim stopniu zbrojenia 

rozci ganego, 
1
=0,48%. Ró nice 

s  nieco wi ksze dla belek B2 

i B3, tj. belek o wy szym stopniu 

zbrojenia, odpowiednio 
1
=0,97% 

i 
1
=1,45%. Ugi cia obliczone 

na podstawie normy ACI s  wi ksze 

od ugi cie obliczanego na podsta-

wie normy EC o oko o 6% dla belki 

B1 i o oko o 20% dla belek B2 i B3. 

Ró nice te s  wynikiem przede 

wszystkim przyj cia w normie ACI 
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Rys. 3. Zale no ci 
moment zginaj cy – 
ugi cie dla belki B2: 
a) obci enia dora -

ne, b) obci enia 
d ugotrwa e

Rys. 4. Zale no ci 
moment zginaj cy – 
ugi cie dla belki B3: 
a) obci enia dora -

ne, b) obci enia 
d ugotrwa e

Tabela 1. Zestawienie wyników oblicze  pocz tkowej a
o
 i trwa ej a

t
 strza ki ugi cia

Belka B1 B2 B3

Ugi cie (cm) a
o

a
t

a
o

a
t

a
o

a
t

EC2 0,92 1,49 1,25 1,91 1,30 2,06

CEB 1,14 1,43 1,59

ACI 0,98 1,97 1,51 3,02 1,56 3,12

Korentz 0,81 2,00 1,17 3,01 1,23 3,23
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[3] Branson D. E., Compression steel 

effect on long-time deflection, ACI Journal, 

Proceedings, V.68, No.8, Mar. 1966, 373–386

[4] CEB-FIP Model Code 1990, Design Code, 

Comite Euro-International du Beton, Thomas 

Telford, London, 1998

[5] Corley W. G., Sozen M. A., Time-

dependent deflections of reinforced concrete 

beams, ACI Journal, Proceedings, V.63, No.3, 

Aug. 1971, 555–559

[6] Korentz J., Model zale no ci moment-

krzywizna dla belek elbetowych – ocena 

ci gliwo ci, 55KN KILiW PAN i KN PZiTB, 

Problemy naukowo-badawcze budownictwa, 

Kielce–Krynica, 2009, 231–238

[7] Korentz J., Model zale no ci moment-

krzywizna dla belek elbetowych – obliczanie 

ugi cia, 56KN KILiW PAN i KN PZiTB, 

Problemy naukowo-badawcze budownictwa, 

Kielce-Krynica, 2010, w druku

[8] PN-EN 1992–1-1:2008, Eurokod 2: 

Projektowanie konstrukcji z betonu, Cz. 1. 

Regu y ogólne i regu y dla budynków

one wyniki przy zastosowaniu 

prezentowanych w niniejszym 

artykule metod obliczania ugi cia. 

Istotne ró nice w uzyskiwanych 

wynikach obliczanego ugi cia 

pojawiaj  si , gdy nale y uwzgl d-

ni  w a ciwo ci reologiczne beto-

nu, przede wszystkim jego pe za-

nie. Trwa e ugi cie dla podobnych 

warunków pe zania i skurczu beto-

nu obliczone wed ug normy ACI 

i propozycji autora jest wi ksze 

o oko o 50% od trwa ego ugi cia 

obliczonego na podstawie normy 

EC2.
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3. Podsumowanie

Odkszta cenia elementów lub kon-

strukcji s  ograniczane z ró nych 

wzgl dów, mi dzy innymi ze wzgl -

du na mo liwo  ich eksploatacji 

i przydatno . W wi kszo ci norm 

krajowych i zalece  mi dzynarodo-

wych ugi cie sprawdzane jest bez 

obliczania na podstawie kryterium 

smuk o ci. Jednak w niektórych 

przypadkach konieczne jest spraw-

dzenie stanu granicznego ugi cia 

przez obliczanie i wówczas mog  

pojawi  si  ró nice w otrzymanych 

wynikach oblicze  w zale no ci 

od zastosowanych normowych 

metod obliczania, np. zawartych 

w normach EC2 i ACI lub zalece-

niach CEB.

W przypadku obliczania ugi cia 

pocz tkowego, uzyskuje si  zbli-
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