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1. Wprowadzenie
Wspó∏czesne normy budowlane wykorzystujà 
poj´cie tzw. charakterystycznej wytrzyma∏oÊci 
materia∏ów fk. Traktujàc wytrzyma∏oÊç materia∏u 
jako zmiennà losowà fi o rozk∏adzie normalnym, 
wielkoÊç zdefi niowano jako kwantyl tego rozk∏adu 
rz´du 5%, czyli:

fk=-1,64sn , fm= ∑fi , sn=   (1)

gdzie:
fm, sn – odpowiednio estymatory wartoÊci Êredniej 
i odchylenia standardowego wytrzyma∏oÊci.
Do oceny wytrzyma∏oÊci materia∏ów na podstawie 
badaƒ n próbek s∏u˝à tzw. kryteria zgodnoÊci otrzy-
manych wyników z wymaganiami, przedstawiane 
w postaci nierównoÊci

 fm ≥ fk + kn sn  (2)

Wspó∏czynniki kn sà okreÊlane przy wykorzysta-
niu metod rachunku prawdopodobieƒstwa i staty-
styki matematycznej. W dokumencie ISO/DIS [1] 
przedstawiono trzy nast´pujàce metody defi niowa-
nia kryteriów zgodnoÊci, a wi´c i wyznaczania tych 
wspó∏czynników: 
1) wnioskowania statystycznego
2) funkcji (krzywych) operacyjno-charakterystycz-

nych (metoda OCC)
3) wnioskowania  Bayesowskiego,
podkreÊlajàc, ˝e wyniki zastosowania ró˝nie usta-

lonych kryteriów nie sà porównywalne.
Stosujàc metod´ wnioskowania statystyczne-
go, wspó∏czynniki kn w kryteriach zgodnoÊci (2) 
okreÊla si´ w zale˝noÊci od za∏o˝onego w nich po-
ziomu ufnoÊci γ, zalecanego na poziomie min 0,75 
[2], oraz od liczby próbek n. 
Przy ustalaniu kryteriów przyj´cia metodà OCC, 
otrzymuje si´ inne wartoÊci kn w zale˝noÊci od n, 
przy czym wg L. Taerwe [3] mogà byç one obli-
czane bez lub z uwzgl´dnieniem tzw. autokorela-
cji. Konsekwencjà przyj´cia w kryteriach zgodnoÊci 
wartoÊci kn wg tej metody jest pomini´cie wymaga-
nia dotyczàcego poziomu ufnoÊci γ. 
Kryteria zgodnoÊci ustalane na podstawie wnio-
skowania Bayesowskiego majà równie˝ postaç 
nierównoÊci (2), przy czym – podobnie jak w przy-
padku kryteriów ustalanych na podstawie funkcji 
OCC – nie ma mo˝liwoÊci formalnego oszacowania 
ich poziomu ufnoÊci γ.
WartoÊci wspó∏czynników kn otrzymanych wymienio-
nymi trzema metodami, w przypadkach znanego od-
chylenia standardowego σ, bàdê znanego tylko esty-
matora tej wielkoÊci sn, podane sà w tabl. 1 [4]. 
Jak wynika z danych w tabl. 1 wartoÊci 
wspó∏czynników sà bardzo ró˝ne, szczególnie 
w przypadku ma∏ej liczby próbek n<15. 

2. Kryteria zgodnoÊci wytrzyma∏oÊci betonu
Kryteria zgodnoÊci w odniesieniu do wytrzyma∏oÊci 
betonu po raz pierwszy sformu∏owane zosta∏y w nor-
mie ISO 3893:1977 [5]. Traktujàc wytrzyma∏oÊç 
betonu jako zmiennà losowà o rozk∏adzie nor-
malnym, wytrzyma∏oÊç charakterystycznà, 
oznaczajàcà klas´ betonu, zdefi niowano jako 
kwantyl tego rozk∏adu rz´du 5%. RównoczeÊnie 
wg tej normy przy ocenie zgodnoÊci wytrzyma∏oÊci 
danego betonu z wymaganiami na podstawie zba-
dania n próbek, kwantyl ten powinien byç oszaco-
wany przy poziomie ufnoÊci γ nie ni˝szym od 0,50 
(w normie zalecano γ równe 0,50-0,95). 
Zgodnie z tà normà ISO [5] ustalone zosta∏y [7] kry-
teria zgodnoÊci w ostatniej krajowej PN-B-06250:
1988 Beton zwyk∏y [6], w której w p.5.1 przyj´to 
nast´pujàce dwa rodzaje kryteriów zgodnoÊci, podane 
tu przy zachowaniu symboli, przyj´tych w tej normie.
a) przy liczbie kontrolowanych próbek n<15 poje-
dyncze kryterium w formie nierównoÊci

  (3)

gdzie:
 – najmniejsza wartoÊç wytrzyma∏oÊci w bada-

nej serii n próbek,
α – wspó∏czynnik zale˝ny od liczby próbek w spo-
sób nast´pujàcy:
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z Nowe normowe kryteria 
zgodnoÊci wytrzyma∏oÊci betonu

metoda oznaczania
liczba próbek n

3 6 15 30 ∞ 
znane odchylenie standardowe σ

1) wnioskowanie statystyczne

γ=0,25 1,26 1,37 1,48 1,51 1,58

γ=0,50 1,64 1,64 1,64 1,64 1,64

γ=0,75 2,03 1,92 1,82 1,77 1,71

γ=0,90 2,39 2,17 1,98 1,88 1,77

2) funkcje OC 1,30 1,30 1,30 1,30 1,30

3) wnioskowanie Bayesowskie 1,89 1,77 1,69 1,67 1,64

nieznane odchylenie standardowe σ (znany estymator s)

1) wnioskowanie statystyczne

γ=0,25 1,25 1,33 1,42 1,40 1,54

γ=0,50 1,94 1,75 1,68 1,66 1,64

γ=0,75 3,15 2,34 1,99 1,87 1,76

γ=0,90 5,31 3,09 2,33 2,08 1,86

2) funkcje OC (z autokorelacjà) 2,67 1,87 1,48 - -

3) wnioskowanie Bayesowskie 3,37 2,18 1,82 1,73 1,64

Tabela 1. Zestawienie
wybranych wartoÊci 
wspó∏czynników kn w kryte-
riach zgodnoÊci ustalonych 
ró˝nymi metodami [4]

n 3-4 5-8 9-14

α 1,15 1,10 1,05
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 – wytrzyma∏oÊç gwarantowana wg PN,

albo podwójne kryterium zgodnoÊci w postaci 
nierównoÊci

 ;   1,2  (4)
gdzie:  – Êrednia wartoÊç wytrzyma∏oÊci bada-
nej serii próbek,
b) przy liczbie kontrolowanych próbek n≥15 poje-
dyncze kryterium typu

  -1,64s     czyli    +1,64s (5)

gdzie: s – odchylenie standardowe wytrzyma∏oÊci 
obliczane ze znanego wzoru 

 sn=   (6)

W przypadku, gdy odchylenie standardowe 
wytrzyma∏oÊci s by∏o wi´ksze od wartoÊci 0,2  
wg PN-B [6], nale˝a∏o ustaliç i usunàç przyczyny 
niejednorodnoÊci betonu. 
W normie PN-EN 206-1:2003 [8] charaktery-
styczna wytrzyma∏oÊç zdefi niowana jest podobnie 
jak w ISO [5] lecz bez okreÊlonego poziomu ufnoÊci 
przy jej sprawdzaniu.
Podane w PN-EN [8] kryteria zgodnoÊci betonu 
z wymaganà charakterystycznà wytrzyma∏oÊcià fck  
sà podwójne i dotyczà wartoÊci Êredniej fcm oraz 
najni˝szej wartoÊci fci wytrzyma∏oÊci  w danej se-
rii próbek (wszystkie wartoÊci w MPa).
W normie tej podane sà ró˝ne procedury spraw-
dzania kryteriów zgodnoÊci betonu: projektowane-
go, o zamawianych w∏aÊciwoÊciach oraz – receptu-
rowego, o okreÊlonym sk∏adzie.
Przy kontroli zgodnoÊci betonu projektowanego 
rozró˝nia si´ dwa rodzaje produkcji: poczàtkowà i 
ciàg∏à. Produkcj´ uznaje si´ za ciàg∏à, gdy uzyska 
si´ co najmniej 35 wyników badaƒ, w okresie nie 
d∏u˝szym ni˝ 12 miesi´cy. 
Przy produkcji poczàtkowej wymagana licz-
ba próbek wynosi n=3, podwójne zaÊ kryterium 
zgodnoÊci ma postaç

 fcm ≥ fck +4;       fci ≥ fck - 4 (7)

Przy produkcji ciàg∏ej liczba próbek w serii powin-
na byç nie mniejsza ni˝ n=15, kryterium zaÊ jest 
nast´pujàce

 fcm ≥ fck +1,48σ;     fci ≥ fck - 4 (8)

Wst´pne odchylenie standardowe σ oblicza si´ 
na podstawie co najmniej 35 kolejnych wyników 
badaƒ wykonanych w okresie do 3 miesi´cy i we-
ryfi kuje na podstawie ostatnich 15 oznaczeƒ wa-
runkiem 0,63σ ≤ s15 ≤ 1,37σ.
OkreÊlona na podstawie metody OCC [3] we wzo-
rze (8) wartoÊç wspó∏czynnika kn= 1,48 ozna-
cza odstàpienie w normie dotyczàcej betonu [8] 
od przyjmowanego nadal w odniesieniu do kry-
teriów zgodnoÊci innych materia∏ów konstrukcyj-
nych poziomu ufnoÊci γ ≥ 0,5. Zgodnie z tabl. 1, 
przyjmujàc  wspó∏czynnik 1,48 zapewnia si´ po-
ziom ufnoÊci ni˝szy od 0,3, zwi´kszajàc tym sa-
mym niepewnoÊç oceny wytrzyma∏oÊci betonu. Nie 
wiadomo czy Êwiadomie, ale takà decyzj´ jako je-

dyny podjà∏ zespó∏ autorski normy europejskiej EN 
206-1:2000, a za nim KT nr 274 ds. Betonu PKN, 
opracowujàc PN-EN [8].
W za∏àczniku A do PN-EN [8] wprowadzono do-
datkowe poj´cie kryteriów akceptacji badaƒ 
wst´pnych. Wytrzyma∏oÊç na Êciskanie betonu o 
sk∏adzie przyj´tym do w∏aÊciwej produkcji powinna 
przekraczaç wartoÊç charakterystycznà z zapasem, 
ocenionym jako oko∏o dwa razy wi´kszy od prze-
widywanego odchylenia standardowego, co ozna-
cza zapas co najmniej od 6 do 12 MPa, zale˝nie 
od technologii i innych czynników. W przypadku 
normowego betonu recepturowego zapas przyjmu-
je si´ równy 12 MPa.
W za∏àczniku B do normy PN-EN [8] podano 
kryteria stosowane w dodatkowych badaniach 
identycznoÊci betonu ze wzgl´du na wytrzyma∏oÊç 
na Êciskanie, uzgodnionych mi´dzy producentem 
i odbiorcà betonu. Mogà one byç wykorzystywane 
w badaniach sprawdzajàcych betonów wykonywa-
nych wg zamówionej receptury. Rozró˝nia si´ przy 
tym, czy wyrób (beton) lub jego produkcja obj´te 
sà systemem certyfi kacji, czy te˝ nie. 
W przypadku pierwszym (z certyfi kacjà) 
w zale˝noÊci od liczby próbek n kryteria zgodnoÊci 
majà postaç:

1) n= 1;                –           fci ≥ fck - 4

2) n= 2-4;    fcm ≥ fck +1;    fci ≥ fck - 4

3) n= 5-6;    fcm ≥ fck +2;    fci ≥ fck - 4 (9)

W przypadku drugim (bez certyfi kacji) obowiàzuje 
kryterium zgodnoÊci (7) jak przy licznoÊci próbek 
n=3. Przypadek ten dotyczy równie˝ betonu wy-
twarzanego na budowie.
Porównanie skutków przyjmowania ró˝nych kryte-
riów zgodnoÊci w normie dotychczasowej PN-B [6] 
oraz nowej PN-EN [8] ilustrujà poni˝sze przyk∏ady 
liczbowe, w których zastosowano jednolite symbo-
le wg tej ostatniej.

Przyk∏ad 1.
Na podstawie próby Êciskania n=30 próbek beto-
nu projektowanej klasy wytrzyma∏oÊci na Êciskanie 
C25/30 (fck,cube=30 MPa) otrzymano nast´pujàce 
wyniki:
– Êrednià wytrzyma∏oÊç fcm=37,0 MPa
– odchylenie standardowe sn=3,7 MPa
– najni˝sza wartoÊç fci=25,0 MPa.
Stosujàc odpowiednie normowe kryteria zgodnoÊci 
otrzymano:
– wg PN-B czyli ze wzoru (5):
 fcm=37,0 MPa > 30,0+1,64 x 3,7 =36,1 MPa
– wg PN-EN czyli ze wzorów (8):
 fcm=37,0 MPa > 30,0+1,48 x 3,7 =35,5 MPa
 fci=25,0 MPa < 30,0 – 4,0 = 26,0 MPa

Wniosek: zgodnoÊç betonu zosta∏a potwierdzo-
na jedynie wg PN-B, natomiast o niezgodnoÊci 
wg PN-EN zdecydowa∏ zani˝ony wynik badania 
wytrzyma∏oÊci jednej z trzydziestu próbek.

Przyk∏ad 2.
Na podstawie próby Êciskania n=3 próbek beto-
nu projektowanej klasy wytrzyma∏oÊci na Êciskanie 
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C16/20 (fck,cube=20 MPa) otrzymano nast´pujàce 
wyniki: 17,0; 17,0; 41,0 MPa, stàd
– Êrednia wytrzyma∏oÊç fcm=25,0 MPa
– najni˝sza wartoÊç fci=17,0 MPa.
Stosujàc odpowiednie normowe kryteria zgodnoÊci 
otrzymano:
– wg PN-B czyli ze wzorów (4):
 fcm= 25,0 MPa > 1,2 x 20,0 = 24,0 MPa
 fci= 17,0 MPa < 20,0 MPa
– wg PN-EN czyli ze wzorów (7):
 fcm = 25,0 MPa > 20,0+4,0 = 24,0 MPa
 fci= 17,0 MPa > 20,0 – 4,0 = 16,0 MPa

Wniosek: zgodnoÊç betonu zosta∏a potwierdzona tyl-
ko wg PN-EN, przy czym warto zwróciç uwag´, ˝e 
nastàpi∏o to mimo bardzo du˝ego rozst´pu wyników 
badaƒ wytrzyma∏oÊci na Êciskanie od 17 do 41 MPa.

3. Wnioski
Podane przyk∏ady pokazujà, ˝e wyniki koƒcowej oce-
ny betonu wg norm dotychczasowej PN-B-06259:
1988 [6] i nowej PN-EN 206-1:2003 [8] mogà byç 
ró˝ne, przy czym w obu przyk∏adach o ró˝nych licz-
bach próbek n decydujàce okaza∏y si´ wymagania 
dotyczàce najni˝szej wartoÊci wytrzyma∏oÊci fci. O ile 
przyj´cie w obu normach kryterium odnoszàcego si´ 
do fci w przypadku ma∏ej liczby próbek jest uzasadnio-
ne, to budzi wàtpliwoÊç wymagane w PN-EN [8] ta-
kie dodatkowe kryterium w odniesieniu do du˝ej licz-
by próbek (patrz przyk∏ady). Dyskusyjne wydaje si´ 
jednak dopuszczenie w PN-EN [8] bardzo zani˝onej 
wartoÊci fci ≥ fck - 4, szczególnie w przypadku betonu  
niskiej klasy wytrzyma∏oÊci (por. przyk∏ad 2).

Natomiast mniej istotne w skutkach (zaledwie kil-
kuprocentowe) okazuje si´ wprowadzenie w no-
wej normie PN-EN [8], przy liczbie próbek n  ≥ 15, 
wspó∏czynnika kn=1,48 mniejszego od przyj´tego w 
PN-B [6] wspó∏czynnika 1,64. Nie zmienia to fak-
tu, ˝e tylko w normie PN-EN [8] odstàpiono od po-
wszechnie uznawanego wymagania stosowania w 
kryteriach zgodnoÊci materia∏ów konstrukcyjnych po-
ziomu ufnoÊci γ ≥ 0,5.
Zamieszczona w pracy tabl. 1 umo˝liwia identyfi -
kacj´ podstaw kryteriów zgodnoÊci wyst´pujàcych w 
ró˝nych normach PN i PN-EN. Jak podano w pracy 
[4], kryteria zgodnoÊci oparte na klasycznym wnio-
skowaniu statystycznym, przyj´te w dotychczaso-
wej PN-B [6] dotyczàcej betonu (przy za∏o˝eniu 
rozk∏adu normalnego wytrzyma∏oÊci i oszacowaniu 
kwantyla rz´du 0,05 na poziomie ufnoÊci γ ≥ 0,5), 
sà nadal stosowane w wielu normach PN-EN, m.in. 
dotyczàcych kamienia budowlanego (przy za∏o˝eniu 
rozk∏adu logarytmo-normalnego dwuparametrowego i 
oszacowaniu kwantyla na poziomie ufnoÊci γ ≥ 0,75), 
a tak˝e w PN dotyczàcych stali zbrojeniowej (przy 
za∏o˝eniu rozk∏adu normalnego i poziomu ufnoÊci 
γ ≥ 0,90). Natomiast kryteria zgodnoÊci oparte na 
wnioskowaniu Bayesowskim wykorzystane zosta∏y 
w EN 1990:2000 (EC 1), dotyczàcej podstaw pro-
jektowania konstrukcji budowlanych oraz w normie 
dotyczàcej konstrukcji murowych, przy czym w obu 
przypadkach podkreÊlono, ˝e zapewniony jest poziom 
ufnoÊci γ ≥ 0,75.
Na koniec warto wi´c podkreÊliç przypadkowoÊç 
w przyjmowaniu kryteriów zgodnoÊci w zatwierdzo-
nych lub opracowywanych normach EN oraz PN-EN 
i oczekiwaç w przysz∏oÊci zharmonizowania zasto-
sowanych w nich podstaw statystycznych. Nie trze-
ba bowiem uzasadniaç wniosku, ˝e zapewnienie 
niezawodnoÊci (bezpieczeƒstwa) konstrukcji budow-
lanych wymaga przyjmowania jednolitych i porówny-
walnych kryteriów zgodnoÊci do oceny wytrzyma∏oÊci 
– niezale˝nie od rodzaju materia∏u konstrukcyjnego.

prof. Les∏aw Brunarski
Instytut Techniki Budowlanej
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