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samochodowego na ruchliwych 

ulicach naszych miast. Maj c 

jednak na uwadze nadmierny 

poziom ha asu w trakcie prowa-

dzenia robót drogowych, celowe 

i konieczne s  pewne dzia ania 

w celu jego ograniczenia. Mog  

by  one podejmowane zarów-

no na etapie projektowania, jak 

i realizacji prac budowlanych. 

Do najwa niejszych takich dzia-

a  nale : eliminacja lub mini-

malizacja najbardziej ha a liwych 

procesów i prac, udoskonalenie 

polityki w zakresie stosowania 

maszyn i urz dze  o ma ej emisji 

ha asu, uwzgl dnienie wymaga  

dotycz cych ograniczenia ha asu 

w specyfikacjach przetargowych, 

minimalizacja nara enia pracowni-

ków na ponadnormatywny ha as, 

prowadzenie systematycznej oce-

ny poziomu ha asu w czasie pro-

wadzenia robót (monitoring) oraz 

eliminowanie z placu budowy ró-

de  o nadmiernej ha a liwo ci.

ród em maksymalnego poziomu 

d wi ku przekraczaj cego stosun-

kowo cz sto poziom 80 dB(A), s  

samochody ci arowe transportu-

j ce materia y na place budów, 

a tak e urz dzenia u ywaj ce krót-

kotrwa ych d wi kowych sygna ów 

ostrzegawczych wstecznego biegu. 

Do bardzo ha a liwych urz dze  

nale y zaliczy  tak e wszelkiego 

rodzaju m oty, zag szczarki oraz 

pi y do wykonywania fug w war-

stwie cieralnej.

Nale y stwierdzi , e praktycznie 

wszelkie prace budowlane pro-

wadzone na obszarach A ochro-

ny uzdrowiskowej i na terenach 

rekreacyjno-wypoczynkowych po-

za miastem prowadz  do prze-

kroczenia równowa nego pozio-

mu d wi ku o warto ci 50 dB(A) 

w odleg o ci 50 m od miejsca ich 

realizacji. Jednak poziom ha a-

su od wielu robót drogowych nie 

przekracza w sposób zdecydo-

wany poziomu ha asu od ruchu 

wi zuj cymi normami [1] i [2]. 

Z uwagi na ró nice w zapisach 

normowych, otrzymuje si  w zasa-

dzie ró ne zbrojenie przy ich sto-

sowaniu. W niniejszym artykule 

dokonano porównania algorytmów 

wymiarowania wykonanych przy 

u yciu obu norm. Miar  s u c  

do porównywania wyników analizy 

s  miarodajne momenty zginaj ce, 

na podstawie których okre la si  

zbrojenie w przekroju p yty [3].

Prezentowany w artykule problem 

zosta  zastosowany w autorskim

1. Wprowadzenie

Przedmiotem analizy jest p yta 

elbetowa zbrojona ortogonalnie, 

parametryzowana uk adem wspó -

rz dnych {x,y} na powierzchni 

rodkowej p yty. Zgodnie z proce-

dur  stosowan  w praktyce pro-

jektowej, dla przyj tego schematu 

statycznego i obci enia wyko-

nuje si  analiz  statyczn  p yty 

traktowan  zwykle jako spr ysta, 

cienka p yta Kirchhoffa otrzymuj c 

w efekcie rozk ad przemieszczenia 

Problem no no ci granicznej p yt 
elbetowych w uj ciu aktualnych 

przepisów normowych
Prof. dr hab. in . Piotr Konderla, Politechnika Wroc awska

i si  wewn trznych. W przypad-

ku stosowania do analizy metody 

numerycznej MES, otrzymuje si  

rozwi zania w postaci dyskretnej. 

Kolejnym etapem jest wymiarowa-

nie p yty, co w praktyce sprowadza 

si  do doboru zbrojenia p yty tak, 

aby spe nione by y warunki stanu 

granicznego zgodnie z obowi zu-

j cymi normami.

W artykule analizowano problem 

wymiarowania p yt elbetowych 

w zakresie spe nienia I stanu gra-

nicznego zgodnie z aktualnie obo-
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ortogonaln , przy czym orienta-

cja siatki jest zgodna z przyj tym 

uk adem wspó rz dnych {x,y}. 

Dla pojedynczego zestawu obci -

e  w wyniku analizy statycznej 

otrzymano stan si  wewn trznych 

w wybranych punktach p yty (m
x
, 

m
y
, m

xy
=m

yx
), który jest podstaw  

wymiarowania p yty w tym punk-

cie. W przypadku rozwi zywania 

p yty MES tymi punktami w spo-

sób naturalny s  punkty w z o-

we modelu MES. We wszystkich 

dotychczasowych normach zwi -

zanych z konstrukcjami elbeto-

wymi, p yt  wymiaruje si  nieza-

le nie na dwóch ortogonalnych 

kierunkach traktuj c j  jako belk  

o szeroko ci jednostkowej. Je eli 

do wymiarowania zbrojenia przy-

j  odpowiednio momenty m
x
 

i m
y
 to wówczas pomijamy wp yw 

momentów skr caj cych m
xy
 

na wyt enie p yty. Norma PN-B-

03264 [1] w zasadzie bezpo red-

nio nie odnosi si  do tego oczywi-

stego faktu. Zgodnie z [1] projek-

tant powinien tak dobra  orientacje 

zbrojenia, aby by a ona zgodna 

z kierunkami g ównymi momen-

tów zginaj cych, a wówczas znika 

wp yw momentów skr caj cych, 

które na kierunkach g ównych s  

równe zeru. Tego typu procedu-

ra jest nieefektywna w praktyce, 

szczególnie kiedy jest ona imple-

mentowana w programach kom-

puterowych. St d konieczno  sfor-

mu owania uniwersalnego algo-

 rytmu, który uwzgl dnia by wp yw

momentów skr caj cych m
xy
 na

wyt enie p yty niezale nie od

wzajemnej orientacji siatki zbro-

jeniowej i kierunków momentów 

g ównych.

Odmiennie do powy szego pro-

blemu podchodzi norma PN-EN

1992 [2] wywodz ca si  z Euro-

kodu 2. W przepisach tej normy 

po raz pierwszy bezpo rednio przy 

wymiarowaniu p yty uwzgl dnia si  

fakt wyst powania w p ycie p a-

skiego stanu napr enia co impli-

kuje sprz enie stanu wyt enia 

na obu kierunkach (x,y). St d 

w normie pojawiaj  si  wyra -

nie zdefiniowane poj cia miaro-

Rys. 1. Dwuwymiarowy model p yty oraz schemat redystrybucji napr e
w warstwie

Rys. 2. Schemat blokowy wyznaczania miarodajnych momentów wg Eurokodu 2

Rys. 3.

programie komputerowym o ko-

mer cyjnej nazwie PL-WIN 2. Pro-

gram ten jest programem wspo-

magania projektowania z o onych 

uk adów p ytowo- ebrowo-s upo-

wych. W programie tym zaimple-

mentowano równolegle dwa algo-

rytmy wymiarowania. Pierwszy al-

gorytm jest zgodny z Eurokodem 2 

i norm  [2], natomiast drugi algo-

rytm bazuj cy na normie [1] by  

sformu owany przez autora.

2. Miarodajne momenty zgina-
j ce

W dalszych rozwa aniach zak ada 

si , e p yta jest zbrojona siatk  
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W dalszym ci gu powy sze spo-

soby wyznaczania miarodajnych

momentów b d  nazywane Meto -

da-1 (wg Eurokodu 2) oraz Meto-

da-2 (wg autorskiego algorytmu 

na bazie PN-B-03264).

3. Analiza porównawcza miaro-
dajnych momentów

Porównywano warto ci miaro-

dajnych momentów wyznaczane 

Metod -1 i Metod -2. Zak ada si , 

e w analizowanym punkcie p yty 

szczegó owy algorytm wyznacza-

nia miarodajnych momentów zgi-

naj cych, którego schemat bloko-

wy pokazany jest na rysunku 2.

Miarodajne momenty zginaj ce wg

algorytmu autora, a bazuj ce na

normie PN-B-03264, wyznaczono 

posi kuj c si  nast puj cym wy -

wodem:

a) w analizowanym punkcie p yty 

si y wewn trzne s  równe: m
x
, m

y
, 

m
xy
; wst pnie przyjmuje si  miaro-

dajne momenty równe: 
^
m

ux
 := m

x
, 

^
m

uy
 := m

y
,  oraz  

^
m’

ux
 := m

x
, 

^
m’

uy
 := m

y
,

b) dla ka dej warto ci ze zbioru φ
i
 

∈ (0,π), w praktyce dla dyskretne-

go zbioru warto ci φ
i 
= iπ/n (i=0, 1, 

2, ..., n) wyznacza si  moment zgi-

naj cy na kierunku osi x
ϕi
 transfor-

muj c tensor momentów do uk a-

du lokalnego {x
ϕi
,y

ϕi
}; w przypadku 

wielu wariantów obci enia tym 

sposobem otrzymuje si  obwied-

ni  momentu m
ϕ
 jak to pokazano 

na rysunku 3b,

c) miarodajne momenty s  pod-

staw  obliczenia ilo ci zbrojenia, 

a tym samym s  miar  no no-

ci p yty na okre lonym kierunku, 

w takim razie po transformacji par 

momentów (
^
m

ux
, 

^
m

uy
) i (

^
m’

ux
, 

^
m’

uy
) 

na kierunek osi x
ϕi
 powinny by  

spe nione nast puj ce warunki

,sinˆcosˆ

,sinˆcosˆ

22

22

iiuyiux

iiuyiux

mmm

mmm

+

+

(2)

d) je eli powy sze warunki nie 

s  spe nione, to nale y zwi kszy  

warto ci miarodajnych momentów 

o moment ∆m, tak aby warunki (2) 

by y spe nione dla ka dego ϕ
i

dajnych momentów zginaj cych.

Przez miarodajne momenty zgina-

j ce m
ux

 oraz m
uy

, rozumie si  ekwi-

walentne momenty odpowiednio 

na kierunkach x i y, których war-

to ci uwzgl dniaj  wp yw pe nego 

tensora momentów na wyt enie 

p yty i s  bezpo rednio wykorzy-

stywane przy wymiarowaniu p yty 

traktowanej jak belka prostok tna 

o wysoko ci h i szeroko ci jed-

nostkowej.

Miarodajne momenty zginaj ce wg 

Eurokodu 2, jak równie  wg PN-EN 

1992 wyznacza si  przy za o eniu 

dwuwarstwowego modelu p yty, 

której warstwy s  w stanie granicz-

nym. Szczegó owy wywód takie-

go podej cia, podany jest mi dzy 

innymi w [3], sk ada si  z nast pu-

j cych kroków:

– w analizowanym punkcie p yty 

si y wewn trzne s  równe: m
x
, m

y
, 

m
xy
 (rys. 1a),

– w stanie granicznym w ka dej 

z warstw pojawia si  rysa pod 

k tem θ i θ odpowiednio w war-

stwie dolnej i górnej,

– z warunku stanu granicznego 

dla ka dej z warstw, wyznacza si  

miarodajne momenty (m
ux

, m
uy

) 

i (m’
ux

, m’
uy

) odpowiednio dla 

wymiarowania zbrojenia dolnego 

i górnego (rys. 1b)

ctg

tg

+=

+=

xyyuy

xyxux

mmm

mmm

ctg

tg

+=

+=

xyyuy

xyxux

mmm

mmm

 (1)

Miarodajne momenty maj  sens 

fizyczny, je eli s  nieujemne 

i w tym kontek cie nale y inter-

pretowa  równania (1). K ty θ i θ’ 

w wyra eniach (1) nie s  okre lone. 

Wyznacza si  je zwykle z warun-

ku minimalizacji sum (m
ux 

+ m
uy

)

i (m’
ux

 + m’
uy

). Optymalne wielko ci 

k tów θ i θ’ zale  od wzajemnych 

relacji pomi dzy sk adowymi ten-

sora momentów, przy czym w wi k-

szo ci przypadków s  to k ty θ
opt

 = 
θ’

opt
 = π/4.

Na podstawie przedstawione-

go wywodu mo na sformu owa  

Rys. 4.

Rys. 5.



PRZEGL D BUDOWLANY 2/201054

NORMALIZACJA

A
R

T
Y

K
U

Y
 
P

R
O

B
L

E
M

O
W

E

xyyuyxyxux mmmmmm +=+= ,
 (6)

Miarodajne momenty Metod -2 

wyznaczono zgodnie z algorytmem 

przedstawionym w p. 2:

a) Wst pnie przyjmuje si  mia ro-

dajne momenty równe

^
m

ux
 := m

x
, 

^
m

uy
 := m

y

b) Moment zginaj cy w przekroju 

obróconym o dowolny k t β wzgl -

dem osi z
1
 jest równy

+= 2cos0 rmm  (7)

Momenty zginaj ce 
^
m

ux
, 

^
m

uy
, m

β

reprezentuj  no no  odpo wied-

niego przekroju p yty (rys. 5).

c) Warunek wytrzyma o ci wyma-

ga, aby moment zginaj cy otrzyma-

ny w wyniku transformacji momen-

tów 
^
m

ux
, 

^
m

uy
, do uk adu wspó -

rz dnych {x
β
,y

β
} by  nie mniejszy 

ni  m
β
, tym samym spe niona by a 

relacja

+ mmm uyux )(sinˆ)(cosˆ 22

 (8)

w przeciwnym przypadku miarodaj-

ne momenty nale y zwi kszy  o ∆m 

aby spe niony by  warunek (8)

++ mmux )(cos)ˆ(

=++ mmmuy )(sin)ˆ( 2

2

 (9)

st d

)(sin)(cos 22
= yx mmmm

 (10)

gdzie

m
0
 ≡ (m

1
+m

2
)/2, r ≡ |m

1
 – m

2
|/2.

Stosuj c Metod -1 miarodajne 

momenty na kierunkach siatki 

zbrojeniowej zgodnie z (1) dla θ = 
π/4 s  równe

Rys. 8.
Schemat p yty 
w oknie g ów-
nym programu 

PL-Win 2

Rys. 6.

Rys. 7.

wyst puje stan si  wewn trznych 

okre lony momentami g ównymi 

m
1 
> 0, m

2
 = γ m

1
, γ ∈ (–1, 1)

a osie g ówne momentów pokry-

waj  si  z osiami {z
1
, z

2
}. Nale y 

wyznaczy  miarodajne momenty 

zginaj ce dla wymiarowania orto-

gonalnej siatki zbrojeniowej para-

metryzowanej uk adem wspó rz d-

nych {x, y}, który obrócony jest 

o k t ϕ wzgl dem uk adu {z
1
, z

2
} 

(rys. 4a). Analizowano dwa nieza-

le ne przypadki stanu si  wewn trz-

nych.

Przypadek 1

Zak ada si , e momenty g ówne 

s  nieujemne, tzn. γ ∈ (0, 1) (rys. 

3b). Na kierunkach uk adu {x, y} 

wspó rz dne tensora momentów 

s  równe

,2sin

,2cos

,2cos

0

0

=

=

+=

rm

rmm

rmm

xy

y

x

 
(5)
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struj cy efekty zastosowania obu 

metod wymiarowania analizowano 

p yt  kwadratow  o wymiarach 8,0 

× 8,0 m o sta ej grubo ci h =

20 cm podpart  przegubowo 

na dwóch cianach i obci on  

równomiernie na zaznaczonej cz -

ci powierzchni obci eniem q = 

5 kN/m2 (rys. 8). Przyj to beton 

klasy C25/30, stal klasy A-III, pr ty 

zbrojeniowe o rednicy 16 mm, 

otulin  2 cm oraz orientacj  siatki 

zbrojenia zgodn  z osiami (x,y) 

równolegle do kraw dzi p yty.

Na rysunku 9 pokazano izolinie 

rozk adu zbrojenia dolnego i gór-

nego na kierunku x wyznaczon  

Metod -1. Podobnie na rysunku 

10 pokazano rozk ady zbrojenia 

wyznaczone Metod -2. Lokalne 

ró nice s  widoczne, chocia  

ilo  sumarycznego zbrojenia jest 

podobna.

W podsumowaniu nale y stwier-

dzi , e obie metody s  wzgl dem 

wyznaczone Metod -2. Analo gicz-

ne wyniki pokazano na rysunku 7b 

dla γ = –0,5, gdzie rednia ró nica 

wyników wynosi oko o 3%, rów-

nie  na korzy  Metody-1.

Teoretycznie wyznaczanie miaro-

dajnych momentów Metod -1 wg 

Eurokodu 2 jest bardziej ekono-

miczne w stosunku do Metody-2. 

Jednak e w praktyce ró nice te 

s  niewielkie, poniewa  lokalne 

wyst powanie w p ycie g ównych 

momentów zginaj cych ró nych 

znaków nie jest zbyt cz ste, 

a jedynie wówczas obserwujemy 

co najwy ej kilkuprocentowe ró -

nice w wynikach.

4. Wymiarowanie p yty w pro-
gramie PL-Win 2

Przedstawione powy ej metody 

wymiarowania p yty s  zaimple-

mentowane w autorskim progra-

mie PL-Win 2. Jako przyk ad ilu-

d) W celu wyznaczenia maksymal-

nej warto ci ∆m zapisano warunek 

ekstremum funkcji

...,1,0  dla   
24

2tan2tan0
)( 1

=+=

==

i
i

m

i

 (11)

Dla pierwszego pierwiastka β
0
 = 

φ – π/4 druga pochodna funkcji ∆m 

jest równa

,02sin4
)(

2

2

=
m

 (12)

st d wynika, e funkcja ∆m osi ga 

ekstremum w punkcie β
0

mm == )(

xyy

x

mm

mm

=)4/(sin

)4/(cos
2

2

00max

 (13)

oraz

.ˆ

,ˆ

max

max

xyyuyuy

xyxuxux

mmmmm

mmmmm

+=+=

+=+=

 (14)

e) Z powy szego wynika, e

mia rodajne momenty wyznaczone 

Metod -2 s  identyczne z miaro-

dajnymi momentami wyznaczony-

mi Metod -1. Rozk ad miarodaj-

nych momentów dla wybranych 

warto ci γ = 0,0 i γ = 0,5 pokaza-

no na rysunku 6.

Przypadek 2:

Zak ada si , e w analizowanym 

punkcie p yty wyst puje taki stan 

si  wewn trznych, e momen-

ty g ówne s  ró nych znaków. 

Niech m
1 

> 0, m
2
 = γ

m1
, γ ∈ (–1, 0). 

W tym przypadku wyst puj  ró -

nice w warto ciach miarodajnych 

momentów wyznaczonych obiema 

metodami. Ró nice te zale ne s  

od proporcji momentów g ównych, 

przy czym najwi ksze ró nice 

wyst puj  dla γ = −1.

Na rysunku 7a pokazano funkcje 

miarodajnego momentu wyzna-

czonego Metod -1 i Metod -2 

w zale no ci od orientacji zbroje-

nia wzgl dem kierunków g ównych 

dla γ = –1. Warto ci miarodajnych 

momentów wyznaczone Metod -1 

s  rednio oko o 8% mniejsze ni  

Rys. 9.  Izolinie powierzchni przekroju zbrojenia w [cm2/m] (a) dolnego i (b) 
górnego wyznaczone Metod -1

Rys. 10.  Izolinie powierzchni przekroju zbrojenia w [cm2/m] (a) dolnego i (b) 
górnego wyznaczone Metod -2

a)

a)

b)

b)
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W przyk adzie drugim pokaza-

no wp yw orientacji siatki zbroje-

niowej na rozk ad miarodajnych 

momentów zginaj cych wyzna-

czonych Metod -1. Analizowano 

p yt  kwadratow  jak w przy-

k adzie pierwszym ró ni c  si  

jedynie warunkami brzegowymi. 

W tym przypadku p yta oparta jest 

przegubowo na wszystkich czte-

rech kraw dziach (rys. 11).

Na rysunku 12 pokazano rozk ady 

miarodajnych momentów zgina-

j cych dla kierunku równoleg e-

go do kraw dzi p yty, natomiast 

na rysunku 13 pokazano rozk ady 

miarodajnych momentów zginaj -

cych dla kierunku przek tnej pola 

p yty. Z uwagi na symetri , miaro-

dajne momenty w kierunkach pro-

stopad ych s  odpowiednio syme-

tryczne. Pokazane na rysunkach 

12 i 13 warto ci momentów nale y 

u y  do wymiarowania siatki zbro-

jeniowej o orientacji odpowied-

nio zgodnej z przyj tym uk adem 

wspó rz dnych {x,y} oraz siatki 

zbrojeniowej o orientacji obróco-

nej o 450 w stosunku do przyj te-

go uk adu wspó rz dnych. Wyniki 

wskazuj , e w przypadku obróco-

nej siatki zbrojenia otrzymuje si  

mniejsz  ilo  stali zbrojeniowej 

o oko o 25% w stosunku do orien-

tacji siatki zbrojeniowej zgodnej 

z uk adem wspó rz dnych {x,y}.
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tyce projektowej dla wielu warian-

tów obci enia oraz konieczno ci 

automatyzacji oblicze , te mo -

liwo ci trudno efektywnie wyko-

rzysta .

siebie równowa ne. Teoretycznie 

Metoda-2, metoda bazuj ca na

Euro kodzie 2, daje pewne dodat-

kowe mo liwo ci optymalizacji 

ilo ci zbrojenia, jednak e w prak-

Rys. 11.
Schemat 

statyczny p yty

Rys. 12. Miarodajne momenty zginaj ce m
us

, –m’
us

 dla osi s pokrywaj cej si  
z osi  x

Rys. 13. Miarodajne momenty zginaj ce m
us

, –m’
us

 dla osi s nachylonej pod 
k tem 45° w stosunku do osi x


