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ANALIZA TERMQ—SPREiYSTO-PLASTYCZNEGO
STANU NOSNOSCI PRETOWYCH KONSTRUKCJI
STALOWYCH

Przedstawiono analize sprezysto-plastycznego stanu nosnosci prgtowych konstrukgji stalowych
z uwzglednieniem wptywu temperatury jednorodnej po dtugosci elementéw kostrukcji stalowych
i niejednorodnej wzdtuz wysokosci przekroju poprzecznego tych elementéw. Przyjeto sprezysto-
idealnie plastyczny model materiatu. Oméwiono algorytm programu.

1. Wstep

W pracy podano metode analizy numerycznej termo-sprezysto-plastycznego stanu
nosénosci ptaskich uktadéw pretowych (ram) w celu wyznaczenia ich odpornosci ogniowej.

W klasycznym zagadnieniu no$nosci granicznej rozpatruje sig ustréj poddany zwie-
kszajgcym sig obcigzeniom statycznym. W przypadku odpornos$ci ogniowej obcigzenia
statyczne pozostajg state, powstajg natomiast dodatkowe sity wywotane obcigzeniem
termicznym, wyczerpanie nosnosci nastgpuje za$ na skutek spadku charakterystyk
mechanicznych materiatu, a co za tym idzie i wartosci granicznych uogélnionych sit
wewnetrznych.

Zagadnienie polega nie na okresleniu wartosci obcigzenia granicznego, lecz na
okresleniu granicznego pola temperatury konstrukcji. Pole temperatury konstrukcji jest
z kolei zalezng od czasu funkcjg temperatury otoczenia, co pozwala na okreslenie czasu
do zniszczenia, czyli odpornosci ogniowe;.

2. Zatozenia
Analize numeryczng przeprowadzono z wykorzystaniem metody elementéw skoriczo-

nych w wersji tzw. zmiennej sztywno$ci. Za element skoriczony przyjgto odcinek prostej belki
dwuteowej odpowiadajacej odlegtosci pomigdzy kolejnymi usztywnieniami $rodnika (rys.1).
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Rys. 1. Element skoriczony ramy: BSF, BBF — szerokos¢ paséw gdrnego i doinego,
TSF, TBF - grubos¢ paséw gérnego i doinego, TW, HW — grubos¢ i wysokosc¢
Srodnika, L — dfugos¢ elementu

Fig 1. Finite element: BSF, BBF — flange wideness upper and lover, TSF, TBF — flange
thickness: upper and lover, TW, HW — thickness and height web, L — element length ~

Diugos¢ elementu mozna dobieraé kierujac sie wymaganiami doktadnosci obliczerl, geome-
trycznymi i mechanicznymi cechami uktadu, sposobem i miejscem przytozenia obcigzer.

Przyjeto, ze modelowe zachowanie sie uktadu elementéw zgodne jest z pewnymi
zatozeniami idealizujgcymi zachowanie sie ramy (belki) rzeczywistej. Zatozenia te
zostaty wymienione ponizej:

1. Wydzielone elementy sg jednorodne i pryzmatyczne — wprowadza to konieczno$¢
gestszego podziatu w przypadku belek nie spetniajacych tych zatozen.

2. Przyjeto sprezysty-idealnie plastyczny model materiatu. Na rysunku 2 pokazano
wykres charakteryzujacy materiat.
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Rys. 2. Wykres o — ¢ charakteryzujgcy materiat
Fig. 2. Relationship ¢ —¢



3. Wiasciwosci mechaniczne (modut sprezystosci Ei granica plastycznosci o, materiatu
sg funkcjg temperatury. Charakter zmiany modutu sprezystosci E i granicy plastycznoéci
o, W funkcji temperatury dla polskich stali budowlanych przedstawiono na rysunku 3.
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Rys. 3. Wzgledna zmiana modutu sprezystosci (1) oraz granicy plastycznosci (2)
stali St3s, 18G2, 18G2A, 18G2AV w funkcji temperatury wedfug pracy [2]

Fig. 3. Elastic moduls and yield streugth as a temperature function for St35, 18G2,
18G2A, 18G2A grade of steel [2]

4. Zatozono jednorodne pole temperatury wzdtuz dtugosci elementu i niejednorodne
wzdtuz wysoko$ci przekroju poprzecznego [1].

5. Obcigzenia statyczne przytozone sa wytacznie w weztach — w przypadku obcigzen
roztozonych w sposéb ciagty nalezy zastapié je obcigzeniami skupionymi w odpowiednio
gesto wprowadzonych weztach.

6. Dziatanie temperatury (obcigzenie termiczne) sprowadzono réwniez do weztéw
jako obcigzenie dodatkowe za pomocg odpowiednio obliczonych sit wewnetrznych.

7. Rozpatrywane zagadnienie ma charakter ptaski, tj. wykluczamy deformacje z ptasz-
czyzny ramy (belki). Oznacza to, ze jedna z ptaszczyzn gtéwnych przekrojéw pokrywa sig
z ptaszczyzng obcigzen.



8. Utworzenie sig uogélnionego przegubu plastycznego w i-tym przekroju ramy (belki)
jest warunkowane spetnieniem réwnania:

F[Q(,), go (T)] =0

(1)

gdzie: g(,) — wektor uogélnionych sit wewnetrznych w przekroju powstatych w wyniku
dziatania obcigzenia statycznego i temperatury,
T —temperatura,
Q,(T) —wektor uogdlnionych granicznych sit wewnetrznych w przekroju w tempe-

raturze T.
Sitami wewnetrznymi wystepujacymi jako argumenty w warunku no$nosci granicznej (1)
sq (rys.4): sita podtuzna N, sita poprzeczna V i moment zginajacy M, .
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Znak { } oznacza wektor kolumnowy.
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Rys.4. Sity wewnetrzne w elemencie
Fig. 4. Internal forces in element
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Q) = {Noy Vo Mo, .
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9 = {Ng» Yoy u)}3x1

9. Konstrukcja ulega zniszczeniu w wyniku wyczerpania si¢ jej nosnosci, dochodzgc
do tego stanu na drodze kolejnych lokalnych uplastycznieri. Wykiuczamy mozliwo$é
zniszczenia kruchego, lokalnych wyboczer lub globalnej utraty stateczno$ci.

10.Zaktadamy, ze przemieszczenia sg mate.

11. Pomijamy wptyw wszelkich btedéw wykonania.

3. Analiza termo-sprezysto-plastycznego stanu nosnosci

3.1. Analiza stanu termosprezystego

Wyrézniono dwa zasadnicze stany wytezenia elementu skoriczonego, kazdy scha-
rakteryzowany odpowiednimi przyrostowymi réwnaniami kanonicznymi: stan termo-

sprezysty (p. 3.1) i stan termo-sprezysto-plastyczny (p. 3.4).



W celu wyprowadzenia réwnania kanonicznego w stanie termosprezystym rozwazmy
element skoriczony poddany dziataniu sit i polu temperatury.

Przemieszczenie odpowiadajgce sitom $, oznaczamy przezr,.

Zgodnie z twierdzeniem Castigliano mamy

s[aa—”] ®
L) 7= const
gdzie:

1

E {/ (4)

Zmieniajac indeks jod 1 do n otrzymamy uktad n réwnarn wiazacych sity S z przemiesz-
czeniami r, co zapisujemy:
U
(6)
[a r )T: const

Catkowite odksztatcenia sa suma odksztatcer sprezystych i termicznych:
e=g+er (6)
ktéra po wykorzystaniu uogéinionego prawa Hooke’a rozszerzonego o efekty termiczne
c=ée+éaT @)
przyjmuje postaé
e=é'g-é'é;aT ®)

=18 8y €2z xy €y Cxxp

=4 xx Eyy €220 Exyp yz'ezx}

gdzie: @ = {0y, Oy, Oz Oy Oz }}

|& IO

e,=-aTé'é, =aT{1,1,1,000|
1-v v v
v 1-v v [0]
v v 1-v)
.. E 1-2v
= —_— 0 0
€= +vd-2v 2
1-2v
i 0 0 2 J
= { 1,-1,0,0, 0}

s 4,
& = -2y
o — wspdtczynnik termicznej rozszerzalnosci liniowej.



Z ostatniego wzoru wynika, ze:
eer= €T ©)

Wstawiajgc wzory (6), (7), (8) i (9) do (4) otrzymujemy ostatecznie:

U—%f(eree+2e é,a T+eTeeT)dV (10

Wprowadzajac zalezno$¢ odksztatcenie — przemieszczenie w postaci
e=br (11)

gdzie b jest macierza operatoréw rézniczkowych.
Wyrazenie (10) na energie mozna przedstawic¢ nastgpujaco:

u=3 (6 sbe Jav+ [(ToTraT)av (] sep Jav  (12)
"4 v

A%
Stad
NN - )
(ar—)7=const "",(9 EE) dVr_+{(§ era T) av (13)
Wprowadzajac oznaczenia:
v
1T=£(9T'e_'Ta T) dv (15)

otrzymamy kanoniczne réwnanie réwnowagi elementu w stanie termosprezystym:

Kéi?e Tox1 = Sgxt ~ dr6xi (16)

Jezeli przyjmiemy, ze zmiany macierzy l_(g‘ze wzdtuz kroku sg pomijalne, réwnanie
powyzsze mozna przedstawi¢ w postaci przyrostowej:

(s)
Koxe Aoy = ASgq —Ad g (7)

Uogdlniajgc rozwazmy:

— wektor przemieszczen globalnych,
= AR - zaleznos¢ pomigdzy przemieszczeniami elementu (18)
a przemieszczeniami globalnymi,
— wektor obcigzeri zewngtrznych odpowiadajacy przemieszczeniom R.

v =D

oo



Jezeli przez 3R oznaczymy wirtualne przemieszczen
or=A R
Praca sit zewnetrznych to
3W=5R"P
a praca sit wewnetrznych 5r” S.
Z zasady prac wirtualnych
SR'P=05r"S

otrzymamy
5R7(P-ATS)= 0

a podstawiajgc wzor (16) do powyzszego wzoru, mamy

ia, to

5R7(P-ATkAR+ATJ)= 0

Stad

i ostatecznie

KR=P-A'

|:n
&=

(20)

Wektory uogdlnionych sit wewnetrznych oraz uogélnionych przemieszczen w przy-
padku obecnej analizy zdefiniowano na rysunkach 4 i 5.
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Rys.5. Uogdinione przemieszczenia w elemencie i-j
Fig. 5. Displacements in element i-j
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Jawng posta¢ macierzy gffs dla elementu pretowego wyprowadzono w pracy [3).

Wprzypadku obecnej analizy w macierzy nalezy uwzgledni¢ zmiane wspétczynnika spre-
zystosci w funkcji temperatury, tzn.

AE(T)
L
12E(T)I .
—Lg)- [symetria] (23)
6E(T)I 4E(T)I
0 12 L
ks =| AE AE(T)I
1 0 0 L
12E(T)I 6E(T)! 12E(T)!
_ LgD _ LLZT) 0 L( 7)
6E(T)! 2E(T)I _BE(M)I  4E(T)
0 13 L 0 fE L

gdzie Ai / oznaczajg odpowiednio pole przekroju elementu oraz moment bezwtadnosci
wzgledem osi obojetne;.

3.2. Temperatura jednorodna

Pod pojeciem temperatury jednorodnej rozumiemy tu jednorodny rozktad temperatury
wzdiuz diugosci elementu i w przekroju poprzecznym, tzn. zgodnie z przyjetym na
rysunku 6 uktadem osi

T/ = T(x, y, 2) = const (24)

Dla tak przyjetego obcigzenia termicznego macierz sztywnosci elementu wyznacza-
my dla wartosci wspétczynnika E = E (T) (rys. 3). Warto$é wspétczynnika sprezystosci
w funkcji temperatury wyznaczamy z zaleznosci okreslonych doswiadczalnie.

Zgodnie z przeprowadzonymi badaniami [2] zmienno$¢ wspétczynnika sprezystosci
w funkcji temperatury dia stali weglowych St3S, St3SX, St3SY i stali niskostopowych
18GZ, 18GZA i 18GZAV przyjmuije sie wedtug wzoru

E(T)=Ey, 1,027exp [(963.4 T-3,34 T2)1 0] (25)

w przedziale temperatur 300 °C — 880 °C oraz
E(T)= Ey (26)

w przedziale do 300 °C, gdzie E,, jest warto$cig wspoiczynnika sprezystosci w tempe-
raturze 20 °C.
Wartosci przyrostéw sit {AJ | wyznaczamy z nastepujacych zaleznosci:

ANg, =[ Ao, (T)dA=[ E(T) oy ATdA=E(T) ap AT[dA=E(T) a;ATA  (27)
A A A
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My, = jAo (T)ydA=[E(T) a;ATydA=E(No,AT[ydA  (28)
A A

3.3. Temperatura niejednorodna

Zgodnie z zatozeniami podanymi w p. 2.1 oprécz temperatury jednorodnej w catym
elemencie rozpatrzymy niejednorodny rozktad temperatury wzdtuz wysokosci przekroju
poprzecznego (rys. 6), tzn.

=Ty =Ty (29)

Dla tak przyjetego rozktadu temperatury wspétczynnik sprezysto$ci zmienia sig
réwniez i mamy do czynienia z przekrojem niejednorodnym.

Rys. 6. Charakter zmiany temperatury i modufu sprezystosci E wzdfuz wysokosci przekroju
poprzecznego elementu
Fig. 6. Variation of temperature function and elastic moduls E along the element height

O$ obojetna zostanie przesunieta w kierunku czesci przekroju o wigkszym E. Dzielac
myslowo przekréj niejednorodny na warstwy (ktérych wzajemne przesunigcie nie jest
mozliwe), mozna zastgpi¢ go w obliczeniach przekrojem jednorodnym o statym dla
catego przekroju wspétczynniku sprezystosci E,,, zastgpujac pola odpowiednich
warstw polami poszerzonymi (lub zwgzonymi) w kierunku réwnolegtym do osi obojgtne;j
w stosunku

20
gdzie: E;, —wspétczynnik sprezystosci materiatu i-tej warstwy obliczony dla tempera-
tury $redniej w warstwie,
— wspétczynnik sprezystosci warstwy w temperaturze 20 °C przyjety jako
podstawowy.

E20

11



Dla tak zmienionego przekroju potozenie osi obojetnej wyznaczamy jak dla przypadku
E; = const.
Potozenie osi obojgtnej y, wyznaczamy ze wzoru (rys. 7):

_S (30)
yO - AZ
gdzie:
LWR )
S = Z AL Yo (31)
=1
LWR
A, =Y nf'AY (32)
=1
yé — odlegto$¢ $rodka cigzkos$ci kazdej z warstw od osi z,,
AUy
: Ezo
gdzie: T¥ - stata temperatura i-tej warstwy,
E,.W — modut sprezystosci i-tej warstwy obliczony dla temperatury T,-w,
E,, — modut sprezystosci w temperaturze 20 °c,
AI_W — pole i-tej warstwy,
A;'z/ = AI?V n;” — zastepcze pole i-tej warstwy,
A, - pole przekroju zastgpczego,
S - moment statyczny pola przekroju zastgpczego wzgledem osi z,,

LWR - liczba warstw, na ktéra podzielono przekréj wzdtuz wysokosci.

Rys.7. Wyznaczenie momentu bezwladnosci i-tej warstwy
Fig. 7. Determination of inertia moment for i layer

12



Moment bezwtadno$ci i-tej warstwy IZV wzgledem osi z

. : \2 (33)
= 12 A (yé)
przy czym
BBFY ﬂI’W ) TBWW3
4 12
gdzie: BBFiW — szerokos¢ i-tej warstwy,
TBW,.W — wysokos¢ i-tej warstwy.
Moment bezwtadnosci catego przekroju wzgledem osi z,:
LWR[ <3 (35)
_ w w !
Iz1 - 21‘: [Iz; + Aiz (yo) ]
=
Moment bezwiadnosci catego przekroju wzgledem osi z,:
2 (36)
/zo = Iz1 -A, (yo)
Ay
- : T & o 1

Rys. 8. Wielkosci charakterystyczne

z
przy wyznaczaniu sit ANy ) i AMT( ) T = L
Fig. 8. Determination of forces ANT( ) | AW
and AMy, —_

W przypadku niejednorodnej temperatury wzdtuz wysokos$ci przekroju poprzecznego
macierz sztywnosci k® okres$long wzorem (23) wyznaczamy dla E(T) = E A=A,
zgodnie ze wzorem (32) oraz /, =/, zgodnie ze wzorem (36).

0
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Warto$é sit {A‘L T} wyznaczamy analogicznie jak z wzoréw (27) i (28), tzn.:

ANqy = | Ao, (T) dA=[ E[T(y)lar AT () dA= [ ELT()) o A7 () BBF () dy =
A A A

LWR (37)
= z E(Tiw)otr ATI.W BBF,-W TBWI-w

=1
AMy, =£A0TnydA=£ E[TW) oy AT() ydA=£ ET () oty AT (y) BBF () dy =
LWR

= 3. E(T) oy AT BEEY v B

=1

(38)

3.3. Warunek plastycznosci

Analizujac no$nos$é graniczng ram ptaskich za pomoca termo-sprezysto-plastycznego
modelu materiatu, musimy znaé potozenia tzw. przegubéw plastycznych. Sa to miejsca,
w ktérych plastycznos$é jest osiagnieta w catym przekroju poprzecznym i moze w tych
miejscach nastgpowac nieograniczone ptynigcie.

W pierwszej, testowej wersji realizowanego programu numerycznego przyjeto waru-
nek stanu granicznego (1) w k-tym przekroju przyweztowym w postaci

n2 +v2 +m,-1=0 (39)

(G () .
a wigc w takiej, jaka niekiedy przyjmuje sie dla petnych przekrojéw prostokatnych.
We wzorze tym
oo Mo Mo Me (40)
0= Ny (T) "0~ Vo (T) "0~ My (T)

za$ N,(T), V(T ), M,(T) oznaczajg wielkosci graniczne w temperaturze T sity podtuznej N,
sity thacej V oraz momentu zginajacego M i sg liczone dla przekrojéw dwuteowych
symetrycznych wedtug nastepujacych wzoréw:

¢ dla temperatury jednorodnej w przekroju

Ny (T) =[2Bt+(H-2t)g] 6, (T)
V, (T) = (H-2t) g14(T)

2

MO(T)=[Bt(H—r)+g(—2h—'—tJ }oo(r) (1)

14



gdzie: H — wysokos$¢ dwuteownika,
g — grubos¢ srodnika,
B - szeroko$¢ pétek,
t — grubos¢ pétek.
« dla temperatury niejednorodnej wzdtuz wysokosci przekroju poprzecznego (29)

No(T)=[ oo [T(]dA
A

Vo(T) =1 [TW] d A 42)

AS{

My (T) =[ 00 [T () yd] A
A

gdzie: A - pole dwuteownika,
A, — pole $rodnika.

W programie catkowanie we wzorach (42) wykonuje si¢ numerycznie.

3.5. Analiza stanu termo-sprezysto-plastycznego

W stanie tym zachowanie elementu charakteryzowane jest rwnaniem
(s-p) —
k(T)exg Algy =AQg,q

gdzie k (T)gi“é’) jest jedng z trzech réznych macierzy sztywnosci sprezysto-plastycznej

elementu (przyjmowanych zaleznie od miejsc pojawienia sig stref plastycznych) uwz-
gledniajacych zmiang modutu sprezystosci E oraz granicy plastycznosci o, z tempera-

turg (rys. 3).
Uplastycznienie elementu skoriczonego jest rownoznaczne ze spetnieniem réwnania

(1) w k-tym przekroju przyweztowym tego elementu. Wielko$¢ deformacii plastycznych
okreslamy za pomocg parametru skalarnego p, (45), k=1,2.
Jezeli element znajduje sie w stanie sprezystym, mozemy zapisaé:

Q k. k.| |r;
o= _ [k u} H (43)
{9/] {k,-,- kil (L

gdzie k,./. oznaczajg podmacierze o wymiarze 3 x 3 macierzy lg(;)(s(ZS).

Catkowity przyrost uogélnionych przemieszczen Ar sktada sig z trzech czesci: przy-
rostu sprezystego Ar®, przyrostu termicznego AL' oraz przyrostu plastycznego Ar”, tj.

Ar = Ar® + Ar'+ ArP = Ar®! + ArP (44)

gdzie Ars' = Ar® + Ar'.

15



Plastyczny przyrost uogélnionych przemieszczert mozna zgodnie z przyjetym stowa-
rzyszonym prawem plastycznego ptynigcia wyrazi¢ wzorem

s
aQ
ArP = Ar_f,) Y IR H; 0
= |aeR[ [0 Wy |[9F 0 Hj
—) 30
T
Jezeli przekrdj przyweztowy ilub j elementu jest sprezysty, to odpowiednio W= 0 lub

W= 0. Zalezno$¢ pomigdzy przyrostem sit wewnetrznych i przyrostami przemieszczern
mozna wyrazié jako

(49)

AQ, k; k;|ars! ki Kyl [Ar—Arf
AQ = = 4 y ! (46)
= lagy] T [k eyl |ars | T K k AL’}
Podstawiajgc réwnanie (45) do réwnania (46) otrzymamy
ki k D,
Q= “H® @7)
k k 9

Zgodnie z réwnaniem (45) wektor przyrostu odksztatceri plastycznych jest prostopadty
do powierzchni ptynigcia. Zaktadajac, ze rzut przyrostu wektora sit uogélnionych na
kierunek prostopadty do powierzchni ptynigcia jest réwny przyrostowi wektora uogéinio-
nych odksztatcer plastycznych pomnozonemu przez modut h (bedacy pewnym zastg-
pczym modutem wzmochienia plastycznego), otrzymamy

[35] (AQ,- - h, AL’?) =0 (48a)
Q)
(g;)l (AQ -h, Arp) 0 (48b)

gdzie i, j oznaczajg lewy lub prawy koniec elementu.
Wstawiajgc wzér (45) do réwnar (48a,b) otrzymamy

(%J, [AQ i (ggl}:o (492)
[3—;] [Ao La [32” € (49b)

Rozwigzujgc rownania (49a,b) wzgledem p, M otrzymamy
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oF
a) @

W = - (50a)
(36,55,
2a ) [2a
a—FJ AQ,

_ [agj - (50b)

T (o (oF
le ey

Réwnania (47) i (50) okreslajg zaleznos¢ pomigdzy p, i Ar.

Wstawiamy réwnanie (47) do (50), rozpatrujac trzy przypadki:

1. Przekrdj (i) jest uplastyczniony, zas$ przekrdj (/) jest sprezysty; w; # 0, w; = 0.
Wowczas mamy

AQ,l | k; k u,t‘D
AQ = aQ[” |k k

o] [K; k]{ } o k; @
K =

o/ h;®;

H/d’irhiq’i:‘blr[k k]{ } o] ki ®;

i ostatecznie

Tl K AL’}
o[ k4] {A!-j (51)

@] h @+ 0] k;

Wi =

2. Przekr¢j (i) jest sprezysty, za$ przekrdj (j) jest uplastyczniony; p, = 0, W # 0.

Woéwczas mamy
Ar;
T =i
*/ L% k) {AL/} (52)

T T

K =

3. Obydwa przekroje przywgztowe sg uplastycznione; w,;# 0, W# 0. W tym przypadku
mamy

r
AQ; = [kil' klj]{ } kij 1 @;— k/ K (Dj
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29;=[k; k]

Wstawiajac réwnania (53) do réwnar (50) otrzymamy

[j] Kb @i Ky by @ (53)

o] [kii kij] i::l

o/ [, k][ .

/2 T —
- @ Kip@,-D; k=, @ h®;

T T _ T
- ®; K @;— @ K@=, ®; b @,

i ostatecznie

T T
@, k; d>,.k,7 Ar

T T Ar . =
®; Ki ;K] 55

i

[d,rk (4, O+ 0] K u,(b/.:} 4
T T _
P kjiultb + 1 h P+, k; o=
Powyzszy uktad réwnari mozna rozwigza¢ ze wzgledu na ;i p;za pomoca wzoréw
Cramera. Wyznacznik gtéwny to
o] k@ + o] h @, o] k;®;
ol ko, @k d>+(bTh(I>

(55)
T T T T T
N ((Di ki @+ @; h; q’i) (q’j Ky @+ @) By d’) (d’ ki d’/)
W rozwinigciu wyznacznika (55) wykorzystano zmiang wskaZznikoéw
T T
Q) k@ = @ k;D;
Korzystajac ze wzoréw

w ktérych

W =
H Ar
! <1>T[k.. k]{ -’} o] k; @+ @] h; @,

Ar,
r T T L
|o] k@, + @] h o, o] [k,.,. k,/.]

w = Ar
T T L
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ostatecznie otrzymujemy

i =il (T T T = T
@ [kii kij] [Ar. (q;/. kj @+ @ hjq)/')—q’j [kﬂ k/’/’] Ar (d), Ki (Dj)
W r i (57a)
1 w
Ar Ar;
T T T —i T N T
((bi k; @+ @] h, <b,.) [cpj [k, k) o ]—[¢, [k k] o J(cbj k,,-<b,-) -

j w

Wstawiajac kolejno p, do réwnan (47) otrzymujemy termo-sprgzysto-plastyczne
macierze sztywnosci elementu prgtowego dla wyréznionych trzech sposobéw jego
uplastycznienia:
1. p,#0, uj=0

A= {kii ki':|
~ Lk Ky

Ar;
ok k. { —’}
{A’—i" ui¢i}=[kﬁ kij} Ar; Lt 4] Al o

i T T i
Ar; Kii ki D h;®;+ D; k; @
Ar;
T T 58
ki ®; ®; k; ki ®; ®; K (58)
i~ 2 U/ .
~ Chl+ C, Chl+ CI (Ar_/]_ kp’ -
= T T TR AL
k%o ki Ki® P k; AL
y Chl+ Ci Y/ Chi+ Ci
ie: ¥ T
gdzie: c,,i=d>,. h®, C=d; k;®,
2.4;=0, =0
Ar;
kﬁ klj T A.r_l
Agz{kﬁ Kj L% A (T
L= T ®
[ T e | (59)
B k; @ ®; k; . ki@ ® k;
N Y I Ch+Cc |(Ar
_ i i i1 = kP Ar
k@0 K, k@ o k(A ] =
PR, RS At bt
i C, + Cj // Ch/+ Cj
L J _

. — T a7
gdzie: Chj—d)j h/.<bj, Cj—CDj kjjcbj
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{k k” . {k k} w@| kP kP| [ar (60)
=i iy | i i % At
Ki kil 1AL) Lk Hyl 1y @) kF ) (AL,
gdzie
kP = k- J‘—/{(k oo k )( Ko+ h q>) (k 0] k ][¢fk,jq>j)+
61a
+(k,ld>jd)]Tkj,)(d>,-Tk,,<D +@] by q>,) (k, ;] k,,)(d>/Tl<j,d>i)} (61a)
p_, 1 T T Th T T
kP = k- W{(kﬁd>id>,. /(,./.)(d>j @+ @] h (Dj) (k” @] k”)[k,,cD, k,.jCD/)+
(61b)
+(k,--<b~d>~Tkﬁ)(d>,Tk o+ 0] h, cp,) (k, o, q>fk,,)(¢]kj,q>,)}
[ T T Th T T
it —I(I.,.—W{(I?iqq k,.,.)(q>j k@, + 0] h ij) (kﬂqcbj kﬂ)(d)i k,./.(bj)+
T T T T 13 (61C)
+(k]j¢j¢/ k]/)(q)l k”(D +(D (DI) (kl/q)/d)’ k”)(q)j k/,d)l)}
P_p 1 T T Th T T
KP=k; w{(kjicbi(bi I(,.j)(d>j k@ + ] h “’/) (kﬂcpjd)j kﬂ)(d)i k,j¢j)+
(61d)
+(kljtbjd)Tk)((ka O+ @] h, q>) (k ;] k )((DI-Tkj,Q,-)}
2
- T
W= (Ch,+ c,) (C”;+ cj)- (cp,. K <p/.) (62)

Wyprowadzone powyzej wyrazenia na macierze sztywnosci termo-sprezysto-plasty-
cznego stanu pozwalajg bezposrednio obliczy¢ odpowiednie wspdtczynniki tych macie-
rzy po uprzednim wyznaczeniu h; i h/"

4. Algorytm obliczen

Na podstawie podanej w rozdziale 3. teorii opracowano algorytm obliczen, ktéry
przedstawiono na rysunku 9.

Jak wynika z rysunku 9, po wczytaniu danych rozwigzujemy liniowy uktad réwnan
postaci:

kAr

o7 ARG 1)

gdzie Aga) = % PP jest n-tq czeécig obcigzenia projektowego.
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Rys. 9. Algorytm obliczeri
Fig. 9. Algorytm of the program



Nastepnie dokonujemy przeskalowania (za pomocg mnoznika ) otrzymanego roz-
wigzania.
e W przypadku A > n przyjmujemy A = n i otrzymujemy rozwigzanie

-1
Arg = K3 P (64)
e W przypadku A < n otrzymujemy rozwigzanie
1
— k9 65
Argy = Ky P (65)
zapewniajace znalezienie sie punktu w przestrzeni uogdlnionych sit wewnetrznych na
powierzchni granicznej w co najmniej jednym przekroju poprzecznym belek ramy.
W przypadku A = n przechodzimy do analizy termosprezystej. W tym celu zadajemy
niewielki przyrost obcigzenia termicznego AJ e i rozwigzujemy uktad réwnarn:

=AJ 66)

kK (1) Arp=Adpy,

Lo
Procedure powtarzamy, sprawdzajac dla kazdego przyrostu obcigzenia termicznego
warunek stanu granicznego. W przypadku uplastycznieri modyfikujemy macierz I_(i‘% przy

kazdym przyroscie obcigzenia termicznego przez zastgpienie macierzy termosprezys-
tych uplastycznionych elementéw odpowiednimi macierzami termo-sprezysto-plastycz-
nymi. Dla tego przyrostu obcigzenia otrzymujemy rozwigzanie

<1
S
Ar = K3 (T) Mgy, (67)

W przypadku A < n przechodzimy do analizy sprezysto-plastycznej. Dla zadanego
przyrostu obcigzenia AE(z) otrzymujemy rozwigzanie sprezysto-plastyczne

-
— k(s-p
Arp) = kg™ APy, (68)

Procedurg powtarzamy do momentu gdy »° AP, = PP’ po czym przechodzimy do
i
analizy termo-sprezysto-plastycznej i otrzymujemy dla j-tego przyrostu obciazenia ter-

micznego rozwigzania zgodne z réwnaniem (67).
Dla i-tego przyrostu przemieszczenia Ar ;) wyznaczamy i-ty przyrost uogélnionych sit

wewnetrznych Q((Zk) w przekroju przyweztowym k-tego elementu o, przy czym globalng

warto$¢ uogélnionych sit wewnetrznych obliczamy jako sume

) _ 1) ()
Qon™ Qan + 490k (69)

Obliczenia koriczymy, gdy wskazana przez uzytkownika jedna ze sktadowych wektora
przemieszczeniar uzyska zatozong warto$é, wzglednie rama przeksztafci sie w mechanizm.
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5. Uwaga

Na podstawie algorytmu przedstawionego w p. 4 zostat opracowany program TASGRAM
do analizy termo-sprezysto-plastycznego stanu nosnosci ptaskich uktadéw pretowych
(ram) o przekrojach dwuteowych. Program ten jest oparty na programie ASGRAM [4]
wykorzystujacym system liniowej statyki konstrukcji WAT-KM [5].

Modyfikacje istniejgcego w programie ASGRAM systemu analizy polegaty na:

« zmianie analizy przyrostowej umozliwiajgcej analizg zachowania sig ram dla statego
obcigzenia statycznego (wywotujgcego w ramie stan sprezysty badz sprezysto-plasty-
czny) i zmieniajgcego sig obcigzenia termicznego,

» wprowadzeniu odpowiednio zmodyfikowanych elementowych macierzy uwzgled-
niajacych zmiang modutu sprezystosci i granicy plastycznos$ci w funkcji temperatury,

» stworzeniu mozliwo$ci dodatkowych obliczer zwigzanych z wyznaczaniem potoze-
nia osi obojgtnej przekroju dwuteowego z niejednorodnym rozktadem temperatury
wzdfuz jego przekroju, a takze wyznaczaniem wielkosci granicznych uogdlnionych sit
wewnetrznych z uwzglednieniem potozenia osi obojetnej oraz sprawdzaniem warunku
stanu granicznego z uwzglednieniem temperatury.
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THERMO-ELASTO-PLASTIC ANALYSIS OF STEEL STRUCTURES

Summary

The paper presents analysis of elasto-plastic state of loadbearing capacity of steel construction
with uniform temperature distribution along the lenght and nonuniform temperature distribution
across the height of element section. Elasto-ideally plastic model of material is considered. Program
algorytm is discussed.
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