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Zastosowanie metody zmiennych instrumentalnych do identyfikacji

systemow HAMMERSTEINA-WIENERA

Mgr inz. Grzegorz Mzyk

Absolwent Wydziatu Elektroniki Politechniki |
Wroctawskiej (1998). Obecnie doktorant |
w Zakladzie Sterowania i Optymalizacji
Instytutu Cybernetyki Technicznej Politech-
niki Wroctawskiej. Jest autorem kilku artyku-
16w na temat identyfikacji nieliniowych syste-

méw dynamicznych w obecnodci zaklocen
losowych.

Streszczenie

W pracy rozpatruje si¢ zastosowanie metody najmniejszych kwa-
dratéw i metody zmiennych instrumentalnych do estymacji para-
metréow blokowo zorientowanych, nieliniowych systemow dyna-
micznych. Dla systemu o strukturze Hammersteina-Wienera
zaproponowano algorytm identyfikacji metoda zmiennych instru-
mentalnych i poréwnano go z algorytmem najmniejszych kwadra-
tow. Udowodniono zgodnos$é zaproponowanego estymatora,
nawet dla przypadku wystepowania skorelowanych zakidcen.
Rozwiazano problem optymalnej generacji zmiennych instrumen-
talnych.

Abstract

Application of least squares and instrumental variables to recove-
ring parameters of nonlinear complex dynamic block-oriented sys-
tems is examined. For a system with the Hammerstein-Wiener
structure the instrumental variable algorithm is designed and com-
pared with the least squares algorithm for estimating system para-
meters. The advantages of the proposed estimator are discussed
and in particular its weak consistency, even in the presence of cor-
related noise is shown. The problem of generating optimal values
of instruments is analysed.

1. Wprowadzenie

Metoda zmiennych instrumentalnych (IV, ang. instrumental varia-
bles) jest jedng z najbardziej popularnych i uniwersalnych metod
uzywanych do estymacji parametréw prostych jednoelementowych
liniowych obiektow dynamicznych. Zasadniczym celem pracy jest
zastosowanie jej do identyfikacji nieliniowych systeméw dyna-
micznych o zloZonej strukturze, a takze poréwnanie z klasyczna
metoda najmniejszych kwadratow (LS, ang. least squares). Analizy
stosowalnosci metody dokonano na przykladzie systemu o struk-
turze Hammersteina-Wienera opisanego szczegoélowo w pkt. 2.
System Hammersteina-Wienera mozna traktowaé jako potaczenie
dwoch typowych struktur kaskadowych: Hammersteina (Rys. 1)
i Wienera (Rys. 2). Pomimo mozliwoséci zastosowania w wielu dzie-
dzinach ([1}, [5], [6], [13]), systemowi o strukturze Hammersteina-
-Wienera poswigcono w literaturze stosunkowo malto uwagi.
W pkt. 3 przedstawiono algorytm oparty na metodzie najmniej-
szych kwadratow zaprezentowany w [1] dla przypadku wystepo-
wania biatych zaklocen, a nastgpnie pokazano jego asymptotycz-
ne obciazenie w przypadku zakiécen skorelowanych. Dla wyelimi-
nowania tego obciazenia, w pkt. 4 zaproponowano nowy estyma-
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Rys. 2.

tor oparty na metodzie zmiennych instrumentalnych. Postepo-
wanie jest oparte na pomystach zaprezentowanych w pracach [11]
i [12] dotyczacych identyfikacji mniej skomplikowanych systemoéw
dynamicznych. Zaproponowana metodg poréwnano nastepnie
z algorytmem najmniejszych kwadratéw. Dokonano analizy
asymptotycznej biedu estymacji oraz przedyskutowano zalety za-
proponowanej metody. W szczegdlnosci wykazano zbieznos$¢ esty-
matora w sensie prawdopodobienstwa nawet w przypadku wyste-
powania skorelowanych zakocen. Rozwiazano problem optymal-
nej generacji zmiennych instrumentalnych, a takze wyliczono rzad
szybkosci zbieznosci zaproponowanego estymatora. Jako ilustracje
wykazanych wtasnosci zataczono przyktadowe wyniki poréwnaw-
czych badan eksperymentalnych.

2. Sformutowanie problemu

2.1_ Badany system

Rozpatrywany jest skalarny, dyskretny, nieliniowy system zfozony,
ktdry mozna opisaé¢ nastgpujacym réwnaniem (por. [1]1 Rys. 3):

P n
yk:Za,.Nz(yk;,.)+Zb,Nl(uk,,)+Zk
i =0

gdzie 1)

[l q
Nl(u)zzc/f;(u) i N, (y):ZdIgI(J’)'

1= =1
Sygnaly y,, u, i z, stanowia odpowiednio wyjscie, wejscie systemu
oraz zaklocenie w chwili k. Zakladamy, ze wejscie u, jest ograni-
czonym bialym szumem, za$ losowe zakldcenie z;, ma zerowa war-
to$¢ oczekiwana, jest ograniczonym (|z;|<z,,.) procesem skorelo-
wanym niezaleznym od u,. Zatozmy takze, ze postaci liniowo nie-
zaleznych funkgcji g,()...g,0 i £,0...£,,0 oraz rzedy p, g, n, m sa zna-
ne a priori. Niech

@

oznaczaja nieznane, prawdziwe wektory parametrow systemu.
System (1) jest zatem bardziej ogdlny niz spotykany czesto w za-
stosowaniach klasyczny system Hammersteina (Rys. 1). Rozni si¢
on takze od szeroko omawianego w literaturze systemu Wienera-
-Hammersteina, gdzie dwa liniowe obiekty dynamiczne otaczaja
jeden nieliniowy element statyczny ([2], [3]).
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2.2. Zadanie identyfikacji

Celem identyfikacji jest odkrycie prawdziwych wektoréw parame-
trow a, b, ¢ i d (danych wzorem (2)), na podstawie zbioru pomia-
tow (uy, i) (k = 1...N) wejsc 1 wyjsé calego systemu uzyskanych
w eksperymencie. Zauwazmy, Ze opis systemu dany wzorem (1) nie
jest jednoznaczny. Dla niezerowych statych o i 8 systemy z wekto-
rami parametrdw a, b, ¢, d oraz Ba, ab, c/e, d/B sa nierozréznialne
z punktu widzenia wej$¢ i wyjsé (patrz (1)). Dla uzyskania jedno-
znaczno$ci przyjmijmy nastgpujace zalozenia ([1]): (a) ©,~ad”
i @,.=hc" nic s3 jednoczesnie zerowe; (b) ||all,=1 i [|bf|,=1, gdzie |||,
oznacza norme euklidesowa wektora; (¢) pierwsze niezerowe ele-
menty wektoréw a i b sa dodatnie. Niech

O=(bc,....0¢C, ... b0y, bC

nm?*

; r
(o &2 (SRR 1 | RN ad,...ad) =

g

1
(n+1)m> ¥ e 12700 6(n+|)m+pq)

~(0,,...6

bedzie wektorem zagregowanych parametréw systemu i nicch ¢,
bedzie nogdlnionym wektorem wejsé (regresorem)

& = (fl(uk)s-'-’fm(”k)! ----- ’fl(ukm)"-"fm(uk—n)’
G0 N S0 =1 PR N3 (YA )1 ©)

Réwnanie (1) przyjmuje postaé y,=¢7,0+z,, co mozna zapisa¢ dla
k=1..N w postaci macierzowej

Y, =0,0+Z,

gdzie ' @)
Yy =(vi) Zy=(z02y)

D, :(¢I""’¢N)I'

3. Metoda najmniejszych kwadratow

Dla pdzniejszych poréwnan z metoda zmiennych instrumental-
nych zaczniemy od zaprezentowania dwuetapowego algorytmu
opartego na metodzie najmniejszych kwadratéw i dekompozycji
wedtug wartosci szczegdlnych (patrz [1]).

3.1. Algorytm LS
Krok 1: Wyliczy¢ estymator LS

g =(o,0,) oLy, (5)

zagregowanego wektora parametréw 6, a nastgpnie skonstruowaé
oszacowania & i €\ macierzy ©,, i ®,, (patrz zalozenie (a)).
Krok 2: Dokona¢ dekompozycji SVD (wedtug wartosci szczegél-
nych) oszacowan @' i @Y

min(n,nr) ming p.q)

@x” = Z O_haia,:/ X éf,y) = Z 5;‘?:3/ )
i=1 i=l
a nastepnie wyliczy¢ estymatory
[;’: sl"a| a: Suo-lai a= S’;g‘ a:sfélgl (6)

gdzie s, i 5, oznaczaja znaki pierwszych niezerowych clementéw
odpowiednio w wektorach 1 i £1.

Dekompozycja wedlug wartosci szczegdlnych pozwala na rozsz-
czepienie zagregowanej macierzy parametréw na iloczyn dwoch
wektorow. W pracy [1] pokazano, ze

(A.oR)=arg min

ceR™ per"

. 2
o be'|
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3.2. Wiasnosci asymptotyczne

Udowodniono nast¢pujace twierdzenia:

T1: Dla kazdego N>0, gdy kolumny macierzy ®, sa liniowo nie-
zalezne, a zaklocenia z, =0, wtedy:

P=b d=c¢ ad=a d-=d 0

T2: Niech zakt6cenie zk bedzie biatym szumem o zerowej wartosci
oczekiwanej, skonczonej wariancji, niezaleznym od wejscia u,.
Niech ponadto ¢, bedzie procesem wektorowym ustawicznie po-
budzajacym. Wtedy dla N— oo

BF-pl—b
a-pl—a

d-pl->e 8)
é’—p.l —->d

Mnozac lewostronnie réwnanie (4) przez &, otrzymujemy:
oY, =0\ D O+ DL,

Stad blad estymacji wektora 6 mozna zapisa¢ w postaci:
A=8" _g=(@, @,y ®LZ, =

Ly ) T y j
:(']Vk:‘¢k¢k (jv“k:lqjkzk
Gdy zk jest bialym szamem o zerowej warto$ci oczekiwanej i skon-
czonej wariancji, wtedy elementy macierzy ZN sa niezalezne od
elementéw w macierzy (N, a zatgm (0 gdy NA(. Jednak gdy zk
jest procesem skorelowanym, tzn. (zkzk-i(0 dla pewnego i(0, wtedy
estymator LS (5) wektora (jest asymptotycznie obciazony z powo-
du zaleznosci pomiedzy zakiGceniami zk, a wartodciami gl(yk-i)
(I=1..q, i=1..p) wystgpujacymi w macierzy (N. W konsekwencji, es-
tymatory dane réwnaniami (6) beda takze obcigzone. Wniosek ten
zostal zilustrowany w ponizszym przyktadzie.

3.3. Badania eksperymentalne

W eksperymencie symulowano i identyfikowano system o naste-
pujacych parametrach:

b=c=a=d=(0.5;05;05;05)
fixy=costx gxy=sinlx tl=1.4

Wejscie uk generowano zgodnie z rozktadem jednostajnym na
przedziale [-10;10]. Zaktdcenie zk generowano wpierw jako bialy
szum o rozktadzie jednostajnym na przedziale [-0.01;0.01] (ok. 1%
amplitudy uzytecznego sygnatu), lub [-0.05;0.05] (ok. 5% amplitu-
dy uzytecznego sygnatu). Eksperyment powtdrzono dla zk prze-
puszczonego przez filtr kolorujacy F(z) = 1+0.5z-1, gdzie z-1 ozna-
cza operator przesunigcia o jeden krok wstecz w dziedzinie czasu.
Poréwnywano zagregowany blad estymacji wyliczany wedtug na-
stepujacej formuty:

ERR LS =

[@(N),&(N),Q(N),E(N)}— [b,c,d,q‘

2

‘Whyniki eksperymentéw pokazano na Rys. 4.

4. Metoda zmiennych instrumentalnych

4.1. Zalozenia

Niech zapis Plim,.,.X, = X dla pewnych wektoréw losowych XN,
X(RS oznacza, z2 XNAEX wedlug prawdopodobiefistwa, gdy
NA(. Zal6ézmy, ze posiadamy macierz zmiennych instrumental-
nych (N, spetniajaca dla przypadku skorelowanych zaktdcen zk
nastepujace warunki:
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(C1l): dim¥, = dim®,

(C2): V.1 z, sa ograniczone i wzajemnie niezalezne

(C3:) macierz ¥, ®, jest nicosobliwa z prawdopodobienstwem 1
(C4:) Plim(/\¥,"®,) istnieje i jest niosobliwa.

Lemat 1. Warunkiem koniecznym istnienia macierzy zmiennych
instrumentalnych (N spelniajacej (C4) jest nieosobliwosé macierzy
I/N(NT(N, tzn. (k musi by¢ ustawicznic pobudzajace (patrz
Dodatek A).

4.2. Algorytm IV

Po lewostronnym pomnozeniu rownania (4) przez macierz (NT
otrzymujemy:

Y'Y, =V 0,60+¥Z,

Biorac pod uwage powyzsze warunki (C2) i (C3) postulujemy za-
stapienie estymatora LS danego wzorem (5) wyliczanego w kroku
1 przez nastepujacy estymator IV:

F" = (¥i@,) Y, )

gdzie ¥, = (¥, ..., ¥,)7. W drugim kroku post¢pujemy analogicz-
nie, dokonujac rozktadu SVD uzyskanych na podstawie oszaco-
wan i macierzy (ad i (bc.

4.3. Wiasnosci asymptotyczne
Btad estymacji algorytmem (9) ma postac:

A =g g (wld )Y T, (10)

Twierdzenie 1. Przy spelionych warunkach (C1)((C4), estymator
(9) jest zgodny (stabo), niezaleznie od budowy korelacyjnej zaki6-
cen, tzn.

Plim (A™) =0

(patrz Dodatek B).

Twierdz?nie 2. Blad estymacji ((IV) posiada szybkos¢ zbieznosci
rzgdu - w sensie prawdopodobiefistwa, dla kazdego wyboru
zmiennych pomocniczych spetniajacych warunki (C1)((C4) (patrz
Dodatek C).

4.4. Optymalizacja metody IV

Przyjmijmy oznaczenie

FARUA ) NI A (73 RO (P RO (IR X an
Rt )orvos Rt R4 oo R4, )
gdzie

R/(u):E{g,(yk)luk:u} j=l.g

sg funkcjami regresji. Oznaczmy

oe,) = max|a, (¥, W (12)
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bedzie wskaznikiem jako$ci zmiennych instrumentalnych, gdzie
jest zdefiniowane wzorem (10), za$ || || oznacza normg euklidesowa
wektora.

Twierdzenie 3. Przy spelnionych warunkach (C1)((C4), (patrz (12))
osiaga swoje minimum dla .

v, :(ﬁN :(31"“’3}1)7

(patrz Dodatek D).

5. Badania eksperymentaine

Dla pordéwnania, dziatanie algorytméw (5) i (9) zbadano praktycz-
nie na przykladowym systemie opisanym w pkt. 3.3.. Zmienne in-
strumentalne gencrowano nastgpujaca metoda:

L0 ) RO 07 NS A VA Ny V0
&Aoo & (A &AL b g (AL,
gdzie

Vi q n m
A-$al3aa 3 )38 {San )}
= = = S
natomiast &tﬁi,&,@pznaczaja‘ elementy wektoréw a, @,B,é’ wy-
liczonych przy uzyciu metody LS opisanej w pkt. 3. Zagregowane
bledy estymacji metoda LS (ERR_LS) i metoda IV (ERR_IV) wy-
liczano dla 102(N(105 pomiaréw. Wyniki pokazano na Rys. 5. Jak
widzimy, dla duzych N - asymptotyczne zachowanie si¢ estymato-
ra metoda zmiennych instrumentalnych jest lepsze niz estymatora
najmniejszych kwadratow. Zbiezno$¢ jest raczej powolna, zatem
fundamentalnym problemem jest wybér zmiennych instrumental-
nych w optymalny sposéb.

Na podstawie wnioskow zawartych w pracy [8] zrodzit si¢ pomyst
uzycia nieparametrycznych metod identyfikacii ([4], [9]) do gene-
rowania przyblizonych wartosci optymalnych zmiennych instru-
mentalnych. Eksperyment powtdrzono dla instrumentow okreslo-
nych reguta

e (/TN N 7 WO P8 N A V20
Rl Rl ) Rl )Rl

gdzie wartosci Rj (u) sg nieparametrycznymi, jadrowymi estyma-
torami Rj (u). Otwartym problemem pozostaje analiza, czy tak
skonstruowany wektor zmiennych instrumentainych spetnia wa-
runki (C1)((C4). Wyniki eksperymentu przedstawiono na Rys. 6.

Rys. 3.

' Rys. 4. _I.._..._..._ -
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6. Podsumowanie

Zlozonos¢ obliczeniowa zaproponowanego algorytmu jest porow-
nywalna ze zlozonodcia algorytmu najmniejszych kwadratow.
Jedynym utrudnieniem jest koniecznosé wygenerowania dodatko-
wej macierzy (zmiennych instrumentalnych). Drugi etap procedu-
ry polega na standardowym zabiegu rozkladu dwoch macierzy
o ustalonych wymiarach wedlug wartosci szczegdlnych. Metoda
zmiennych instrumentalnych moze by¢ z powodzeniem stosowana
do identyfikacji nieliniowych systeméw dynamicznych o zlozonej
strukturze (Hammersteina-Wienera) w obecnosci skorelowanych
zakl6cen. Jest to gtowna zaleta metody. Nalezy zwrocié uwage, ze
skorelowanie zakldcen moze by¢ zwigzane z obecnoscia struktu-
ralnego sprzezenia zwrotnego w zlozonym systemie. Zaintereso-
wanych odsylamy do pracy [7], gdzie metode zmiennych instru-
mentalnych z powodzeniem zastosowano do identyfikacji zlozo-
nych liniowych systemow statycznych ze sprzezeniem zwrotnym.

7. Dodatki
7.1. Dodatek A. Szkic dowodu Lematu 1

Niech A,Be R axB begda macierzami o skoficzonych elementach i
niech det (A T A) = 0. Wtedy istnieje niezerowy wektor e e R B ta-
ki, ze Ae = 0, zatem BT Ae = 0 i det (BTA) =0.

Lemat 1 otrzymujemy podstawiajac

A::—I——CDN B:=—1 v

N JN "

7.2. Dodatek B. Szkic dowodu Twierdzenia 1
Na podstawie twierdzenia Stuckiego [10], mozna zapisac

Plim(A"") = Plim((w,h,v)")- Plim(¥}Z,)

N
_\PI\[IZN’ Gy =ZV/,,ka -
=

FLatwo pokazacd, ze

1
1 i 2W?nax s
var[—]\?GN] < N k;‘a)(k)I

gdzie w(k) = Ezizi+k jest funkcja kowariancji zaktocen.

Oznaczmy G,

k>
Zatem gdy kw(k) — 0 otrzymujemy

lim var{—l— G'N:l =0
N—oo N

Z nieréwnosci Czebyszewa

(1., (1
th(FGN):th(W‘P,f,ZN)=O

oraz P lim(A(”,)) =0.
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7.3. Dodatek C. Szkic dowodu Twierdzenia 2

Oznaczmy
1 .. 1 ¥ 7

Ay :W\PNCDN :_Z VP
B L Z v,z

N \/ﬁ JN & kZk
Cy= A D, :A;VIBN

1

Wtedy C, = —ﬁD\ . Mozna pokaza¢, ze

{Ak’|<oo, EB’, —\/_ZEw,kEzk =0

varB}, < 2y/ﬁlax2|a)(k)| <o
EDY/ <o var(D ) <o

Zatem dla kazdego deterministycznego ciagu liczbowego Xn ta-
kiego, ze Allim xy =0 zachodzi

1. No=x
—ISL -0
Vi

wedtug prawdopodobichstwa.

Z;VDil;ii =

7.3. Dodatek D. Szkic dowodu Twierdzenia 3

WD) W wiedy

JN

Niech ry= (i
Ay =2z Ty ZN,WIQC

[an(E)] = 8% (20)8 (%)) = 23, TiT 2

o(¥y) = iy (A7~(‘*’ )Au(Ty))=
n "rN I i max (FI;CFN)

gdzie Lmax ( ) oznacza najwigksza warto$¢ wlasng macierzy.
Z wlasnosci

A s (rI'{I.FN ) = A e (FNFK} )
otrzymujemy

(A’ ()8, (Fy )) =

[£ife
—ma( e CLwio) (v, ) olw, )
4! N N
1.,
Mozna pokazaé, ze W‘P'I' (d) v B, ) -0
z prawdopodobienstwem 1, gdy NA(. Stad dla NA(

max( N(‘P) N(‘PN))z

[l
i T -1 L 7 L 7 -1
=ﬂr;|g<¢,<ﬁwéﬂ) (NWN%](N%NWN) ¢>

z prawdopodobienstwem 1.
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Lemat 2. ([12]) Niech M1 i M2 beda macierzami o tych samych
wymiarach. Jezeli istnieja (M1T M1)-1, (M1T M1)-1 1 (MI1T M1)-
1 wtedy macierz (M1T M1)-1, MIT M1)-1 i MIT M1)-(MI1T
MI1)-1, MIT M1)-1 i (M1T M1)- jest nieujemnie okreslona, tzn.
dla kazdego wektora ( zachodzi M1)-11 (M1T M1)-.

Na podstawie Lematu 2 dla M| = L Ny

VN
M,=——w, i n=2,

JN

otrzymujemy (z prawdopodobienstwem 1):
T2, > Z(3,8,)'Z),

oY) = “g.aﬁi (zyr,rizy)>
NAI
Z“Zr?_ax (zV (@, 8,)"2})

czyli O(¥,) = max ||A w(¥y )I|

)
Zy

osiaga swoje dolne ograniczenie dla wyboru Fn = Fn.
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