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Streszczenie

‘W oparciu o przepr dzona lize dokladnoS$ci przyblizonych metod oceny
niepewnosci calkowitej, przedstawiono zakresy st ia tych metod, przy
przyjetym kryterium nieprzekraczania zalozonej wartoSci bledu oceny.

Abstract

Basing on the method’s accuracy analysis, the scope of application of the
approximate methods of the expanded uncertainty estimation has been presen-
ted; the criterion of not-exceeding a preset value of the error has been imple-
mented.

Wprowadzenie

Ocena niepewnosci calkowitej wyniku pomiaru jest zawsze oce-
ng przyblizong. Celowym wydaje si¢ aby eksperymentator, ktory
podejmuje decyzj¢ o wyborze metody oceny niepewnosci catkowi-
tej mial Swiadomos¢ skutkéw okreslonego wyboru metody z punk-
tu widzenia jej dokladnoSci. Aby mozna bylo oceni¢ doktadno$¢
stosowanych przyblizonych metod oceny niepewnoSci catkowitej
konieczne jest przyjecie metody, ktérg mozna uzna za metodg
doktadng .

Przyjeto, ze metoda oceny niepewnoSci catkowitej, ktérag mozna
uzna¢ za metode dokladna, bazuje na znajomosci rozktadu praw-
dopodobiefistwa bledéw bedacego splotem rozkiadéow biedow
sktadowych. Jest to metoda, ktéra nie budzi merytorycznych za-
strzezen, jest to ponadto metoda ogdlnie dostgpna w sensie mozli-
wosci obliczen szukanych splotéw rozktadéw. Biorac jednak pod
uwage bardzo czasochtonna procedurg obliczania splotéw, oraz
fakt, ze wyniki takich obliczen s3 na ogdt rzadko publikowane, sto-
suje si¢ ogolnie i zaleca metody przyblizone [2, 3, 4, 5].

Analizie poddano pomiar bezpoSredni w ktérym wystepuja
dwa niezalezne bledy, z ktérych jeden jest blgdem losowym a dru-
gi bledem aparaturowym. Jest to sytuacja pomiarowa, z ktora
spotykamy si¢ czgsto dokonujac bezposredniego pomiaru przy-
rzagdem pomiarowym, a powtarzanie pomiaréw wskazuje na ist-
nienie rozrzutu.

Zgodnie z przyjetym zalozeniem, ze znajomos¢ splotu rozkla-
déw sktadowych pozwala na ocen¢ niepewnosci catkowitej, ktora
mozna uzna¢ za oceng dokladna, przyjeto, ze miarg rozbieznosci
miedzy metoda przyblizona a metoda dokladng bedzie biad, ktore-
go bezwzgledna wartos¢ opisuje zalezno$¢:

u,—u
5=t ~Vetl 000, @
u
gdzie: od
- niepewnos$¢ catkowita u, oceniona jest za pomocg metody przy-
blizonej

u, = k(a) < Uy (2)

- niepewnos¢ catkowita u 4 jest oceniona ,,dokladnie”, w oparciu
o znajomo§¢ rozkladu, ktory dla rozpatrywanej sytuacji pomiaro-
wej, przy zalozeniu, ze liczba stopni swobody m.=n-1 jest mafa
(m.<30), jest splotem rozktadu Studenta i rozktadu jednostajne-
go. Zmienna standaryzowana takiego rozkiadu, zwana dalej
wspOlczynnikiem rozszerzenia k(o) jest wartoscig uznana za
warto$¢ dokltadng.

ugg = kg () vy 3)

Dla wigkszoSci rozpatrywanych sytuacji pomiarowych btad opi-
sany zaleznoScia (1), bedzie biedem oceny nieznanej wartoSci
wspdlczynnika rozszerzenia k(o), ktéry przyjmuje postac:

_ )k(a) - ks,(a)|
k(o)

Stosujac rézne metody przyblizone oceny niepewnosci catkowi-
tej, przyporzadkowuje si¢ rézne wartos$ci wspdiczynnikowi rozsze-
rzenia k(o). Przyjeto, ze graniczna warto$¢ bigdu oceny wspotczyn-
nika rozszerzenia nie powinna przekraczac 20%.

100% @

Btedy metod przyblizonych
Metoda wiekszej niepewnosci standardowe;j

Metoda oceny niepewnofci catkowitej, czesto stosowang w roz-
patrywanym przypadku pomiaru bezposredniego jest metoda przy-
blizona, ktéra bazuje na hipotezie, ze nieznany splot rozktadéw
skfadowych mozna uznaé za zbiezny do rozkladu o wigkszym od-
chyleniu standardowym, co jest rownowazne warunkowi wigkszej
niepewnodci standardowe;j [2, 3, 4, 5].

Zgodnie z ta definicja wspdlczynnik rozszerzenia k(o) bedzie
przyjmowaé wartoSci zmiennej standaryzowanej kg(o) rozktadu
Studenta albo kj(a) rozktadu jednostajnego, jezeli spetnione s3 re-
lacje miedzy niepewno$ciami standardowymi takie, ze:

k(o) =kg(ct) 5)
k(o) =k;(or) (6)

Tak postawiona hipoteza nie rozstrzyga jednak o sytuacji, kiedy
warto$ci niepewnosci standardowych sa sobie réwne albo sg bliskie
réwnosci. W takich sytuacjach ocena staje si¢ ocena niejedno-
znaczng w sensie braku informacji o doktadnosci stosowanego
przyblizenia.

Whiosek taki potwierdzaja charakterystyki zmian wartoSci
wspolczynnikéw rozszerzenia rozktadow, bedacych splotem wybra-

jezeli Uy 2 Uy wtedy

jezeli ug > Uy wtedy
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nych rozkladéw sktadowych, wyrazone w funkcji zmian wartosci
stosunku niepewnosci standardowych tych rozktadéw [4]

Znajac splot rozktadu Studenta i rozktadu jednostajnego, znamy
réowniez warto$ci wspofczynnika rozszerzenia kg;(c) dla splotu S*J.
Pozwala to na obliczenie bledow: §,, gdy k(o) przyjmuje wartosci
kg(o) 1 8,, gdy k(o) przyjmuje wartosci kj(a). Sa to bledy oceny
wspolczynnika k(a), ktére zgodnie z zaleznoscia (4) sa definiowa-

ne jako:
3, = K@) ka @) 1o,
ks () ™
Jicy (0x) — ke (o)
= 2 100%
2 kSJ (a) (8)

Na rysunku 1 pokazano wartoSci bledéw &; i &, wyrazone
w funkcji stosunku zmian wartosci niepewnofci standardowych
up/u, oraz u, /ug, dla wybrane;j liczby stopni swobody m. = 3 oraz
dla prawdopodobiefistwa o = 0,99. Linig przerywana zaznaczono
obszar bledéw dopuszczalnych, czyli nie przekraczajacych zatozo-
nej wartosci 20 %..

d%l o~ o099

10 8 6 4 2 2 4 6

Ug/Uy Up/Ug

Rys. 1. Bezwzgledne wartosci bledow 6, i 6, dla m=3 oraz dla
o =099

Badanie charakterystyk bledu oceny wspoélczynnika rozszerzenia
wykazato, ze istnieje zakres zmian stosunku niepewnosci standar-
dowych, w ktérym biad oceny wspdlczynnika rozszerzenia jest
znacznie wigkszy od ogélnie dopuszczalnych 20%. Maksymalng
warto$¢ tego bledu wyznacza punkt przecigcia sig krzywych 8, i 8,.
Mozna wykaza¢, ze blad ten jest silnie zalezny od prawdopodo-
biefistwa o oraz od liczby stopni swobody m. Warto$ci bledéw ro-
sng wraz ze wzrostem warto$ci o i s3 tym mniejsze, im wicksze jest
m. Punkt przeciecia si¢ krzywych bledéw, wyznaczajacy blad ma-
ksymalny wystepuje z reguly w zakresie, gdzie ug >u, i sytuuje sig
w obszarze, gdzie ug /u,~1,5+2. Rozne s natomiast zakresy zmian
stosunku niepewnosci standardowych, w ktérych biad oceny prze-
kracza zalozong warto$¢.

Na rysunku 2 przedstawiono graficzny obraz tych zakresow.

Whioski ogdlne wynikajace z przeprowadzonych badan sa
nastepujace:

* W calym badanym zakresie prawdopodobiefistw o oraz stopni
swobody m. metoda ,,wiekszej niepewnosci standardowej” moze
by¢ stosowana w obszarze, gdzie u, /ug>1.

¢ Dla prawdopodobiefistw a=0,95 metoda ta moze by¢ stosowana
w calym badanym zakresie stosunku niepewnofci standardo-
wych, kiedy m. > 4.

Metoda narzuconych wartosci
Miegdzynarodowy dokument [1] zaleca, migdzy innymi, stosowanie

arbitralnie narzuconych wartosci wspdlczynnikdéw rozszerzenia
réwnych odpowiednio:

— m.= 15

— M= 9

— M. 6

m.=4

m.=3

— m.=15

0= 0,99 —_ m=9

| m=26

m.= 4

—_— 3

— m.=4

0.=0,95 m=3
8 7 6 5 4 3 2 1 2 3 4
uB/l-‘IA UA/UB

Rys. 2. Graficzny obraz zakresow zmian stosunku niepewnosci stan-
dardowych, w ktérym blgd oceny wartosci wspdiczynnika
rozszerzenia metodq ,,wiekszej niepewnosci standardowej”
przekracza zalozong wartos¢ 20%

k(o)=3 dla o = 0,99 ©)

oraz

k(o)=2 dla o =095 (10)

Mozna przyjaé, ze jest to réwnowazne przyjeciu zaloZenia
o zbieznosci nieznanego splotu rozktadoéw sktadowych do rozkiadu
normalnego, przy zalozeniu upraszczajacym, ze k(o) przyjmuje
nieco wigksze wartoSci, niz te, ktére odpowiadaja zmiennej standa-
ryzowanej Z rozkladu normalnego dla przyjetego prawdopodo-
biefistwa o . W rzeczywisto$ci bowiem zmienna standaryzowana
Z rozktadu normalnego przyjmuje wartosci odpowiednio:

z=ky(@)=1960 da =095

oraz

z=ky(0)=2576  dla = ®=099

Takie zalozenie upraszczajace powoduje okreSlone biedy,
ktérych bezwzglgdne warto§ci mozna obliczy¢ z przedstawionych
nizej zaleznosci [4, 5]:

_ |2 - ks5(0,95)

’7 kg (0,95)

100% 1)

~[3-Kksi(0.99) 12)

= 1009
T kgy(099) 00%
Na rysunku 3 pokazano przebieg zmian bezwzglednej wartosci
bledu &, opisanego zaleznoscia (12), na tle btedow 8, i 3,, opisanych
zalezno§ciami (7) i (8) , dla wybranej warto§ci m = 3 oraz 0=0,95.
Btad metody ,,narzuconych warto$ci” ma swoje minimum w za-
kresie, gdzie wystepuja maksymalne bledy metody ,wigkszej nie-
pewnosci standardowej”. W pozostalej czgéci zakresu, blad oceny
jest znacznie wigkszy. Wraz ze wzrostem liczby stopni swobody
m punkty wyznaczajgce maksymalne i minimalne wartosci bledow
przesuwaja si¢ w kierunku zakresu, gdzie u, /ug. Wzrost liczby
m powoduje zmniejszenie bledéw w tym obszarze oraz zwigkszenie
bledéw w obszarze, gdzie ug /u,. Podobnie jak w pierwszej meto-
dzie blad wzrasta wraz ze wzrostem prawdopodobienstwa.
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d [%]

109 8 7 6 5 4 3 2 1 2 3 45

Us/Un Un/Us

Rys. 3. Bezwzgledne wartosci blgdu 6, metody ,narzuconych warto-
sci”, dla m=3, na tle bledow &, i 6, metody ,wigkszej niepew-
nosci standardowej”, dla o, = 0,99

Na rysunku 4 przedstawiono graficzny obraz zakreséw,
w ktérych btad przekracza dopuszczalng zatozong warto§é 20%.

m.= 30 o=0,99
m.=15
m.=9
m.=6
m.=4
m.=3
=4
o=0,95
m.=3
5 4 3 2 1 3 4
UB/UA uA/UB

Rys. 4. Graficzny obraz zakresow zmian stosunku niepewnosci stan-
dardowych, w ktérym blgd oceny niepewnosci catkowitej
metodg ,narzuconych wartosci” przekracza zalozong war-
tos¢ 20%

Whioski wynikajace z przedstawionych charakterystyk sa naste-
pujace: .
¢ Dla prawdopodobiefistw 0.=0,95 , w obszarze, gdzie ug /u, > 1,
metoda ,,narzuconych warto$ci” moze by¢ stosowana dla wszyst-
kich badanych wartosci stopni swobody m. W obszarze, gdzie
u, /ug>1 metoda ta moze by¢ stosowana dlam >4 .
Dla prawdopodobiefistwa 0.=0,99 stosowanie metody ,,narzuco-
nych wartosci” w calym badanym zakresie wartosci stosunkow
niepewno$ci standardowych jest ograniczone i silnie zalezne od
wartosci stopni swobody m. W zakresie, gdzie u, > ug metoda ta
moze by¢ stosowana w calym badanym zakresie zmian niepew-
nosci standardowych dla m.>3

Metoda efektywnej liczby stopni swobody

Migdzynarodowy dokument [1] proponuje, dla rozpatrywanej
sytuacji pomiarowej metodg, zgodnie z ktdra wspdiczynnik rozsze-
rzenia k(o) przyjmuje warto$ci zmiennej standaryzowanej rozkta-
du Studenta, kg (), odczytywane z tablic tego rozkfadu dla efek-
tywnej liczby stopni swobody m...

Zgodnie z formula Welcha-Satterthwaite’a [1], jezeli aczna nie-
pewnos¢ standardowa jest pierwiastkiem z sumy dwoch lub wigcej
wariancji ocenionych na podstawie wynikow malo licznych préb
o nieznanym odchyleniu standardowym o, nieznany rozkiad szuka-
nej zmiennej standaryzowanej moze by¢ przyblizony rozkladem
Studenta dla efektywne;j liczby stopni swobody m,..

W rozpatrywanym przypadku pomiaru bezpoSredniego efektyw-
na liczba stopni swobody jest opisana zaleznoscia (13) wynikajaca
z ogblnej formuly Welcha-Satterthwaite’a [4]:

m o= Ui
b a1 g (13)
—uy +—up
my mg

gdzie:

- liczba stopni swobody m,=n - 1

- liczba stopni swobody my jest oceniana na podstawie wiarygod-
noéci sktadowej niepewnosci typu B.

W sytuacji gdy niepewno$¢ standardowa typu B oceniana jest na
podstawie znajomosci rozktadu jednostajnego, ktérego granice wy-
znacza biad graniczny aparatury pomiarowej, mozna przyjac, ze
jest to niepewno$¢ dobrze znana o znikomo matej niepewnosci. Do
dalszych rozwazan przyjmuje si¢ zatem wzgledna niepewno$¢ war-
tosci niepewnosci typu B, réwna 0,1, co odpowiada liczbie stopni
swobody m=>50.

Miara rozbieznosci miedzy przyblizona metoda ,,efektywne;j licz-
by stopni swobody” oceny niepewnosci catkowitej a metoda, ktora
zostala przyjeta jako doktadna, bedzie biad 85, ktory w rozpatrywa-
nej sytuacji bedzie rowny [2, 3, 4, 5, 6]:

_ |kSe(oc) —kg; (oz)|
> kgy(a)

Na rysunku 5 pokazano przebieg wartosci bigdu 5, oraz dla po-
réwnania przebiegi warto$ci bledow 8;, 8, i §,, opisanych zalezno-
§ciami (7), (8) i (12). Na rysunku 6 przedstawiono graficzny obraz
zakresow w ktorych blad przekracza dopuszczalng zalozong war-
tos¢ 20%.

-100% (14)

5 ¥
[%] o= mA—3
""""" mg =50 ©
o\ . [—o—a
—A—
o\ e 54
— 5
At =
109 8 76 54 3 212 3 4256
UB/UA uA/uB

Rys. 5. Bezwzgledne wartosci Bledu &5 przyblizone metody , efektyw-
nej liczby stopni swobody”, na tle blgdow &, &, metody
»Wigkszej niepewnosci standardowej” i 8, metody ,,narzuco-
nych wartosci”, dla a=0,99

Jak wynika z rysunku 5, krzywa btedu 85 pokrywa si¢ z krzywymi
bledow 6; i §,. Metoda ta wykorzystuje zatem w ocenie niepewno-
§ci catkowitej zaréwno rozklad Studenta jak i rozklad normalny.
Nie uwzglednia natomiast rozktadu jednostajnego. Laczy oceng
wspoliczynnika rozszerzenia zmiennymi standaryzowanymi rozkfa-
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gdzie: ,
o 0e —kelo)-u a7
m=1° o=0,9973 s =ks(0)-
m.=9
m.=6
m.= 3 up, =kj(a)-up ‘ (18)
m.=15 o=0,99 Btad & tej metody, opisany jest zaleznoScia
m.=9
m.=6
u, —kg(a)-u
m.=3 8¢ = Ichsj(—)—i’wO% (19)
kSJ ((x) * ul
6 5 4 3 1 2 3 4 5

Rys. 6. Graficzny obraz zakresow zmian stosunku niepewnosci stan-
dardowych, w ktérym blgd oceny niepewnosci catkowitej me-
todg , efektywnej liczby stopni swobody” przekracza zalozong
wartos¢ 20%

du Studenta i rozktadu normalnego. Jej charakterystyczna cecha
jest to, ze w obszarze, gdzie ro$nie wplyw rozkladu jednostajnego,
wykazuje ona zbiezno$¢ do rozkladu normalnego, co dla rosngcych
wartoSci niepewno$ci standardowej typu B, powoduje znaczne
zwigkszenie blgdu oceny niepewnosci catkowitej. Bledy w tym za-
kresie sa nieco tylko mniejsze od bledéw metody ,narzuconych
wartoSci”.

Metoda ,efektywnej liczby stopni swobody,, mimo obszaréw,
gdzie blad oceny przekracza zalozone dopuszczalne wartosci, jest
niewatpliwie oceng najdokladniejszg z trzech rozpatrywanych me-
tod oceny. Jest ponadto metoda pokrywajaca najwigkszy zakres
zmian stosunku niepewno$ci standardowych z bledem oceny nie
przekraczajacym zalozonej warto$ci 20%. Metoda ta pozwala na
ocene niepewnosci calkowitej zar6wno w pomiarach bezpoSre-
dnich, jak i w pomiarach posrednich. gdy dysponujemy wynikami
z préb malolicznych. Poniewaz metoda ta zalecana jest przez mig-
dzynarodowy dokument [1], jako metoda dokladna, niezmiernie
istotne jest poznanie zakresow jej stosowalno$ci z punktu widzenia
nie przekraczania zalozonej warto$ci bledu oceny niepewnosci
calkowite;j.

Metoda sumy geometrycznej

Metoda przyblizona zwana metoda sumy geometrycznej [2, 3,
4] polega na ocenie niepewnosci catkowitej w oparciu o sum¢ ge-
ometryczna calkowitych niepewnosci sktadowych, zgodnie z za-

leznoscia:
/ 2 2
uc = uC] +u02 (15)

Migdzynarodowy dokument [1] metody tej nie zaleca ale row-
niez jej nie neguje, ograniczajac si¢ jedynie do krétkiej uwagi, ze
metody takie mozna spotkaé w literaturze przedmiotu. Z meryto-
rycznego punktu widzenia ocena taka jest sluszna jedynie dla
przypadku, kiedy oba niezalezne biedy sktadowe, w wyniku
ktorych powstaja niepewnosci sktadowe u_; i u.,, maja takie sa-
me rozklady. Mimo takiego formalnego uwarunkowania, metoda
ta byla i jest stosowana bardzo czgsto, w réznych sytuacjach po-
miarowych.

Dla rozpatrywanej sytuacji pomiarowej niepewno$¢ catkowita
jest rowna pierwiastkowi z sumy kwadratow catkowitych niepewno-
§ci sktadowych typu A'i typu B,

, 2 2
Ug =4y Uxc + Upc (16)

d [%]

Ug/Up

Rys. 7. Bigd & przyblizonej metody ,,sumy geometrycznej” na tle blg-
dow &; i &, metody ,wigkszej niepewnosci standardowe;”
i bledu &, metody , narzuconych wartosci”, dla 0=0,99i n=9

Na rysunku 7 pokazano wartoSci bigdu 8, przyblizonej metody
»sumy geometrycznej” na tle bledéw metody ,,wigkszej niepewno-
§ci standardowej” i metody ,narzuconych warto$ci” dla 0=0,99
i m=9. W calym badanym zakresie prawdopodobiefistwa o i licz-
nosci serii n blad nie przekracza 14%

Whioski

Przedstawiona charakterystyka bledéw rozpatrywanych metod

pomiarowych pozwala na sformutowanie pewnych wnioskow.

- Dla m.>4 wszystkie badane metody oceny mogg by¢ stosowane
w zakresie, gdzie u, > up

- Dla a = 0,95 oraz dla m > 4 wszystkie rozpatrywane metody maja
blad, ktérego wartos¢ nie przekracza zatozonej wartosci 20% w ca-
lym zakresie zmian wartosci stosunku niepewnosci standardowych.

- Metoda ,sumy geometrycznej” charakteryzuje si¢ najwicksza
dokladnoscig oceny. Blad tej oceny w calym badanym zakresie
nie przekracza zalozonej wartosci 20%.

Jak wykazaly badania zakresy stosowalnosci prezentowanych tu
trzech pierwszych metod, sa rozne i wydaje sig, ze w wielu przypad-
kach moga si¢ wzajemnie uzupetniac. Na rysunku 8 przedstawiono
zakresy stosowalnosci tych metod dla wybranego prawdopodobien-
stwa i roznych wartosci stopni swobody m.

Jak wynika z rysunku 8, rozpatrywane metody tylko czg§ciowo
uzupelniaja sie. Istnieja bowiem obszary, szczegélnie w zakresie,
gdzie ug > u,, w ktorych btad oceny niepewnosci catkowitej prze-
kracza zatozong warto$¢ 20%. Najszerszym zakresem okre§lonym
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Rys. 8. Graficzny obraz zakreséw zmian stosunku niepewnosci stan-
dardowych, w ktérym blgd oceny niepewnosci catkowitej
przekracza zalozong wartos¢ 20% dla trzech rozpatrywanych
metod

warto§cig bledu oceny, nie przekraczajaca zalozonej wartoSci
20 %, charakteryzuje si¢ metoda ,,efektywnej liczby stopni swobo-
dy”. Jednak, nawet ta metoda uznana przez migdzynarodowy do-
kument za metod¢ dokladng ma obszary, w ktérych biad oceny
przekracza zalozong wartoS¢.

Whioski wynikajace z przeprowadzonego badania mozna rozsze-
rzy¢ na pomiary posrednie, charakteryzujace si¢ znacznie wigksza
liczba sktadowych niepewnosci standardowych. W pomiarach po-
§rednich najczesciej stosuje sie metodg ,,narzuconych wartosci”
i metode ,.efektywne;j liczby stopni swobody”

Zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznym mozna przyjac,
ze ocena wspolczynnika rozszerzenia, zgodna z druga przyblizona
metoda, bedzie tym doktadniejsza, im wigksza bedzie liczba skta-
dowych niepewnosci standardowych.

Dla sytuacji pomiarowej w ktdrej dysponujemy matolicznymi
probami, a sktadowe niepewnosci standardowych typu B nie sa nie-
pewnosciami dominujacymi, lepsza oceng uzyskamy stosujac meto-
de ,.efektywne;j liczby stopni swobody.
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