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Streszczenie
Model Strejca nadaje sie do opisu i identyfikacji dynamiki obiektoéw o charak-

terystykach skokowych rosnacych toniczne. Przedstawiono metode wyzna-
czania parametré6w modelu z uwzglednieni poZnienia rzeczywistego i rozrzu-
tu jego stalych czasowych.

Abstract

If system step response monotonically increases then Strejc's model can be
useful for representation and identification of system dynamic. The method for
estimation of model parameters including real delay and dispersion of time-con-
stants is presented in the paper.

WSTEP

Wspdlna nazwa ,,model Strejca” [5] obejmuje si¢ dzi§ czesto za-
réwno transmitancje o klasycznej postaci:

k
K = —
(), (1+5T)" @

gdzie: k jest wspolczynnikiem statycznego wzmocnienia, n - rze-
dem inercji, T - stala czasowa, jak i transmitancje z uzupelnieniami:
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uwzgledniajacymi wystgpowanie opdznienia rzeczywistego tg, lub
pewnego rozrzutu wartosci stalych czasowych wyrazonego parame-
trami m, T i T. Model Strejca nadaje si¢ dobrze do opisu i identy-
fikacji dynamiki obiektow o charakterystykach skokowych h(t) ro-
sngcych monotonicznie. Znanych i rozpowszechnionych jest kilka
takich metod identyfikacji np. [1], [3], [4] opartych o pomiar cha-
rakterystyki skokowej i nadajacych si¢ do praktycznego zastosowa-
nia. Warto zauwazy¢, ze istnienie niewielkiego, trudnego do wyo-
drebnienia op6Znienia rzeczywistego, wieloinercyjno$é obiektow
(r6zne stale czasowe przy rzedzie dynamiki n > 2), oraz wystgpowa-

nie zakldcen obcigzajacych charakterystyke h(t) powoduja, ze wy-
znaczany rzad inercji n jest zwykle liczba niecatkowita , co nie znaj-
duje teoretycznego uzasadnienia i stwarza asumpt do pewnych ma-
nipulacji parametrami uzyskiwanego modelu (zaokraglanie rzedu
inercji do najblizszej liczby catkowitej i korygowanie wartosci T, ko-
rygowanie niedoktadnie wyznaczonej wartosci t;, wprowadzanie
dodatkowe;j stalej czasowej Ty itp.). Manipulacje takie sa dopu-
szczalne przy istnieniu odpowiednich uzasadniefi teoretycznych,
ponadto w warunkach wystgpowania losowych zaki6cen charakte-
rystyki skokowej istotne wydaje si¢ stosowanie takich metod iden-
tyfikacji, ktore nie wymagaja rézniczkowania przebiegu h(t) (wy-
kre$lanie stycznych [3], wyznaczanie progowych chwil czasu t; dla
ktorych h(tg) 2 0 [1]), a jednoczesnie sa wzglednie proste. W niniej-
szym artykule zaproponowano metodg, ktora zdaje si¢ spelnia¢ wy-
mienione warunki.

OGOLNE WEASNOSCI MODELU
STREJCA

Zapiszemy transmitancj¢ K (s), W nastepujacej, rownowaznej
postaci:

K.(5). - k exp(-st, )

(1 + sijn ©)
n

gdzie oczywiScie T; = np. Charakterystyka impulsowa okre§lona
jest wzorem:

n-1
n" t—t t—t
kft)=k——— 0 - Ot -
(v) (n—l)!Tl( T ) exp( n T j(t ty)

a charakterystyke skokowa mozna wyznaczy¢ w postaci nieskon-
czonego, zbieznego szeregu podanego np. w [6]. Obie charaktery-
styki sg okreslone dla dowolnych, dodatnich (takze utamkowych)
warto$ci n, a charakterystyki obiektow wieloinercyjnych z opdznie-
niem rzeczywistym moga by¢ z niewielkim biedem zastgpione cha-
rakterystykami (4), te ostatnie wolno wigc potraktowac jako ,,uni-
wersalne”, godzac si¢ na niewielkie bledy systematyczne takiej
metody.

Jak tatwo sprawdzi¢ przy t, = const. T; = const. oraz k = const.
charakterystyki skokowe modelu (3) praktycznie przecinajg si¢
w jednym wspolnym punkcie [7] (rys. 1) o wspoirzednych:

4)

t, =1117T, +t,
h(t,)=¢,(n)k =065k Q)
k=h(c)

WartoSci funkcji ¢1(n) zestawiono w tabeli 1, przy tym najwigk-
sze odchylenie rzgdnej od wartosci 0,65 k wystepuje przy n = 1
i wynosi okolo 0,02 k. W pierwszym przyblizeniu - zwlaszcza w obe-
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Rys. 1. Charakterystyki skokowe modelu Strejca przy k = const.,
T; = const., tyg =0

cnofci zakldeef wolno przyjaé h (t) = 0,65 k, a interpolacja dys-
kretnych wartosci ¢1(n) umozliwia postugiwanie si¢ wzorem (5)
takze dla utamkowych wartosci n.

Przyjmujac, ze:

h(ty)=01k (6)
ty =¢,(n)T, +t,

mozna w oparciu o wyniki symulacji komputerowej wyznaczy¢
wartoSci funkcji ¢,(n) zestawione rowniez w tabeli 1. Jest to ciagla
funkcja argumentu n, a jej wartosci dla utamkowych n mozna takze
wyznacza¢ np. metodami interpolacji. Wprowadzenie zaleznosci
(6) ma na celu umozliwienie wykrycia istnienia opéZnienia rzeczy-
wistego t( 1 wyznaczanie jego wartosci.

Poréwnania parametréw modeli K (s), i K (s)s mozna doko-
naé postulujac spelnienie warunkéw [2]:

K, (s), dK,(s),
ds [s=0 ds |[s=0
oraz
K., (s,), =K, (s,), M
2 _2
przy Y mT+T, T,
skad po wprowadzeniu oznaczefi:
<= T T
mT+T,” ° mT+T, ®)
wynika ukfad réwnan:
mx+y=1
m ! 9
(1+2x) (3—2mx)=(1+—2—) ©
n

pozwalajacych wyznaczy¢ T i T przy danych n, T i przyjetym m.

Rys. 2. Wyznaczanie rzedu inercji n w oparciu o charakterystyke
skokowg modelu Strejca

WYZNACZANIE PARAMETROW MODELU K, (s)5
BEZ OPOZNIENIA RZECZYWISTEGO

Przy t, = 0 wykorzystujac wzér (5) otrzymuje sig:
0

t, =111T, (10)
k=h(e)
co stwarza mozliwo$§¢ wyznaczenia parametréw k oraz T;.

Odchylajac czas t o arbitralnie przyjete wartoSci *+ t; otrzymuje
si¢ uktad réwnaf (rys. 2):

h(t, +t1)=h(tk)+tlk(tk)+%tfkm(tk)+
. (11)
h(tk—t1)=h(tk)—t1k(tk)+ztlk (t)- ...

skad: 12)

h(t, +t,)-h(t, —tl)=D=2t1k(tk)+-;—tfk“)(tk)+itf

5 k(6 )+

Po pominigciu we wzorze (12) czionéw zawierajacych wyzsze
potegi t;, dopuszczalnym przy niewielkim t;, oraz po wykorzysta-
niu wzordw (4) i (10) otrzymuje si¢:

D _ tl n"“ n-1 (13)
" 2(?1)7(1'1 1)"" exp(~111n)

skad po zastosowaniu wzoru Stirlinga:

n 1 (14)
n!=n"v2nnexp(—n)exp| —
p( ) p(lZn)
i odpowiednich przeksztalceniach:
D¢, )
U 'S
n= 2(k tl‘) () (1s)

dzie:
gdzie ¢3(n)=

(11 lexp(l—O.l )" CXPGH)

zmienia si¢ nieznacznie przy szerokim zakresie zmian n. Wartosci
funkgcji ¢3(n) zestawiono w tabeli 1.



Tabela 1. Wartosci funkcji ¢1(n), ¢>(n) i ¢3(n)

n Gi(n) Gp(n) $3(m)
1 0.6704 0.105 1.195
2 0.6503 0.265 1.112
3 0.6466 0.366 1.094
4 0.6475 0.436 1.091
5 0.6502 0.487 1.094
6 0.6538 0.526 1.096
10 0.6702 0.622 1.195

W pierwszym przyblizeniu wolno przyjac¢ ¢;(n) = 1,1 i wtedy
otrzymuje si¢ zaleznoSci:

2
t T,
nsl.73[2—k—] , T,=09t,, T=—
k n

t,

(16)

UWZGLEDNIENIE OPOZNIENIA
RZECZYWISTEGO tg

W przypadku istnienia op6Znienia rzeczywistego uwzgledniajac
wzory (4) i (5) nalezy wzor (15) przedstawi¢ w postaci:

_my P (mt)]
n= 2¢3(n)|:k t, :| an
skad wobec zaleznosci (5) i (6):
D (tk - td) n
— = 1-09 ¢,
2k 1 \/Mn)[ ot (18)

Wykorzystujac dane z tabeli 1 mozna prawa strong wzoru (18)
aproksymowac zalezno$ciag  0,8283 + 0,1928 Vn—1 zbiedem
w zakresie zmian 1 < n < 5 nie przekraczajacym 1%, skad
ostatecznie:
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Wz6r ten z danych pomiarowych pozwala wyznaczy¢ wartos¢ n,
za§ ze wzoru (17) mozna obliczy¢ czas op6Znienia rzeczywistego t,
uwzgledniajac wartosci ¢5(n) z tabeli 1.

Ponadto zachodzi zwiazek: (5)
t, —t,=111T,

pozwalajacy wyznaczy¢ czas T.

Takie obliczenia obarczone sa bigdami (wzoér (19) odpowiada
metodzie réznicowej) spowodowanymi nie tylko istnieniem
zaktocen, ale takze przyjeciem we wzorze (5) przyblizenia
¢,(n) = 0,65 niezaleznie od warto$ci n. Wynikajacy stad biad sys-
tematyczny wyznaczania n i t, mozna zmniejszy¢ posfugujac sig
nastgpujaca metoda iteracyjna:

W pierwszym kroku obliczeniowym w oparciu o oméwione juz
reguly postepowania zostajg obliczone wartosci k, n, t; i T;. Znajac
n mozna skorygowa¢ regule wyznaczania czasu t, (wzor (5)) albo
wykorzystujac ponownie dane pomiarowe, albo tez korzystajac z
mozliwosci obliczenia poprawki wynikajacej z (11):

[0,(n)-0.65]
vn

praktycznie juz bez konieczno$ci korygowania wartosci D.

tow =t + 3T, (20)

W drugim kroku przy wykorzystaniu nowego ty yor zostaja
ponownie obliczone wartosci n, t, i T; stanowiac punkt wyjécia dla
dokonania trzeciego kolejnego kroku obliczeniowego. Obliczenia
koniczg si¢ po kilku krokach, po ustaleniu wartosci t;, t), niT;.

WYZNACZANIE PARAMETROW
MODELU Ky, (s)4

Rzad inercji n wyznaczony z uwzglednieniem opdZnienia rzeczy-
wistego t, metoda opisang w poprzednim rozdziale jest zwykle
ulamkiem. Przyjmujac zaokraglenie do mniejszej, catkowitej liczby:

m = E(n) (21)
D (t,—t4 . . . ) . .
1513— g =1+02328Vn—-1 (19) mozna z ukladu réwnaf (9) wyznaczyé odpowiednie parametry T
k t i T, i tym samym wszystkie parametry modelu s),. Pr
0 ym wszystie. parametry moc 4 1%y
m > 2 ukiad roéwnan (9) moze mieé wiecej niz jedno rozwigzanie
ece) ] 3
Tabela 2. Wyniki symulowanych eksperymentéw i tym samym moze istniec kilka odmian modelu K (s),.
Lp. Transmitancja t ta t1 to T T To
obiektu K(s), s s s D s N m S s s Uwagi
numer rysunku
1 exp(—O.S s) Transmitancj i i
ja obiektu odpowiada
(+rs) 273 | 1.04 | 0.75 | 0.363 0.52 1.98 1 1.99 1.13 0.86 dokadnie modelowi Strejca. Nie
Rys. 3 uzyto procedury iteracyjnej wobec
ys. 3a n=2
2
0.75 | 0.224 0.71 1.59 2.84 2.26 0.58 . o .
exp(-0.55) (0236) | (0:58) | (182) | 1 | 291) | (2:01) | (0.90) N Obiekt Wlelmréercyqny ]
(+s)1+2s) 380 | 1.25 | 1.00 | 0308 | 0358 179 |71 | 7294 | 208 | 08 | “ykorystanoprocedur iteracyjna.
378 | (156 (0315) | (0.57) | (1:83) | — | 291) | (1.99) | (0.92) W nawiasach podano wyniki
150 | 70.450. | 071 160 583 | 224 | 059 uzyskane przy braku zakiocen.
Rys. 3b 0477 | (0.53) | (1:90) 295 | (189 | (1.06)
3 exp(-055) | 747 | 253 |200| 0366 | 059 | 251 | 2 | s93 | 124 | 345 x1 = 0.2089
@+ s)i+2s)1+3s) | (712) | (250) 0372) | (0.69) | (247 G779 | (1118) | (3:43) (0.2036)
2.65 0.64 x2 = 0.4464
Rys. 3.c 2.61) | (057 (0.4507)
Obiekt wieloinercyjny. Wobec
2 <n < 3 nie uzyto procedury
iteracyjnej. W nawiasach podano
wyniki uzyskane przy braku zaklécen
4 (1 + 1.5s)exp(—0.5s) Obiekt wieloinercyjny z cztonem
At los)exp(70-5) | 538 | 1.62 | 1.50 | 0309 | 0.74 168 | 1 | 424 3.18 1.03 | forsujacym. Zastosowano procedure
U+ s)1+2sX1 +3s) | GAD | (1159) (0308) | (0.62) | (1.76) (A36) | G15) | (12D) | e awistach podane
wyniki uzyskane przy braku
Rys. 3d zakl6cen.
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Rys. 3. Zaklocone, skokowe charakterystyki symulowanych obiektow i skokowe charakterystyki ich modeli uzyskanych w oparciu o omawiang metodg

PRZYKLADY ZASTOSOWAN | WNIOSKI

Metodg symulowanego eksperymentu wyznaczono skokowe
charakterystyki kilku obiektéw dynamicznych z uwzglednie-
niem pseudolosowego zakldcenia:

7(t) = 0.002sin(0.61t + 0.61) - sin(1.17t — 117) + sin(197t + 1.97) - sin(2.51t — 2.51) +
+sin(3.13t + 313) — sin(11.7¢ - 117) + sin(23.3t + 23.3)|

nalozonego na charakterystyke skokowa kazdego z obiektow.
Poniewaz wyznaczanie wspdiczynnika wzmocnienia k jest czynnos-
cig wzglednie prosta - przyjeto w kazdym przypadku k = 1, by
niepotrzebnie nie komplikowa¢ eksperymentu. Wielkodci ¢, t;, D
wyznaczone w obecnofci zaklocen przy arbitralnie przyjetych cza-
sach t;, oraz obliczone proponowang metodg parametry t,, n, m,
T;, TiT,, zestawiono w tabeli 2.

Zaktocone, skokowe charakterystyki symulowanych obiektow i
charakterystyki uzyskanych modeli K (s), pokazano na rysunkach
3,a,b, cid, zgodnie z oznaczeniami w tabeli 2. Tylko w pierwszym
przykiadzie parametry modelu K, (s), odpowiadaja zgrubsza para-
metrom transmitancji obiektu, w pozostatych przyktadach wypra-
cowane zostaja parametry zastgpcze, lecz charakterystyki skokowe
uzyskanych modeli dobrze aproksymuja charakterystyki rzeczy-
wiste i to w stopniu stabo zaleznym zaréwno od arbitralnie
przyjetej wartodci t,, jak i od tego, ktére z rozwigzan uktadu row-
nan (9) zostanie wybrane.

W przypadkach, gdy uzyskiwano n<2, a wigc w obszarze
znacznych zmian wartoci funkcji ¢;(n) i ¢5(n) stosowano proce-
dure iteracyjna, we wszystkich przyktadach poza pierwszym podano
takze wyniki uzyskane przy braku zakiécen (dane w nawiasach) dla
zorientowania si¢ w ich skutkach. W kazdym z przyktadow (poza
pierwszym odpowiadajacym doktadnie modelowi Strejca) wyzna-

czone warto§ci opdznienia rzeczywistego byly znaczaco wigksze od
wartosci prawdziwej (t, = 0,5 s). Efekt ten najprawdopodobnie;j
wynika z réznic w zachowaniu si¢ modeli wieloinercyjnych o
r6znych statych czasowych i modelu Strejca o utamkowym rzgdzie
inercji (blad systematyczny), nie wydaje si¢ przy tym by w prosty
sposdb mogl on zostaé wyeliminowany. Wplyw zaklocef o ampli-
tudzie rzedu 1% ustalonej warto$ci h (o) jest niewielki, i tym
samym metoda moze by¢ stosowana w praktyce. Diugos¢ czasu tq
mozna orientacyjnie dobiera¢ w taki sposob, by warto§¢ D byta
rzedu 0,3 k, a procedurg iteracyjng warto stosowaé tylko dla
obszaru zmian 1 <n<2.
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