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Streszczenie

Przeprowadzono analize wplywu dlugosci kroku dyskretyzacji na dodat-
nio$¢ wewngtrzng i zewnetrzng oraz stabilnesé asymptotyczng uktadu dys-
kretnego otrzymanego w wyniku dyskretyzacji z liniowego ukladu ciaglego.

Wykazano, ze:

1) Uklad dyskretny jest wewnetrznie dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy uktad
ciggly jest réwniez wewnetrznie dodatni i dlugos$é kroku jest wystarczaja-
co mala (spelnia warunek (7));

2) Uklad dyskretny jest zewnetrznie dodatni wtedy, gdy uklad ciagly jest we-
wnetrznie dodatni i dlugo§é kroku jest wystarczajaco mala (spelnia waru-
nek (7));

3) Uklad dyskretny jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko wtedy, gdy
uklad ciagly jest stabilny asymptotycznie i dlugo$é kroku jest wystarcza-
jaco mala (spelnia warunek (17)).

Abstract

Influence of value of the discretisation sten on positivity and stability of
linear dynamic systems.

An analysis of the influence of value of the discretisation step on internal
and external positivity and asymptotic stability of discrete-time system obta-
ined by discretisation from continuous time one is presented. It is shown that:
1) The discrete-time system is internally positive if and only if the continuo-

us-time system is also internally positive and the value of discretisation

step is small enough (satisfies the condition (7)).

2) The discrete-time system is externally positive if the continuous-time sy-
stem is internally positive and the value of discretisation step is small
enough (satisfies the condition (7)).

3) The discrete-time system is asymptotically stable if and only if the conti-
nuous-time system is also asymptotically stable and the value of discreti-
sation step is small enough (satisfies the condition (17)).

Wprowadzenie

W ostatnim dziesigcioleciu obserwuje si¢ dynamiczny roz-
woj teorii uktadéw dodatnich [1, 2, 4, 7, 8, 12, 14-17]. W ukia-
dach dodatnich zmienne stanu i odpowiedzi na nieujemne wy-
muszenia i warunki poczatkowe przyjmuja réwniez tylko war-
toSci nieujemne. Wiele wielkoSci wystgpujacych w roznych
dziedzinach techniki, ekonomii, medycyny, na przykiad takie
jak ci$nienie, koncentracja pierwiastka w roztworze, zysk, por-
cja lekarstwa, itp., przyjmuja tylko wartoSci nieujemne. W kla-

sycznej teorii uktaddw liniowych podstawowy aparat matema-
tyczny stanowia teoria przestrzeni liniowych (wektorowych)
i teoria operatordw liniowych. W teorii ukladéw dodatnich za-
miast przestrzeni liniowych korzystamy z teorii przestrzeni
stozkow, gdyz réznica dwoch liczb nieujemnych nie musi byé
liczba nieujemna. Teoria uktaddéw dodatnich jest wigc dziedzi-
ng znacznie trudniejsza i jej rozwdj jest mniej zaawansowany.
Teoria liniowych uktadéw dodatnich ma pewne elementy
wspolne z teorig uktadow standardowych liniowych oraz teoria
uklad6w nieliniowych, ale zawiera réwniez wiele nowych zaga-
dniefi nie objetych tymi teoriami. Ograniczenie rozwazan do
pierwszej ¢wiartki przestrzeni wskazuje, ze teoria uktadéw do-
datnich ma wiele elementow wspolnych z teoria uktadow nie-
liniowych.

Celem tej pracy jest analiza dlugosci kroku dyskretyzacji na
wewnetrzng i zewngtrzng dodatnio$¢ oraz stabilno§¢ asympto-
tyczng uktadu dyskretnego otrzymanego w wyniku dyskretyzacji
z liniowego ukladu ciggtego.

Autorowi nie sa znane prace, w ktérych bytoby rozpatrywane
to zagadnienie.

W pracy tej zostanie pokazane miedzy innymi, ze uktad
dyskretny jest wewnetrznie dodatni wtedy i tylko wtedy,
gdy uktad ciagly jest rowniez wewngetrznie dodatni i diu-
go§¢ kroku dyskretyzacji jest wystarczajaco mata. Dla kaz-
dego wewnetrznie dodatniego uktadu ciggiego mozna za-
wsze dobra¢ odpowiednio duzg dtugos¢ kroku dyskretyza-
cji, aby ukiad dyskretny nie byl wewnetrznie dodatni. Poka-
zemy rowniez, ze uklad dyskretny jest stabilny asympto-
tycznie wtedy i tylko wtedy, gdy uktad ciagly jest stabilny
asymptotycznie i dtugo$é kroku dyskretyzacji jest wystar-
czajaco mata.

Podstawowe definicje i twierdzenia
oraz sformutowanie zadania
Niech R”™ bedzie zbiorem macierzy o wymiarach pxn iele-
mentach rzeczywistych oraz R? = R”* Zbidr macierzy o wymia-

rach pxn i elementach nieujemnych oznaczaé bedziemy przez
3

Wezmy pod uwage liniowy ukiad ciagly opisany réwnaniami
X =Ax+Bu, x(0)=x, (1a)

y=Cx+Du (1b)

gdzie x:? xeR" ueR” yeR” s3odpowiednio we-
t

ktorem stanu, wymuszenia i odpowiedzi, a 4e R™ BeR"™™,
CeRP" i DeRP™

Uktad (1) nazywamy wewnetrznie dodatnim, jezeli dla kazde-
g0 x, € R iwszystkich wymuszen wu(f)eR",r>0 zachodzi
x(t)eR! oraz y(fH)eR! dla >0



Macierz 4e R™ nazywamy macierza Metzlera, jezeli wszy-
stkie jej elementy lezgce poza gléwna przekatng sg nieujemne.

W pracy [4, 7] pokazano, ze e¥ ¢ R™ wtedy i tylko wtedy,
gdy AeR™ jest macierzg Metzlera.

Uklad (1) jest wewngtrznie dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy
A jest macierza Matzlera,a Be R, Ce R”" i De R™" [4,16].

Uktad (1) nazywamy zewnetrznie dodatnim, jezeli dla zero-
wych warunkéw poczatkowych x, =0, odpowiedz ukfadu przyj-
muje wartosci nieujemne p(f)eR? dla ¢>0 nakazde nieu-
jemne wymuszenie, u(f)eR],t20 .

Uklad (1) jest zewnetrznie dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy
jego macierz charakterystyk impulsowych spetnia warunck
[4.16]

y()eRP™dla ¢20 2

Z. poréwnania powyzszych definicji wynika natychmiast, ze
kazdy ciagly ukiad wewnetrznie dodatni jest réwniez zewngtrz-
nie dodatni. Uktad (1) moze by¢ zewnetrznie dodatni, ale nie
musi by¢ uktadem wewnetrznie dodatnim [4].

Wezmy z kolei pod uwage liniowy ukiad dyskretny opisany
rownaniami

x,=Fx+Gu, ieZ ={012,.} (3a)

¥, =Cx, + Du, (3b)

gdzie, x,€R", u,eR", y,eR” s3 odpowiednio wektorem
stanu, wymuszenia i odpowiedzi w chwili dyskretnej i, a
FeR™GeR™ CeR"™ | DeR™

Uktad (3) nazywamy wewnetrznie dodatnim, jezeli dla kazde-
g0 x, e R’ 1wszystkich ciaggéw u, eR", ieZ, ,zachodzi
x,eR"oraz y,eR” dla ieZ,.

Uklad (3) jest wewnetrznie dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy [4]

FeR™, GeR"™,CeR™ i DeR™ 4)

Uktad (3) nazywamy zewnetrznie dodatnim, jezeli dla zero-
wych warunkéw poczatkowych  x, e R7 , odpowiedz ukladu
przyjmuje wartosci nieujemne y, € R?, ie Z, , na kazde wymu-
szenie nieujemne u, e R”, i€ Z,.

Uktad (3) jest zewngtrznie dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy je-
go macierz charakterystyk impulsowych spelnia warunek [4, 16]

g, R dla ieZ, )

Z poréwnania powyzszych definicji wynika natychmiast, ze
kazdy dyskretny ukiad wewnetrznie dodatni jest rowniez zewng-
trznie dodatni. Uklad (3) moze by¢ zewnetrznie dodatni, ale nie
musi by¢ uktadem wewnetrznie dodatnim [4, 16]

Zastepujac w (1a) pochodng X= % ilorazem réznico-

XX
Wym i+] i)
At

czym x, = x(iAt), u, =u(iAr), y, = y(iAt) oraz

z réwnan (1) otrzymamy réwnania (3), przy
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F=I +Ad, G=AB (6)

a I, jest macierza jednostkowg stopnia r.

W pracy tej przeanalizujemy wplyw diugosci kroku dyskrety-
zacji At na dodatnio$¢ wewngtrzng i zewnetrzng oraz stabilno$é
asymptotyczng ukladu dyskretnego otrzymanego w wyniku dys-
kretyzacji z uktadu ciaglego.

Wptyw diugosci kroku dyskretyzacji
na dodatnio$¢ uktadu

Zatozmy, ze uktad ciggly (1) jest wewnetrznie dodatni. Po-
wstaje pytanie czy uktad dyskretny (3) otrzymany w wyniku dys-
kretyzacji o diugosci kroku Ar jest rowniez ukiadem wewngtrz-
nie dodatnim dla kazdej wartosci Ar. OdpowiedZ na to pytanie
daje nastepujace:

Twierdzenie 1. Uktad dyskretny (3) jest uktadem wewnetrznie
dodatnim wtedy i tylko wtedy, gdy ukiad ciagly (1) jest wewne-
trznie dodatni i dtugo§é kroku Af spetnia warunek

(i=12,...,n) Q)

przy czym a;; jest i-tym elementem glownej przekatnej ma-
cierzy A.

Dowéd. Z zaleinoSci F=I,+AtA wynika, Ze macierz

FeR™ tylko wtedy, gdy macierz 4 ma nicujemne elementy
poza gléwna przekatna, czyli gdy jest macierza Metzlera.

Zaldézmy najniekorzystniejszy przypadek, ze dia pewnego
i element a; < 0. Wtedy macierz F ma wszystkie elementy nie-
ujemne, gdy zachodzi (7). W tym przypadku uklad dyskretny
jest wewnetrznie dodatni, jezeli uklad ciggly (1) jest wewngtrz-
nie dodatniOd.

Z twierdzenia 1 wynika, zZe jezeli Af> , to w wyniku

1
maxla, |
dyskretyzacji z dodatniego wewnetrznie ukladu ciagglego (1)
otrzymamy uktad dyskretny (3) niedodatni wewngtrznie.

Niech uktad ciagly (1) bedzie wewnetrznie dodatni. Powstaje
pytanie, czy uklad dyskretny (3) otrzymany z uktadu (1) w wyni-
ku dyskretyzacji o dlugoéci kroku At bedzie réwniez ukladem
zewnetrznie dodatnim dla kazdej warto$ci Ar. OdpowiedZ na to
pytanie daje nastgpujace twierdzenie.

"Twierdzenie 2. Uklad dyskretny (3) jest ukladem zewng¢trznie
dodatnim wtedy, gdy uktad ciagly (1) jest wewnetrznie dodatni
i dtugos¢ kroku A spelnia warunek (7).

Dowéd. Jezeli uktad ciggly (1) jest wewngtrznie dodatni i ma-
cierz A jest macierza Metzlera, to FeR™ gdy At spetnia
warunek (7). Macierz charakterystyk impulsowych uktadu (3)
jest okre§lona zaleznoScia [11, 4]

D dla i=0
g, = . ' ieZ, t))
CF'™G dla i21

Z (8) wynika, ze g; spetnia warunek (5), gdy De R, Ce R’
FeR™, GeR™ czyli gdy uklad ciagly (1) jest wewngtrznie
dodatni.

Jezeli At>

, to w wyniku dyskretyzacji z dodatnie-
max|a, |

go wewnetrznie ukfadu cigglego (1) otrzymamy macierz F,
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ktorej niektore elementy na gtéwnej przekatnej beda ujemne,
co moze spowodowac, ze macierz g; nie bedzie spetnia¢ warun-
ku (5).

Przyklad 1. Dany jest uklad ciagly (1) wewnetrznie dodatni,
ktérego macierze sg rowne

el ) o

Korzystajac z (6) otrzymamy dla Ar=0.1

0.6 0.1
F=I+AA4 :[ 0 0_8} , a dla Ar=0,49 odpowiednio
-0.96 0.49
E, =1 +Ad=
0 002

Zgodnie z twierdzeniem 2 dla Ar=0.1 ukfad dyskretny (3) jest
wewnetrznie dodatni, a dla Ar=0,49 nie jest wewnetrznie dodat-
ni. Korzystajac ze wzoru (8) otrzymamy dla Ar=0,1

0

b o o l0] g [005
Bo= = g B = T o B2 T T 08 1 T Y o064

a dla Ar=0.49 odpowiednio

2%, e[, _epal 080 g [022589
BT o B T 040 82 T Tho000s 18T T g000196 [

g
05x —

o4t O At=0.1
* At=0.49
0.3f
0.2r * x *
*
X % *
04fo X%k oy 4

o
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"
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03 ; =] §
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0.5r= —r
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(o] o °
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Rys. 1
Na rys. 1. Pokazano przebiegi elementow gil i gl-2 macierzy
p
>

charakterystyk impulsowych g; ={g } w funkcji ieZ, .

Wplyw diugosci kroku dyskretyzaciji
na stabilno$é asymptotyczng

Wezmy pod uwage ciagly uklad liniowy opisany réwnaniem

un

i = Ax, x(0) = x, (10)

przy czym AeR™
Rozwiazanie réwnania (10) ma postaé [11]

x(t) = e'x, (11)

Uktad (10) nazywamy asymptotycznie stabilnym, jezeli roz-
wigzanie (11) spelnia warunek

limx(¢) =0 dla kazdego x, e R" (12)
1t

Uklad ten jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie wartoSci wlasne macierzy A4 (pierwiastki
rownania det[Is-A]=0) maja ujemne czedci rzeczywiste
Re(s,) < Odlakazdegok =1,2,.,n [11]

WezZmy z kolei pod uwage dyskretny uklad liniowy opisany
réwnaniem

Y=ty ieZ, (13)
przy czym F € R,

Rozwiazanie réwnania (13) ma postaé [11]
x,=A'%,, ieZ, (14)

Uktad ten nazywamy asymptotycznie stabilnym, jezeli roz-
wigzanie (14) speinia warunek

}LIEAI =0 dlakazdego x, €R" (15)
Uktad (13) jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie warto§ci wlasne macierzy F maja moduly mniej-
szeod  Llg|<l dlak=12,.,n.[11]
Zalozmy, ze ukiad (10) jest stabilny asymptotycznie. Powsta-
ja pytania:

1) czy uktad dyskretny (13) otrzymany w wyniku dyskretyzacji
o dlugosci kroku Ar z ukiadu (10) jest réwniez stabilny
asymptotycznie dla kazdej warto§ci Ar?

2) czy dobierajac odpowiednio dtugosé kroku Af mozemy z nie-
stabilnego asymptotycznie ukladu cigglego (10) otrzymad
stabilny asymptotycznie uktad dyskretny (13)?

Wykazemy, ze uktad dyskretny (13) moze by¢ stabilny asymp-
totycznie tylko wtedy, gdy uklad ciagly (10) jest stabilny asymp-
totycznie oraz, ze przez dobor diugosci kroku Ar nie mozna
otrzyma¢ stabilnego asymptotycznie uktadu dyskretnego (13),
jezeli ukiad ciagly (10) jest niestabilny asymptotycznie.

Bez straty og6lnoSci rozwazafi zakladamy, ze macierz A ma
postac kanoniczng Frobeniusa [11]. Wtedy

-1 0 - 0 0 (16)
0 5 -1 - 0 0 1
det[ls— A] = i i S =s5"+a,,s"" +tas+a,
s _
@ a4 a o d,, Sta,

Zalezno$¢ (16) wynika z lematu 4 (udowodnionego w dodat-
ku) dla k=1.

Twierdzenie 3. Ukfad dyskretny (13) jest stabilny asympto-
tycznie wtedy i tylko wtedy, gdy uklad ciagly (10) jest stabilny
asymptotycznie i dlugo$¢ kroku Ar speinia warunek

2a,
: a7
aiz + ﬂiz

At <min
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Rys. 2

przy czym: s, = —a;, + jp; jesti-ta (i=1,2,...,n) wartoscig wia-
sna macierzy A4.

Dowéd. Z lematu 2 wynika, ze jezelis;, i =1,2,...,n s3 warto-
$ciami wlasnymi macierzy 4, to At s; ,i =1,2,....n s3 wartoSciami
wlasnymi macierzy At 4. Wobec tego zgodnie z lematem 1,
1+Ats;, , i=12,.,n sg wartoSciami wlasnymi macierzy
F=I,,+AtA. Uktad dyskretny (13) jest stabilny wtedy i tylko wte-
dy, gdy warto$ci wlasne z; =1+Ass;,i =1,2,..., n spelniajg warunek
|z, |21+ Ats, |51 - Atar, + jAB, <1, czyli (1- Atoy)? + (AB;)? < 1 dla
kazdego i =1,2,...,n. Rozwiazujac te¢ nierdwnos¢ wzgledem At
otrzymamy warunek (17). Jezeli chociazby jedna warto§¢ wia-
sna s; macierzy A ma nieujemna czeS¢ rzeczywist, to dla dowol-
nego Ar>0 wartosci tej odpowiada warto§¢ wiasna macierzy
F niespelniajaca warunku |z, <1 O

Jezeli wszystkie warto§ci wlasne macierzy A sa rzeczywiste
(B=0dlai =1,2,...,n), to warunek (17) upraszcza si¢ do postaci

.2
At < min—
o= (17a)

i

Przyklad 2. Dany jest ukiad ciagly (10) o macierzy

-2 1 0
A=|0 -3 0 (18)
1 1 -1
Wielomian charakterystyczny tej macierzy ma postac
s+2 -1 0

det[I,s—A]l=| 0 s+3 0 [=(G+D(s+2)(s+3)=5"+65"+11s+6
-1 -1 s+1

PAK 12/1999

a jej wartodci wlasne s réwne: s,=-1, s, =-2, s, =-3 . Uklad
ciagly jest wigc stabilny asymptotycznie.
Niech Ar=0.1. W tym przypadku warunek (17a) jest spetniony,

2 2

gdyz min—= ; >Ar , a macierz F uktadu dyskretnego (13)
i a
ma posta¢ 08 0.1 0
F=I+AMA=| 0 07 0 (19

0.1 0.1 09

Wielomian charakterystyczny macierzy (19) o postaci

z-08 -01 0
detilz-Fl=| 0 z-07 0 |=(z-0.7)z-08)(z—0.9)=2"~-024z" +1.9z-0.503
—01 -01 z-09

ma naste¢pujace miejsca zerowe: z; = 0.7,z, = 0.8,z; = 0.9.

Dla Ar=0.1. uktad dyskretny (13) o macierzy (19) jest wigc
stabilny asymptotycznie.

Niech z kolei Ar=1. W tym przypadku warunek (17a) nie jest
spelniony, a macierz F ma postac

-1 1
F=I,+MA=| 0 -2 0 )
1 1 0
Wielomian charakterystyczny macierzy (20) o postaci
z+1 -1 O
det[/,z-F]={ 0 z+2 0|=z(z+ 1)z +2)=2" +3z> +22
-1 -1 z

ma nastgpujace miejsca zerowe: z, = 0, z, =-1, z; =-2 . Dla
At=1 uktad dyskretny (13) o macierzy (20) jest wiec niestabilny
asymptotycznie.

Na rys. 2 podano przebiegi zmiennych stanu  x;,x,x] ukfa-
du dyskretnego (13) powstatego z uktadu ciagtego (10) o macie-
rzy (18) dla trzech wartosci kroku At = 0.1;0.7;1.

Przyklad 3. Dany jest niestabilny uktad ciagly (10) o macierzy

S0 18
A=[0 1 0 (21)

ktorej wartosci wlasne sa réwne: s; =s, = -1, s, =1.
Latwo sprawdzié, ze w tym przypadku macierz F ma postac
1-At At 0
F=] +AtA=| 0 1+At O
At At 1-At
a jej wartosci wlasne sa réwne: z, = z, =1- A, z, =1 + AL
Dla kazdego dowolnie matego kroku Az > 0 mamy |z, >1.

Uklad dyskretny jest wigc rowniez niestabilny asymptotycznie
dla kazdej diugosci kroku Az.

(22)

Uwagi koncowe i problemy otwarte

W pracy przeprowadzono analiz¢ wplywu diugosci kroku
dyskretyzacji At na dodatnio$¢ wewnetrzna i zewngtrzng oraz
stabilno§é asymptotyczng ukladu dyskretnego, otrzymanego
w wyniku dyskretyzacji z liniowego ukfadu ciaglego.

Niektore z tych rozwazan daja si¢ stosunkowo tatwo uogdlni¢ na
stabo dodatnie uktady liniowe ciagte, opisane réwnaniami [11, 12]

Ex=Ax+Bu
y=Cx+Du

gdzie E € R™" jest macierza osobliwg (detE = 0),a x, u, y oraz
macierze 4, B, C i D sa okre§lone tak samo, jak dla uktadu (1).
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W pracy nie przeprowadzono analizy wplywu dlugosci kroku
dvskretyzacji na dodatnio§¢ zewnetrzng ukladu dyskretnego
otrzymanego w wyniku dyskretyzacji z zewn¢trznie dodatniego
ukladu ciaglego.

Problemem otwartym jest réwniez analiza wplywu dlugosci
kroku dyskretyzacji na osiagalno$¢, sterowalnosc i obserwowal-
nos¢ [13, 11] ukladu dyskretnego otrzymanego w wyniku dys-
kretyzacji z dodatniego wewnetrznie (zewnetrznie) uktadu ciag-
lego. Zagadnienia te beda przedmiotem oddzielnej pracy
autora.

Zagadnieniem waznym jest przeniesienie tych rozwazai na
dodatnie wewnetrznie i zewnetrznie uklady dwuwymiarowe
ciagte [6, 9] i ciaglo-dyskretne [3, 10].

Dodatek

W dodatku tym podano cztery lematy (wraz z dowodami),
z ktorych korzysta si¢ w wykladzie podstawowego materialu
pracy.

Lemat 1. Niech 5 i =1,2,...,n beda warto§ciami wtasnymi
macierzy A € R™", czyli pierwiastkami réwnania det[l,,s -4]=0.
Wtedy 5 =s,+1 ,i=12,..ns3wartofciami wlasnymi macierzy
A+,

Dowéd. Z zaleznosci
det[/ 5 —(A+1)]=det{l (5-1)—A]=det[l, s— A]
wynika, ze 5, =s,-1 dla i=12,..n

Lemat 2. Jezeli s; , i=1,2,..,n sg wartoSciami wiasnymi
macierzy A € R™*", AeR™ to §,:=ks, sawartoSciami

wlasnymi macierzy kA, przy czym keC jest dowolnym nieze-
rowvm skalarem.

Dowéd. Z zaleznosci

$
"k
wynika, ze  §=ks; dla i=12,.,n.00

det[] s —kA]= det{k(%— Aﬂ =k"det| [, ~— A} =k" det(1,s— 4]
Lemat 3. Jezeli s;, i=1,2,...,n sa pierwiastkami rOwnania
s'+a, s +a s +ag=0 (D.1)
to ks;, i =1,2,...,n s pierwiastkami réwnania
s+ kan_ls"'1+ --~+k”'1als +k"ay=0 D.2)

Dowéd. Niech s, i =1,2,..,n 33 pierwiastkami rOwnania (D.1).
Wiedv

(s-5,)(s-5,) " (s-5,)=5"" + a, s"1 ++ a;s+a, (D.3)
przy czym

a,= (-1)"s152-"sn

a = (—1)"'1(s1s2+51S3+"- +818,+5253+ +sn_1sn) (D.4)

a, 1 = (D! (s;+sy+ets,)

Analogicznie po uwzglednieniu (D.2)-(D.4) otrzymamy

(s-ks)(s-hesg) -+ (s-ks,) =kn(-1)n(s1857s,) + k" 1(- 1)
(548,45 S5+ +878, +8,5,+ 7 +5, (s 5+ +k(-1) (s +5,+
+s5,)s 48 =k"ayHhlays+ ka5t

Tak wigc ks, , i =1,2,...,n s3 pierwiastkami réwnania (D.2).

Lemat 4. Niech

0 k 0 0
0 0 k
g 00 ke 0 kec @)
0 0 0
—ak —ak —-ak - —a,_k

Wtedy det[/, s-4]=s" +an_1+ks”'1 +a1k"'1s+a0k" (D.6)

Dowéd. Rozwijajac wyznacznik det[/,5-4] wedtug n-tego
wiersza macierzy (D.5)

it

olrzymamy k0 0 0

0 s =k - 0 0

ak ak ak - a, Lk s+a,k

agk(-1y"1 (kY +a k(-1 25 (k)24 (s+ay k) (-1) s =
=a0k”+alk"'1s+~--+an_1ks”'1+s” .
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