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Utrzymanie wektora stanu w zadanym obszarze przestrzeni
i stabilizacja uktadéw za pomocg sprzezen zwrotnych
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Streszczenie

Sformulowano i rozwigzano nastepujacy problem. Dany jest uktad
liniowy ciagly ze sprzezeniem zwrotnym od wektora stanu. Nalezy
tak dobra¢ macierz sprzezen zwrotnych, aby wektor stanu uktadu
zamknietego dla wszystkich chwil wigkszych od chwili poczatko-
wej pozostat w pierwszej dodatniej ¢wiartce przestrzeni stanow dla
kazdego warunku poczatkowego z tej ¢wiartki i uktad ten byt sta-
bilny asymptotycznie. Podano kryteria doboru i metodg¢ wyzna-
czania tej macierzy sprzezen zwrotnych.

Abstract

The following holdability and stabilizability problem for linear
continuous-time systems by state-feedbacks is formulated and so-
Ived. Given a linear system = Ax+ Bu, 4e R™,Be R"", find a state-
feedback u=Kx such that the state vector of the closed-loop system
% =(4+BK)x satisfied the conditions:

1) x(r)=e"*x, e R for t 20 and every x, € R}
B {A4+BK) n n

2) lime x, € R} forevery x, € R}
f

where R is the set of n-dimensional vectors with non-negative
components.

1. Wprowadzenie

W pracy [6] Rumchev rozwiazal nastepujacy problem. Dany jest
standardowy ukfad dyskretny ze sprzezeniem zwrotnym od wekto-
ra stanu. Nalezy tak dobra¢ macierz sprzgzen zwrotnych, aby wek-
tor stanu ukfadu zamknigtego dla wszystkich chwil wigkszych od
chwili poczatkowej pozostal w pierwszej dodatniej ¢wiartce prze-
strzeni stanéw dla kazdego warunku poczatkowego z tej cwiartki.
Problem ten w literaturze angielsko-amerykanskiej nazywa si¢
feedback holdability”. Dla uktadéw ciaglych byt on rozpatrywa-
ny w pracach [1, 2]. Dla dyskretnych uktadéw singularnych zostat
on rozwigzany w pracy [5].

W pracy tej zostanie sformutowany i rozwigzany problem ogél-
niejszy, ktory zawiera w sobie, jako podzadanie, problem ,feed-
back holdability” dla uktadow ciagtych.

Dany jest standardowy uktad ciagly ze sprz¢zeniem zwrotnym od
wektora stanu. Nalezy tak dobraé¢ macierz sprz¢zen zwrotnych,
aby wektor stanu ukladu zamknigtego dla wszystkich chwil wigk-
szych od chwili poczatkowej pozostal w pierwszej dodatniej
éwiartce przestrzeni stanow dla kazdego warunku poczatkowego
z tej ¢wiartki i uklad ten byl stabilny asymptotycznie. Zostang po-
dane kryteria doboru i metoda wyznaczania tej macierzy sprzezen
zwrotnych.

2. Sformulowanie zadania

Niech R™™ bgdzie zbiorem macierzy o wymiarach nxm i elemen-
tach rzeczywistych oraz R"= R™'. Zbiér macierzy rzeczywistych
o wymiarach nxm i nieujemnych elementach oznaczaé bedziemy
przez R™" oraz R} =R,

Wezmy pod uwagge ukfad liniowy ciagly opisany réwnaniami

x=Ax+ Bu, x(0)=x, 1)

przy czym =<, x(r) = x € R" jest wektorem stanu, u(r)=ueR" jest
wektorem wymuszen (sterowan), A€ R™ i Be R"™"

Definicja 1. Uktad (1) nazywamy dodatnim (doktadniej wewngetrznie
dodatnim [4]), jezeli dla kazdego warunku poczatkowego
oraz wszystkich wymuszen w(f) e R!,+ 20 mamy x(rf)e R dlaz>0
Macierz 4=[a,]1e R nazywamy macierza Metzlera, jezeli a,> 0
dla i # j (elementy a, = 1, ..., n mogg by¢ dowolne).

Xy € R]

Twierdzenie 1. [4] Uklad (1) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy
A jest macierza Metzlera, a BeR™.

Definicja 2. Uktad dodatni (1) nazywamy stabilnym asymptotycz-
nie, jezeli dla kazdego x, € R] rozwigzanie

x(t)=e"x, @)
réwnania
= Ax (3)
zanika do zera dla t — e, tzn.
%iﬁrge‘“xu =0 dlakazdego x, € R 4)

Analogicznie jak dla ukladéw standardowych (niedodatnich)
uktad dodatni (1) jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko wtedy,
gdy macierz 4 ma wartosci wlasne A, o ujemnych czesciach rze-
czywistych, tzn. [4]

Red, <0 dla k=1..,n 5)

Wezmy pod uwage ukiad (1) ze sprzezeniem zwrotnym od wekto-
ra stanu
u=Ke, KeR™ 6)

Podstawiajac (6) do (1) otrzymamy uktad zamknigty o postaci
% =(4+BK)x @)

Zadanie nasze mozna sformutowacé nastgpujaco. Dane s macierze
A1 B ukfadu (1). Nalezy tak dobra¢ macierz K sprzgzenia zwrot-
nego (6), aby wektor stanu uktadu zamknigtego (7) spelnial naste-
pujace dwa warunki:
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x(ry=e"**x, e R? dla 120 oraz kazdego x, € R”

(8a)

Ljm e H+80r

(-0

x, =0 dlakazdego x, € R” (8b)

3. Rozwigzanie zadania

Rozwiazanie tego zadania jest oparte na nastepujacych dwoch
twierdzeniach [4].

Twierdzenie 2. Macierz ¢* e R™ wtedy i tylko wtedy, gdy 4 jest
macierza Metzlera.

Twierdzenie 3. Ukfad dodatni (1) jest stabilny asymptotycznie wte-
dy i tylko wtedy, gdy jest spetniony jeden z nizej podanych warun-
kow:

1) Wszystkie wspotczynniki wielomianu

det{ls—A]=s"+a, 5"+ +as+a, )
sa dodatnie.
2) Wszystkie minory gtéwne macierzy —4 sa dodatnie, tzn.
a0, 7a'2’>0,...,det[—A]>O (10)
—a,  —ay|

Z twierdzenia 2 wynika, ze warunek (8a) bedzie spetniony wtedy
i tylko wtedy, gdy macierz 4. = 4 + BK bedzie macierza Metzlera.
Warunek (8b) natomiast jest spetniony, gdy macierz 4. ma warto-
$ci wlasne A., o ujemnych czeéciach rzeczywistych

Red, <0 dla k=1,..n (11

Zostalo wiec udowodnione nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4. Wektor stanu uktadu zamknigtego (7) spelnia wa-
runki (8) wtedy i tylko wtedy, gdy macierz 4. = 4 + BK jest ma-
cierza Metzlera i jej wartosci wiasne spetniaja warunek (11).
Rozwiazanie zadania sprowadza si¢ zatem do wyznaczania macie-
1zy K takiej, ze
1) macierz 4. =4+ BK =[a,] ma nieujemne wszystkie elementy le-
zace poza gléwna przekatng
d,20dai=f, fj=h..n (12)
2) czgsci rzeczywiste wartodci wlasnych A, macierzy 4. sa ujemne,
tzn. spetniajg warunek (11).
Korzystajac z twierdzenia 3 mozemy warunek (11) zastapié¢ wa-
runkiem, aby wszystkie wspofczynniki wielomianu
det[ls — (A + BK)]=5" +a, 5" +:--+a@s+a, (13)
byly dodatnie lub warunkiem, aby wszystkie minory gtéwne ma-
cierzy —A4 byly dodatnie.
—a, noT Zzl 2

l-a,|>0, >0

..... det[-A4.]>0

B 14
~an —dyn

Tak wigc rozwiazanie zadania sprowadza si¢ do wyznaczania ma-
cierzy K spelniajacej warunki (12) i (13) lub warunki (12) i (14).

Z powyzszych rozwazan wynika nastepujaca procédura wyznacza-
nia macierzy K.

Procedura.
Krok 1. Dobieramy macierz K tak, aby byl spetniony warunek (12).
Zbidr macierzy K spetniajacych warunek (12) oznaczamy przez Q,.

Krok 2. Dobieramy macierz X <, tak, aby by spelniony warunek
(14) (lub réwnowaznie warunek (13)).

Twierdzenie 5. Jezeli i-ty wiersz 4, i = I, ..., n macierzy 4 zawiera
przynajmniej jeden element ujemny a, <0, i= j, to macierz K spel-
niajaca warunek (12) istnieje tylko wtedy, gdy i-ty wiersz B, macie-
rzy B zawiera przynajmniej jeden element niezerowy.

-1y det[
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Dowéd. Jezeli przynamniej jeden element «, <0, i=; oraz B =0
4,+BK=4+0K =4 inieistnigje K takie, ze jest spetniony waru-
nek (12). W tym przypadku zbidr Q, jest pusty. O
W przypadku szczegdlnym, gdy m = 1 (ukfad ma jedno wejscie),
B=b=I[b, b,..b,] (T oznacza transpozycj¢) i warunek (12) jest réw-
nowazny warunkowi

a,=a,+bk, 20 dlai=j, i,j=1,.,n (15)
Korzystajac ze znanych wtasnosci wyznacznika mozemy warunek
(14) przedstawi¢ w postaci

ay, fbykl_ T4y +b|k, = (=1)'{det [T <k det b N I

&y + bk ©oa,+bk 4, - 4, b a, - a
b o, b

k, det B I ootk G T A >0dlai=l,..»n (16)
) a, b: ds; o 4a, a, - a...-«lby

Uwaga. Jezeli i-ta kolumna [o, a,, ...a, [ macierzy 4 zawiera przy-
najmniej dwa elementy a, <0.4, <0 oraz odpowiednie elementy
macierzy b maja znaki przeciwne b5, <0, to zbidr Q, jest pusty
i zadanie nie ma rozwigzania.

4. Przykiady

Przyklad 1. Dany jest ukiad (1), ktorego macierze 4 i B maja po-
stacie
-1 -1 0 12
A=|-2 0 2| B=|0 0
2 -1 -1 -1 1
Wyznaczy¢ macierz X € R* sprzezenia zwrotnego (5) tak, aby wek-
tor stanu uktadu zamknigtego spelnial warunki (8).
W tym przypadku wiersz drugi macierzy 4 zawiera jeden element
ujemny -2, a wiersz drugi macierzy B jest zerowy. Zgodnie z twier-
dzeniem 5 nie istnieje macierz K spetniajaca warunek (12). Zadanie
to nic ma wigc rozwigzania.

Przyklad 2. Dany jest ukfad (1), ktérego macierze maja postacie

2 -1 0 T
A=|1 1 2| B=]0
0 -1 -3 -1

Wyznaczy¢ macierz k=[k, &, k,] sprzgzenia zwrotnego (5) tak, aby
wektor stanu uktadu zamknigtego spetniat warunki (8).

W tym przypadku druga kolumna macierzy ma dwa elementy
ujemne a,, =a,, = la odpowiednie elementy macierzy B maja zna-
ki przeciwne b, =1, b, =-1.

Zgodnie z Uwaga zbior ©, jest pusty i zadanie nie ma rozwigzania.

Przyklad 3. Dany jest uktad (1), ktérego macierze 4 i B maja po-
stacie

a7

Wyznaczyé macierz K =k =[k, k, k,] tak, aby wektor stanu uktadu
zamknigtego spelnial warunki (8).

W tym przypadku
k-1 k-1 ky
A, =A+BK=| 2 -1 I |eRr™ (18)
2% ~1 2k, -1) 2%k -3
wtedy i tylko wtedy, gdy k >0.5, k, 211 &, 20.
Wobec tego zbidr Q, ma postaé
Qq ={k:k 205k, > Lk >0} (19)

Korzystajac z zaleznosci (16) otrzymamy
dlai=1

ay, +bk =-1+k <0 czyli k <1
dla i =2 (na nastgpnej stronie)

]
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de{a" a”}k, det[b' a‘z}+k3detl:a“ b‘]:
Gy 4y b, ay, a b,

DR ] R PR L, ISP 0
= +k, =3k -2
’2 -1 -1 )2 o’ TR
orazdla i=3
4y 4y all_l b a, a; a; b ey I—”n a, b
detia, ay ay|+kdetld, ay, a,|+kdefia, b, a, |+k det a, a, b=
a5 4y G by ay ay a, b, ay as, a; b
-1 -1 0] 1 -1 0 1 1 0 ~1 -1 1
2 -1 L[+ -l 1|+k|2 0 T|+kl2 -1 0/=-1043k 43k, + <0
-1 -2 -3 2 -2 -3 -1 2 -3

12 2 (20)

Macierz k nalezy do zbioru (19) i spelnia warunki (20) dla
05<k <Lk, 2Lk =0 oraz k +2k, <3 i 3(k, +k,)+k, <10 .
Przyjmujac k, =05k, =11k, =1 otrzymamy 4=[0.5 1 1] oraz

@n

Macierz (21) jest macierza Metzlera, ktdorej wielomian charaktery-
styczny ma postaé

[-05 0 1]

Uktad zamknigty jest wige stabilny asymptotycznie, a jego wektor
stanu spetnia warunki (8).
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5. Uwagi koncowe

Podano kryteria doboru i metode wyznaczania macierzy sprzezen
zwrotnych tak, aby wektor stanu uktadu zamknietego dla wszyst-
kich chwil wigkszych od chwili poczatkowej pozostal w pierwszej
dodatniej ¢wiartce przestrzeni stanéw dla kazdego warunku po-
czatkowego z tej ¢wiartki oraz ukfad ten byl stabilny asymptotycz-
nie. Wyniki tej pracy z niewielkimi zmianami mozna przenie$¢ na
dyskretne uklady liniowe. Problemem otwartym jest podanie wa-
runkow koniecznych i wystarczajacych istnienia macierzy K spet-
niajacej warunki (8). Problemem otwartym jest réwniez uogélnie-
nie wynikéw tej pracy na singularne uktady ciagle i dyskretne oraz
na uklady dwuwymiarowe standardowe i singularne [4].
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