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Przedstawiono podstawowe zagadnienia dotyczjace oceny i wyrazamia
niepewnosci calkowitej wyniku pomiaréw z wykorzystaniem zalecen
miedzynarodowego dokumentu ,,Guide to the Expression of Uncertainty in
Measurement™.

ABSTRACT

Essential probl are pr ted that concern the assessment and
expression of total uncertainty of measurement results on the basis of the
recommendations of the international document ,,Guide to the Expression
of Uncertainty in Measurement”.

Wprowadzenie

W roku 1977, z inicjatywy Migdzynarodowego Biura Miar,
powstata Grupa Robocza, ktérej celem byto zbadanie probleméw
zwigzanych z ocena i wyrazaniem niepewnos$ci. Problemy te
zawsze wywolywaly pewne kontrowersje, a podstawowym
problemem stal si¢ brak jednolitosci w prezentowaniu wynikow
pomiaréw w analizie poréwnan migdzynarodowych. W wyniku
prac Grupy Roboczej powstal w 1993 roku dokument ,,Guide to
the Expression of Uncertainty in Measurement”, nazywany
potocznie ,,Guidem”. Jest to dokument wazny. Porzadkuje
i ujednolica reguly postgpowania przy ocenie niepewnosci,
zakladajac, ze niepewno$¢ calkowita jest zmienng losowa
i podlega wszelkim prawom statystyki matematyczne;j. Nie jest
to jednak dokument, ktoéry pozwala stosowac okreslone reguly
we wszystkich spotykanych sytuacjach pomiarowych.
Dopuszcza sig¢ zatem, duzy wplyw eksperymentatora na
sposdb oceny.

Pojecia podstawowe

Modwiac o pojgciach podstawowych, nie sposéb pominaé
tak podstawowego pojgceia, jakim jest blad, o ktérym wspominany
wyzej migdzynarodowy dokument nie méwi wiele. Wazne jest,
aby wyraznie okresli¢ réznice, jakie istnieja migdzy pojgciami
btad i niepewnos¢ [1, 5].

Btad pomiaru

Miarg rozbieznosci migdzy otrzymang w wyniku pomiaru
wartoscig W, i warto$cig umowng ¥, jest blad.

A=W, -, )

gdzie wartoscia umowna 1, jest dostgpna nam wartos¢,
najbardziej zblizona do nieznanej wartosci prawdziwej. Moze to
by¢ warto$¢ poprawna, wartos¢ srednia czy warto$¢ nominalna.

Znana jest 1 ogolnie przyjeta klasyfikacja biedow. zgodnie
z ktora wszystkie bledy towarzyszace procesowi pomiarow emu
dzielimy na biedy systematyczne, btedy przypadkowe i bleds
nadmierne, czyli omytki. Podzial ten opiera si¢ na przyjetsm
kryterium dotyczacym zachowania si¢ bigdow zawartvch
w surowych wynikach pomiaréw tej samej wartosci wielkosci
mierzonej, gdy doswiadczenie powtarzamy. Jest to krvterium
jednoznaczne z wyodrgbnieniem czynnikow powodujacych
powstanie tych bledow, takich jak: czynniki zdeterminowane
— powodujace powstanie blgdow systematycznych i czynniki
niezdeterminowane — powodujace powstanie bledéw przypad-
kowych.

Wsrod bledow systematycznych mozemy wyrdznié te, ktorych
znamy warto$¢ i znak, oraz te, ktorych znamy jedynie wartosc¢
graniczng — maksymalna, a nie znamy znaku. Bledy o znanej
wartoéci 1 znaku uwzgledniamy w wyniku pomiaru w postaci
poprawki. Bledy o znanej warto$ci granicznej i nieznanym znaku.
zwane bledami granicznymi albo blgdami aparaturowymi.
pozwalaja na oceng granic przedzialu granicznego, zawiera-
jacego nieznang warto$¢ wielko$ci mierzonej. Blad graniczny
ma duZe znaczenie w praktyce pomiarowej, gdyz jest btgdem.
ktérego nie potrafimy uniknaé, poniewaz jego zrodlo tkwi
w niedoskonatosci aparatury pomiarowej okre§lonej jej klasa
dokladnosci.

Przykladem bledu przypadkowego moze by¢ réznica migdzy
wynikiem jednego pomiaru a warto$cig $rednia z calej serii
pomiaréw. Blad ten nazywany jest czgsto bledem pozornym
albo odchytka.

A =x—x @

W dotychczas stosowanej terminologii pojgcie bledu
przypadkowego mialo szersze znaczenie. Przyjmowalo sie, ze
jest to blad oceniany metodami statystycznymi, ktorego
znajomo$¢ pozwala na oceng¢ granic przedziatu ufnosci,
obejmujacego nieznang warto$¢ wielkosci mierzonej. Jezeli
jednak przyjelismy definicjg¢ bledu okreslong zaleznoscia (1),
to pojgcie biedu ocenianego metodami statystyki matematycznej
nie odpowiada w pelni tej definicji. Diatego, zgodnie z ,,Guidem™
wprowadza si¢ pojgcie niepewnosci wywotanej efektami
przypadkowymi albo pojecie niepewnosci typu A.

Niepewnos§¢
Liczbowa miara niepewnosci jest odchylenie standardowe o,
ktore jest parametrem charakterystycznym rozktadu prawdo-
podobienstwa bigdow lub jego nieobcigzony estymator S.
Rozrdznia sig nastgpujace pojgcia:
— niepewno$¢ standardowa

Uu=0 3)

— niepewno$¢ standardowa laczna

4

Niepewnos¢ standardowa laczna jest réwniez charaktery-
stycznym parametrem rozktadu prawdopodobienstwa. kton
jest splotem rozkladéw skladowych o j-tych odchyvleniach
standardowych
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- nkpewnosc catkowita

u = k(o) - u, (5)

Niepewnos¢ catkowita jest parametrem pozwalajacym na
wyznaczenie granic przedzialu zawierajacego nieznang wartos¢
rzeczywista wielko$ci mierzonej z zalozonym prawdopodo-
bienstwem a.

P(x—uc<u<;+uc)=oc (6)

gdzie 1 — warto$¢ oczekiwana, ktora utozsamia si¢ z nieznang
wartoscia prawdziwa.

Zaklada sig [1, 4], ze niepewnos¢ calkowita ma zawsze
charakter losowy. Mnoznik 4(t) jest zmienng standaryzowana,
dobierana z punktu widzenia zaloZzonego prawdopodobiefistwa
o dla okreslonego rozkladu prawdopodobienstwa.

Niepewnos¢ standardowa laczna moze zawiera¢ wiele
niepewnosci sktadowych. Niektore z nich mozna wyznaczyc¢
na podstawie otrzymanego rozrzutu wynikéw serii pomiarow
poprzez oceng estymatoréw odchylen standardowych. Inne
sktadowe niepewnosci, ktorych nie mozna ocenic na podstawie
otrzymanego rozrzutu wynikéw — na przykiad niepewnosci
wynikajace z niedoskonalosci aparatury pomiarowej — ocenia
sig rowniez za pomocg odchylen standardowych, obliczonych
na podstawie przewidywanych rozkladow prawdopodobienstwa.
Te dwie, rozne z punktu widzenia sposobu ich otrzymania,
grupy niepewnos$ci stanowia kryterium, wedlug ktoérego
niepewnosci dzieli si¢ na dwa typy [1]:

e Typ A — niepewno$ci wyznacza si¢ za pomoca metod
statystycznych.

¢ Typ B — niepewnosci wyznacza si¢ za pomocg innych
metod.

Mozna przyjag, ze niepewnos$¢ standardowa typu A odpowiada
niepewnosci spowodowanej efektamiprzypadkowymi, a niepe-
wno$¢ standardowa typu B odpowiada niepewnosci spowodo-
wanej efektami systematycznymi.

Aby zwroci¢ uwagge na réznice w podejsciu do tradycyjnego
podzialu bledoéw na bledy systematyczne i przypadkowe,
w stosunku do proponowanego podziatu niepewnosci [1], nalezy
podkresli¢, ze podczas gdy tradycyjna klasyfikacja oparta byta
na skutku jaki wywiera dana skladowa na wynik koncowy,to nowa
klasyfikacja opiera si¢ na sposobie w jaki mozna uzyskac
sktadowe niepewnosci. Niepewnos$¢ ma zatem szersze znaczenie
anizeli to, ktére wynika jedynie z niepewno$ci wywolanej
efektami przypadkowymi, czyli niepewnosci typu A. Kazdy btad
systematyczny, poza bledem systematycznym o znanej warto$ci
1 znaku, ktoéry musimy uwzgledni¢ w postaci poprawki, mozna
rozpatrywac jako niepewnos¢ typu B. Warunkiem jest jedynie
to. aby$my potrafili oceni¢ miarg liczbowa tej niepewnosci,
jaka jest odchylenie standardowe.

Przy ocenie niepewnosci typu A, ktdora mozna wyznaczy¢
na podstawie wynikow serii pomiaréw znanymi metodami
statystyki matematycznej, nie ma istotnych probleméw. Niepe-
wnosci te wyznaczamy za pomoca estymatorow odchylen
standardowych S, uwzgledniajac odpowiednia liczbg stopni
swobody n. ktora odpowiada licznosci proby. Jezeli istnicje
korelacja migdzy zmiennymi, to wyznacza si¢ odpowiednie
kowarancje. bgdace sktadowymi niepewnosci.

Trudniejsza jest sytuacja, gdy nie mozna oceni¢ niepewnosci
metodami statystvki matematycznej, czyli w przypadku
ziepewnoscl typu B. Ocena musi wtedy opierac si¢ na innych
=¢todach. co moze pociagna¢ za sobg pewne elementy oceny
subizknwne). Ponmlewaz propagacja niepewno$ci jest tutaj
»adina Jdostgpna 1 silna baza. to niezbgdne jest okreSlenie
ac= ol wanoscl. kiore mozna traktowaé jako oceng odchylen
spmderdownch 2 decyzig o tvm nalezy pozostawié ekspery-

FCER G §

W zadnym przypadku pojgcia niepewnosci, niezaleznie od
jej typu, nie nalezy taczy¢ z pojeciem poprawki. Zaklada sie,
ze wszystkie poprawki zostaly uwzglednione w wyniku pomiaru.
Jezeli doktadno$é wyznaczenia poprawki nie byta dostateczna,
nalezy rozwazy¢ wynikajace stad miepewnosci dodatkowe.
Przyjmuje sig, ze moga one by¢ niepewnosciami zardbwno typu A,
jak i typu B.

W kazdym przypadku istnieje koniecznos¢ uwzglednienia
korelacji migdzy zmiennymi. Bledne jest przekonanie, 7e w praktyce
pomiarowej wigkszo$¢ zmiennych losowych, jakimi sa btedy
skladowe, jest niezalezna. NiepewnoSci wywolane efektami
przypadkowymi nie sa w zadnym razie rdzne od niepewnosci
wywotanych efektami systematycznymi, z wyjatkiem tego, ze sa
one skorelowane z pomiarami w inny sposob.

Ocena niepewnosci standardowych

Niepewno$¢ standardowg typu A oceniamy zawsze na podsta-
wie wynikow serii pomiaréw znanymi metodami statystyki
matematycznej. Niepewnos¢ t¢ wyrazamy za pomoca estymatora
odchylenia standardowego dla $redniej, zgodnie z zalezno$cia

_ L

u, = ST = V}mZ(}:f —:) N

Niepewno$c¢ standardowa typu B oceniamy, okreslajac pewne
wielkosci, ktore moga stanowi¢ ocene odchyleni standardo-
wych. W kazdej sytuacji, jezeli jakiej§ wielkosci mozemy
przyporzadkowa¢ okreslony rozktad prawdopodobienstwa, to
odpowiadajace temu rozktadowi odchylenie standardowe
nalezy przyja¢ jako miarg niepewnosci standardowej typu B.
Najczestszym przypadkiem, z jakim mamy do czynienia w praktyce
pomiarowej, jest koniecznos$¢ oceny niepewnosci standardowej
typu B, wynikajacej z btedéw aparatury pomiarowej. Wiadomo,
7e jedyna dostgpna informacja o blgdzie aparatury jest, w najpro-
stszym przypadku, warto$¢ graniczna bledu Ag, okreslona jego
wskaznikiem klasy. Jezeli zalozymy, ze bledy aparatury maja
rozktad jednostajny, co jest jednoznaczne z przyjeciem, ze bledy
te z jednakowym prawdopodobienstwem przyjmuja warto$ci
z przedziatu +A,, to odchylenie standardowe o rozkladu
jednostajnego bedzie niepewnoscia standardowa typu B.

3

Innym przyktadem oceny niepewnosci standardowej typu B
moze by¢ sytuacja, gdy znana jest catkowita niepewnos¢ typu
B (u,) z jakichkolwiek wiarygodnych zrédet, na przyktad ze
specyfikacji fabrycznej, certyfikatu kalibracji czy danych
z weczesniejszych pomiaréw, wtedy dla znanej, okreslonej
warto$ci mnoznika (o), niepewno$¢ standardowa typu B bedzie
réwna:

uBc (9)
k(o)

Ocena niepewnosci calkowitej

Up =

Pomiary bezpos$rednie

Przystgpujac do pomiardéw, mamy zawsze S$wiadomosé
tego, ze otrzymane wyniki sa obarczone zar6wno niepewno-
$ciami standardowymi typu A, jak i typu B. Poniewaz
w pomiarach bezposrednich liczba sktadowych niepewnosci
standardowych jest na og6l niewielka, rozpatrzmy przypadek
kiedy wystepuja tylko dwie sktadowe niepewnosci standardowe,
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z ktorych jedna jest niepewnoscig standardowa typu A, a druga
typu B [2, 5, 6]. Niepewnos¢ standardowa laczna jest wtedy

roéwna:
= Ju’ +ul 10
U, = Ju, +uy (10)

Przypadek ten jest przypadkiem krytycznym, poniewaz nie
mozna tu zastosowaé centralnego twierdzenia granicznego,
ktore pozwolitoby nam na przyjecie zatoZenia, o zbieznosci do
rozktadu normalnego, nieznanego rozktadu prawdopodobienstwa,
bedacego splotem rozkladow skladowych. W praktyce moga
zaistnie¢ sytuacje, w ktérych jedna z niepewnosci standardo-
wych bedzie na tyle mata, Ze mozna ja pomina¢. Rozpatrzone
zostang trzy rdzne sytuacje pomiarowe:

Sytuacja I — u, >> uz W ocenie niepewnosci catkowitej
uwzgledniamy tylko niepewno$¢ standardowa typu A, ktora
oceniamy zgodnie z zaleznoscia (7). Niepewno$¢ catkowita
bedzie wtedy réwna

u, = k(o) u, (11)

Wspbtczynnik k(o) przyjmuje wartodci zmiennej standary-
zowanej z(0) odczytywane z tablic rozkladu normalnego dla
przyjetego poziomu ufhosci a, kiedy préba jest liczna (n > 30)
albo przyjmuje wartosci zmiennej standaryzowanej {,,,, 0dczy-
tywane z tablic rozkladu ¢ Studenta dla q =1 — o i dla liczby
stopni swobody m = n — 1, kiedy proba jest mato liczna (n < 30)
o nieznanym odchyleniu standardowym.

W sytuacji kiedy znane jest odchylenie standardowe o,
niepewno$¢ standardowa typu A bedzie réwna

U, =0-= l(y 12)
* n
a wspolczynnik k(@) przyjmuje wartosci zmiennej standaryzo-
wanej rozktadu normalnego z(o).

Sytuacja I — up >> u,. W ocenic niepewnosci catkowitej
uwzgledniamy tylko niepewno$¢ standardowa typu B, ktora
oceniamy zgodnie z zaleznoscia (8), przy zalozeniu, Ze rozpa-
trywane sa niepewno$ci aparatury pomiarowej. Niepewnos$c
calkowita bedzie wtedy rowna:

u, = k(o )u, (13)

Wspolczynnik k(o) przyjmuje warto$ci zmiennej standary-
zowanej rozktadu jednostajnego, zwanego réwniez rozkladem
prostokatnym, ktory jest opisany zalezno$cia

kJ((X)=GJ=\/§'(X (14)

W praktyce rzadko liczymy w takiej sytuacji niepewnosc,
ograniczajac si¢ do obliczenia bledu granicznego.

Sytuacja I — u, >> 1z W ocenie niepewnosci uwzgledniamy
obie niepewnosci standardowe. Niepewnosc¢ taczna i niepewno$é
calkowita begda wtedy opisane zaleznoS$ciami, odpowiednio
(10) i (5).

Najtrudniejszym problemem jest tutaj ocena wspotczynnika
rozszerzenia k(a), ktory jest zmienng standaryzowana rozktadu
bedacego splotem rozktadéw sktadowych. W rozpatrywanym
przypadku bedzie to splot rozkladu normalnego i jednostajnego
albo splot rozktadu Studenta 1 jednostajnego,

Poniewaz sploty rozkladow sktadowych, ze wzgledu na okre-
Slone problemy obliczeniowe, sa na ogdt nieznane, a wartosci
wspolczynnika k(o) nie s powszechnie publikowane, stosuje
sig rozne przyblizone metody oceny tego wspolczynnika.
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— Dopuszcza sig stosowanie pewnego przyblizenia [1]. zgodrze
z ktorym wspolczynnikowi A(ct) mozna narzucic¢ pewne wartosc:
dla okreslonego «, takie jak: k(o) = 2, dla o = 0,95 oraz kraws = 2
dla = 0,99.

— Inna metoda bazuje na hipotezie, Ze nieznany splot rozkla-
dow sktadowych mozna przyblizy¢ rozkladem o wickszym
odchyleniu standardowym [2, 3, 5, 6].

— W sytuacji gdy dysponujemy mato liczna préba o nieznanym
odchyleniu standardowym, proponuje sig, aby wspotczynnik
k(o) przyjmowat warto$ci zmiennej standaryzowanej rozktadu
Studenta, odczytywane z tablic tego rozkladu dla efektywnej
liczby stopni swobody m, [1].

4
4!
m=—7——-
e 1 1 (15)
4 4
Uy +—u B
n, B
gdzie:
n, — liczno§¢ wykonanej serii pomiarow;
ng—moze przyjmowac, dla rozpatrywanych sytuacji pomiarowych,
wartosci £.50.
—Znang [2] i bardzo czesto stosowana jest tak zwana metoda
sumy kwadratowej, zgodnie z ktéra niepewno$¢ catkowita

u, = ﬁufh_ + u;_ (16)

Pomiary posSrednie

Oceniajac niepewno$¢ catkowita w pomiarach posrednich,
wykorzystujemy wszystkie zasady oceny omdwione dotychczas.

Wielkos$¢ Y mierzona posrednio jest funkcja j-tych wielkosci
X mierzonych bezposrednio. Y = f{Xj), gdziej =1, 2,...,.N, a jej
estymatorem jest warto$¢ $rednia.

Niepewnos¢ catkowita jest wtedy rowna

u, = klo)-u (17)

ty

W ocenie niepewnoéci standardowej tacznej dla $redniej
mierzonej posrednio stosujemy prawo propagacji niepewnosci,
uwzgledniajac wszystkie niepewnosci standardowe zaréwno
typu A, jak i typu B.

(18)

Jezeli funkcja opisujaca wielko$¢ mierzong posrednio jest
funkcja nieliniowa uwzgledniamy kolejny wyraz rozwiniecia
funkcji w szereg Taylora. Jezeli zmienne losowe sa wzajemnie
zalezne, uwzgledniamy kowariancje.

Wspolczynnik k(o) moze by¢ oceniony w dwojaki sposob:

— Korzystajac z faktu, ze w pomiarach posrednich liczba
sktadowych niepewnosci jest wigksza niz w pomiarach bezpo-
srednich, korzysta si¢ z centralnego twierdzenia granicznego
1 przyréwnuje wartosciom wspolczynnika rozszerzenia k(o)
warto$ci zmiennej standaryzowanej rozktadu normalnego.

— W przypadku kiedy licznosci prob sa mate, doktadniejsza
oceng mozna uzyskac, przyrownujac wartosciom wspolczynnika
k(o) warto$éi zmiennej standaryzowanej rozktadu Studenta dla
efektywnej liczby swobody m,, obliczanej zgodnie z zalezno$cia

4
uA
1y

ay 4

N 4

1{ay ) , <
Z— gT—f uAj+

1
— = B
J=l ”.-{_;‘ j=1 nBj axj
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Podsumowanie

Dokonujac oceny niepewnosci catkowitej wyniku pomiar6w,
nalezy mie¢ $wiadomos$¢, ze wszystkie metody tej oceny sa
metodami przyblizonymi. Niezmiemie istotne jest, aby ekspery-
mentator mial $wiadomo$¢ skutkow wynikajacych z wyboru
takiej czy innej przyblizonej metody oceny. Do tego jednak
niezbgdne sa badania dokladnosci poszczegédlnych metod
i publikowanie wynikéw tych badan.
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