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Streszczenie
W pracy wykazano, Ze:

1. osiagalnos¢ i obserwowalno$¢ ukladéw dodatnich nie sa niezmiennicze wzgle-
dem sprzezenia zwrotnego,

2. dla ukladu dodatniego nieosiagalnego i nieob 2o w n-krokach moz-
na dobra¢ macierz sprzezenia zwrotnego tak, aby uklad ze sprzezeniam zwrot-

nym byl ukladem dodatnim osiagalnym i sterowalnym w n-krokach.

Podano warunki konieczne i wystarczajace na to, aby uklad dodatni byl jed-
noczes$nie osiagalny i obserwowalny.

Abstract
It is shown that:

1. the reachability and observability of positive linear systems are invariant
under the state-feedbacks,

2. it is possible to choose for unreachable and unobservable positive system a fe-
edback gain matrix so that the positive closed-loop system is reachable and
observable.

Necessary and sufficient conditions are established for the simultaneous rea-
chability and observability of positive linear discrete-time systems.

Wprowadzenie

W ostatnim dziesigcioleciu obserwuje si¢ dynamiczny rozwdj te-
orii ukladéw dodatnich [1-5,8,12-15]. W ukiadach dodatnich
zmienne stanu i odpowiedzi na nieujemne wymuszenia i warunki
poczatkowe przyjmuja rowniez tylko warto§ci nieujemne. Wiele
wielkoSci wystepujacych w réznych dziedzinach techniki, ekonomii,
medycyny, na przyklad takie jak ciSnienie, koncentracja pierwiast-
ka w roztworze, zysk, porcja lekarstwa, itp., przyjmuja tylko warto-
§ci nieujemne. W klasycznej teorii uktadéw liniowych podstawowy
aparat matematyczny stanowia teoria przestrzeni liniowych (we-
ktorowych) i teoria operatordéw liniowych. W teorii uktadéw dodat-
nich zamiast przestrzeni liniowych korzystamy z teorii przestrzeni
stozkow, gdyz roznica dwdch liczb nieujemnych nie musi by¢ liczba
nieujemng. Teoria uktadéw dodatnich jest wigc dziedzing znacznie
trudniejsza i jej rozwdj jest mniej zaawansowany. Teoria liniowych
uktadéw dodatnich ma pewne elementy wspélne z teorig uktadéw
standardowych liniowych oraz teorig uktadoéw nieliniowych, ale za-
wiera rOwniez wiele nowych zagadniefi nie objetych tymi teoria-

mi. Ograniczenie rozwazaf do pierwszej ¢wiartki przestrzeni wska-
zuje, ze teoria uktadow dodatnich ma wiele elementéw wspolnych
z teorig uktadéw nieliniowych. Pojgcia osiggalnosé, sterowalno$¢é
i obserwowalno$¢ naleza do podstawowych pojec teorii sterowania
i systeméw [11,7]. Dla ukladéw standardowych (niedodatnich)
osiagalno$¢ jest niezmiennicza wzgledem sprz¢zenia zwrotnego od
wektora stanu, tzn. ze uklad ze sprzgzeniem zwrotnym od wektora
stanu jest osiggalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest osiagalny uktad
otwarty (bez sprz¢zenia zwrotnego) [7]. Analogicznie obserwowal-
nos$¢ jest niezmiennicza wzgledem sprzezenia od wyjscia [7]. Nie-
zmienniczo$¢ catkowitej sterowalnosci i obserwowalnoSci singular-
nych uktadéw liniowych zostala wykazana w pracy [10]. WtasnoSci
te nie zachodza dla uktadéw dodatnich [6].

Celem tej pracy jest wykazanie, ze osiggalno$c¢ i obserwowalnos¢
uktadéw dodatnich nie sa niezmiennicze wzgledem sprzezenia
zwrotnego. Wykazemy, ze dla ukladu dodatniego nieosiggalnego
i nieobserwowalnego w n-krokach mozna dobra¢ macierz sprzgze-
nia zwrotnego tak, aby uklad zamknigty (ze sprzezeniem zwrot-
nym) byl ukladem dodatnim osiggalnym i sterowalnym w n-kro-
kach. Zostana réwniez podane warunki konieczne i wystarczajace
na to, aby uklad dodatni byl jednocze$nie osiagalny i obserwowal-
ny. Autorowi nie s3 znane prace, w ktérych bylyby rozpatrywane
powyzsze zagadnienia.

Warunki konieczne i dostateczne osiggalnosci
i obserwowalnosci dyskretnych
uktadéw dodatnich

Niech R™™ bedzie zbiorem macierzy o elementach z ciala
liczb rzeczywistych R i wymiarach nxm oraz R" = R™. Zbiér
tych macierzy o elementach nieujemnych oznacza¢ bedziemy przez

R:_lxm oraz R_:' = R:XI-
Wezmy pod uwage uklad dyskretny opisany rownaniami

Xy =Ax;+Bu, , ieZ_ ={0]l,..} (1a)
yi =Cx, (1b)

przy czym X; €R" | u, € R", y, € R” s3 odpowiednio wektorem
stanu, wymuszenia i odpowiedzi w chwili dyskretneji,a Ae R ,
BeR" , CeR™.

Definicja 1.

Uklad (1) nazywamy dodatnim (dokladniej wewnetrznie dodat-
nim), jezeli dla kazdego X, € R oraz dowolnego ciagu u; € R |
i€Z, mamy x,e R} oraz ¥, € R! dla ieZ,

Uklad (1) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy

nxn nxm pxn (2)
Definicja 2. Ae R™ BeR] ,CeR;

[3] Uktad dodatni (1) (lub réwnowaznie para (4,B)) nazywamy
osiagalnym, w k-krokach, jezeli dla kazdego x, € R} (oraz x, =0)
istnieje cigg wymuszen u; € R dla ;= ();1,“,, k—1 taki, ze
X =X, .
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Twierdzenie 1.
[3] Uktad dodatni (1) jest osiagalny w n-krokach wtedy i tylko
wtedy, gdy sa spelnione warunki

D R, =n, R,:=[B,AB,.,4""B] G)

2) macierz R, zawiera n liniowo niezaleznych kolumn, z kt6rych
kazda zawiera tylko jeden element dodatni, a wszystkie pozo-
stale elementy sa réwne zeru.

Definicja 3.

[3] Uktad dodatni (1) (lub rownowaznie para (4,C)) nazywamy
obserwowalnym w k-krokach, jezeli na podstawie znajomoSci war-
tosci odpowiedzi uktadu w kolejnych k punktach Y4, ¥;se-s Y4y
wywolanej warunkiem poczatkowym x, € R} , przy zerowym wy-
muszeniu y, =0 , i€ Z, mozemy wyznaczyC X, .

Twierdzenie 2.
[3] Uktad dodatni (1) jest obserwowalny w n-krokach wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy sa spetnione warunki

C

CA
1) rzad S, =n_ S, = 4

CA™!

2) macierz S, zawiera n liniowo niezaleznych wierszy, z ktorych
kazdy zawiera tylko jeden element dodatni, a wszystkie pozosta-
fe elementy s3 rowne zeru.

Uktady ze sprzezeniami zwrotnymi

Wezmy pod uwage ukiad dodatni (1) o jednym wejsciu (m=1)
i jednym wyjsciu (p=1), ktérego macierze 4, B, i C majg nastepu-
jace postacie

0
o 1 0 = 0 0 5)
o 0 1 " 0 X
A=l 0 o eR™ B=|i|eR! C=lb, b.b,_JeR"
0
—-a, —a —a, —a

n-1 1

Latwo sprawdzié, ze dla macierzy (5) jest spetniony warunek 1)
twierdzenia 1, gdyz

0 0 01

o o0 .. 1 ¢*
rzqd[B,AB,...,A"’IB]=rzqd : Lo i iH|=n (6)

1 —q - * =%

n—1

(przy czym * oznacza elementy nieistotne w tych rozwazaniach)

ale nie jest spelniony warunek 2) tego twierdzenia, jezeli przynaj-
mniej jeden ze wspotczynnikow a,#0 dla i=1,.,n—-1.
W tym przypadku para (4, B) nie jest osiggalna w n-krokach.
Analogicznie mozna pokazaé, ze para (4, C) nie jest obserwo-
walna w n-krokach, jezeli a; #0 oraz b, #0 dla i=1,...,n—1.

Wezmy pod uwage uktad dodatni (1) ze sprz¢zeniem zwrotnym
™

u; =v, + Kx;

przy czym K e R™, a v; jest nowym wymuszeniem.
Podstawiajac (7) do (1a) otrzymamy

Xy =Ax,+Bv, i€eZ, )

przy czym
A =A+BK ®
Dla pary (4, B) okreslonej przez (5) oraz
K =[a0,a1,...,a”_1 (10)
macierz (9) ma postaé »
o
0 1 o - 0 0 010 0
A—O 0 1 - 0+3[aa a_OOl"'O 1
o o o0 - 1 (‘)“""“’""'000‘. 1| 4D
—-a, —a, —a, - —a,, 1 00O0.. 0
Korzystajac z (11) otrzymamy
[0 0 01
e 00 10
[B.A.B,..A"'Bl=| (12)
: 01 - 00
i1 0" 00

Z (12) wynika, ze dla uktadu ze sprzgzeniem zwrotnym oba warun-
ki twierdzenia 1 sa spelnione i uktad ten jest osiagalny w n-krokach.
Rozpatrzmy z kolei par¢ (4,,C) okreslona przez (5) i (11). Z zaleznosci

¢ b, b
C A 0 1 n-1
.= 0 b, b,, (13)
car (U b,
wynika, ze oba warunki twierdzenia 2 s spelnione wtedy i tylko
wtedy, gdy b, >0 oraz b =b,=-- =b,, =0 . W tym przy-

padku para (4,, C) jest obserwowalna w n-krokach. Zostato wiec
udowodnione nastgpujace twierdzenie

Twierdzenie 3.

Niech uktad dodatni (1), ktérego macierze A, B i C maja po-
stacie (5) bedzie nieosiggalny i nieoberwowalny w n-krokach.
Uklad ten ze sprz¢zeniem zwrotnym (7) jest osiggalny i obserwo-
walny w n-krokach, jezeli macierz K ma postac (10) oraz p, >0
i b=b=-=b_=0.

Z powyzszych rozwazan wynika nast¢pujacy wazny wniosek

Whriosek 1.
Osiggalnosé i obserwowalno§¢ ukladéw dodatnich nie jest nie-
zmiennicza wzgledem sprzgzenia zwrotnego od wektora stanu.

Dla ukladéw standardowych (niedodatnich) obserwowalno$¢
jest niezmiennicza wzgledem sprzezenia zwrotnego od wyjscia
(u,. =v,+Fy, Fe R"’X‘% oraz od wektora stanu (7) wtedy i tylko

wtedy, gdy [10] K=FC (14)
- 1

Dowdd tej tezy wynika natychmiast z zalezno$ci

L—~A-BFC| [I -BF|Iz-A
C “lo 1 c (15)

z ktérej otrzymujemy

Iz—A-BFC
rzad
C
liczb zespolonych) (16)

Iz—A
: =rzad c dla kazdego ze C (cialo

Zauwazmy, ze w przypadku ukladu dodatniego (1) nie istnieje
sprz¢zenie zwrotne od wyjScia, ktére zapewnialoby osiagalnos$¢
i obserwowalnos$¢ w n-krokach uktadu ze sprzezeniem zwrotnym,



gdyz dla macierzy K o postaci (10) i macierzy C = [b0 0,,_0]

nie istnieje F spelniajace rownosé (14).

Zatozmy z kolei, ze dany jest uklad dodatni (1), ktérego macierze
A, BiC majg postacie (5) dlaa, #0 orazb, #0 dla j=1,...,.n-1 ,
b, >0 . Latwo sprawdzi¢, ze ukiad ten jest osiggalny i obserwowal-
ny w n-krokach, gdyz

00 1]]|C
b, 0 0
1 lo o of|ca
[B.4B...a"B]= = =lo b, o| an
01 0
et 0 0 b,
1 0... 0](CA
Dobierajac macierz K sprzgzenia zwrotnego (7) o postaci
k=[0 -a,.-a,, (18)
otrzymam
Zymamy (19)
0 10 0 g 0 1 0 0
0 01 - 0], i 0 1 0
A =A+BK=| 1+6|§)-a1...—a,‘_l]— o o o |
-a, 0 0. 0 -a, —a, -a, -+ —a,,

Jezeli przynajmniej jeden ze wspolczynnikéw a; #0 dla
i=1,.,n—1 , to warunek 2) twierdzenia 1 nie jest spelniony
i ukfad ten ze sprzezeniem zwrotnym nie jest osiggalny w n-kro-
kach. Tak wigc przez odpowiedni dobdr sprzezenia zwrotnego
z dodatniego ukfadu osiggalnego w n-krokach mozemy otrzymac
dodatni uktad nieosiagalny o n-krokach.

Uklady dodatnie jednoczesnie osiggalne
i obserwowalne

Rozpatrywaé bedziemy uklady dodatnie (1) o jednym wejSciu
i jednym wyjsciu, ktore sa jednocze$nie osiggalne i obserwowalne
w n-krokach.

Definicja 4.

[3] Macierz Ae R nazywamy uogdlniona macierza permuta-
cji (UMP), jezeli kazdy jej wiersz i kazda jej kolumna zawiera tylko je-
den element dodatni, a wszystkie pozostale elementy s3 rowne zeru.

Korzystajac z pojecia UMP mozemy twierdzenie 1 i 2 sformufo-
wacé nastepujaco

Twierdzenie 1'.
Uktad dodatni (1) jest osiagalny w n-krokach wtedy i tylko wte-
dy, gdy macierz R, jest UMP.

Twierdzenie 2'.

Uktad dodatni (1) jest obserwowalny w n-krokach wtedy i tylko
wtedy, gdy macierz S,, jest UMP.

Yatwo wykazaé, ze iloczyn S, R, macierzy S,, i R, jest UMP wte-
dy i tylko wtedy, gdy kazda z tych macierzy jest UMP.

Tak wiec mamy nastgpujace twierdzenie

Twierdzenie 4.

Uktad dodatni (1) jest jednocze$nie osiagalny i obserwowalny w
n-krokach wtedy i tylko wtedy, gdy S, R, jest UMP.

Korzystajac z (3) i (4) otrzymamy

C
81 & 8
SR, = : [B’AB"“’A’HB]: g & - &w |=G, (20)
CA"‘I 8, 8w v &2
przy czym .
g, =CA™'B i=12..2n-1 (21)
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sg wartosciami charakterystyki impulsowej tego ukladu, tzn. odpo-
wiedzi na wymuszenie u; w postaci impulsu jednostkowego

1 dia i=0
u; =
" |0 dla i#0

Z definicji 1 wynika, ze uktad (1) jest dodatni tylko wtedy, gdy
charakterystyka impulsowa przyjmuje wartoSci nieujemne,
tzn. g; 20 dla ieZ, .

Z zaleznoSci (20) i twierdzenia 4 mamy nastepujacy wniosek

przy zerowych warunkach poczatkowych.

Whiosek 2.
Uktad dodatni (1) jest jednoczesnie osiagalny i obserwowalny
w n-krokach wtedy i tylko wtedy, gdy macierz G,, jest UMP.
Wezmy pod uwage uktad dodatni (1), ktérego transmitancja dys-
kretna ma postac

n—-1
b, 2" +--+bhz+b,
Z"+a, 7"+ +az+a, (22)

G(z)=

Realizacja (4, B i C) tej transmitancji ma postac (5) [7]
Jak wiadomo [7] transmitancja dyskretna (22) jest transformatg
z charakterystyki impulsowej

G(2)=Zlg 1= 82" (23)
i=0
Z poréwnania prawych stron (22) i (23) mamy (24)

b, 2"+ - tbz+b, =(z" +a, 7"+ "'+a1z+a0Xglz“l +g,270 4]

n—

Poréwnujac wspolczynniki przy tych samych potggach zmiennej
Z otrzymamy

b, =8,b,,=8,%a,,8,b,5=8+a,,8,+0,,8

b, =8 +a,,8114, 8+ -+, ,,8 25

Majac dane 4; i b; dla j=0,1,...,n-1 mozemy wyznaczy¢ g dla
i=1,2,... korzystajac z zaleznosci

8&=b,.8=b,-a,8,8,=b,-0,,8-0,,8
g = {bn-k ~0,.81 Gy 28y~ — a8 dla 1Sk<n  (26)

=

—Q, 18~y 28iy — " 18 i1 — i dla k>n

ogo6lnie

Powstaje pytanie: przy jakich zalozeniach nalozonych na trans-
mitancje (22) macierz G,, tego uktadu dodatniego jest UMP.
Na pytanie to daje odpowiedZ nastgpujace twierdzenie

Twierdzenie 5.
Macierz G,, ukladu dodatniego (1) jest UMP wtedy i tylko wte-

dy, gdy
a,<0,b,>0,b,=0 oraz @ =0 dlai=1,...,n—1 (27)

Ponadto uktad ten jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko wte-
dy, gdy |g | <1 -

Dowdd. Dostatecznosc.

Jezelia, =0 oraz b, =0 dla i=1,..,n—1, toz (26) otrzymu-
jemy g, =0 dla k =1,..,n—1 g, =b, oraz & =—Gy8;., =0
dla k=n+1,....2n—1 . W tym przypadku macierz G,, ma postac

00 . 0 b 28)
G,=|0 0 - b 0
by 0 - 0 0

Koniecznosc. )
Niech macierz G,, bedzie UMP. Ze specjalnej struktury macierzy
(20) wynika, ze G,, moze byé UMP tylko wtedy, gdy g, >0 a &, =0
dla k=1,..,n—1 n+1,..,2n—1. Z zaleznoici (25) wynika z kolei,
zeb,=0 dla i=1,.,n-1.Zzaleznosci (26)dla k=n+1
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mamy &, =-4,,8, =0, co implikuje a, , =0 ,gdyz &,#0 .
Przyjmujac kolejno w zaleznosci (26) k=n+2,...2n—-1 otrzy-
mamy odpowiednio a,_, =0,...,a, =0 .

Jak wiadomo [3,7] uklad dodatni (1) jest stabilny asymptotycz-
nie wtedy i tylko wtedy, gdy jego rownanie charakterystyczne ma
pierwiastki wewnatrz kota jednostkowego. Jezeli s3 spetnione wa-
runki (27), to licznik transmitancji jest wielomianem zerowego
stopnia i bieguny transmitancji dyskretnej (22) pokrywaja si¢
z pierwiastkami rownania charakterystycznego, ktére ma postaé

7" —a, =0 . Rownanie to ma pierwiastki wewnatrz kota jednost-
kowego wtedy i tylko wtedy, gdy |aO| <1

Z twierdzenia 5 i wniosku 2 otrzymujemy nastgpujace twierdzenie

Twierdzenie 6.

Uktad dodatni (1) o transmitancji dyskretnej (22) jest jednocze-
$nie osiagalny i obserwowalny w n-krokach wtedy i tylko wtedy, gdy
sg spetnione warunki (27).

Przyklad.
Niech transmitancja dyskretna uktadu dodatniego (1) ma postac
2
G(d)=——
¢-3 29
Realizacja tej transmitancji ma postaé
010 0
A={0 0 1[B=|0},C=[2 0 0] (30)
1
gdyz : 00 1
z -1 0770 5
G()=Cllz-A"B=[2 0 0]0 z -1| [0|=——
1 73
2 0 Z 1

Dla realizacji (30) para (4, B) jest osiagalna, a para (4, C) jest ob-
serwowalna, gdyz

oo 1] [c
[B,AB...AB]=|0 1 0|:|ca
100

2 00
=0 2 0
cA? 00 2

Dzielac licznik przez mianownik transmitancji (29) otrzymamy

G()=27"+z7" +%z‘9 4o

(31
oraz

1
8=8,=0,8,=2,8,=8;=0,8,=1,8,=8;=0, 39=5’"~

Charakterystyka impulsowa g; tego uktadu przyjmuje wigc tylko
warto$ci nieujemne i zanika do zera dla i dazacego do nieskofczo-
noSci. Uklad ten jest wigc ukladem stabilnym asymptotycznie.
Wobec tego

8 8 &; 00 2
G, =g & 8:|=|0 20
83 84 &8s 2 00
Z drugiej strony mamy
C 2 0 0o 0 17 [0 0 2
SR =|CA |[B.AB,A’B]=|0 2 of0o 1 o|=[0 2 0
CA> 00 2[t oofl |200

Zachodzi wigc réwnos¢ (20).

Uwagi koncowe

W pracy przeprowadzono analiz¢ wplywu sprzezenia zwrotne-
go od wektora stanu na osiagalno$¢ i obserwowalnos$¢ dodatnich
dyskretnych ukladow liniowych. Wykazano, ze osiagalno$¢ i ob-
serwowalno$¢ ukladéw dodatnich w przeciwiefistwie do uktadow
standardowych (niedodatnich) nie sa niezmiennicze wzgledem
sprz¢zenia zwrotnego oraz, ze dla ukladéw dodatnich nieosig-
galnych i/lub nieobserwowalnych w n-krokach mozna dobra¢ ma-
cierze sprzezef zwrotnych tak, aby uklady zamknigte byly ukta-
dami dodatnimi osiagalnymi i obserwowalnymi w n-krokach. Po-
dano réwniez warunki konieczne i wystarczajace, aby ukltad do-
datni byl jednoczesnie osiggalny i obserwowalny w n-krokach
(twierdzenie 6).

Podane rozwazania dla uktadéw dodatnich o jednym wejsciu
i jednym wyj§ciu mozna stosunkowo tatwo uogdélni¢ na uktady do-
datnie dyskretne o wielu wejsciach i wielu wyjsciach. Uogdlnienia
tych rozwazan na dodatnie uklady ciagle [3] oraz ukfady singular-
ne [8] sa przykladami probleméw otwartych czekajacych na pilne
rozwiazanie.
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