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Streszczenie

W pracy przedstawia si¢ problematyke rownomiernego probkowania
sygnatu czestotliwosciowego w systemie pomiarowym, w ktorym chwilo-
we warto$ci czgstotliwosci reprezentuja chwilowe wartosci przetwarzanej
wielkosci, a czas pomigdzy probkami zalezy od aktualnej wartosci sygnalu
wejsciowego. Taki sygnal mozna analizowaé za pomoca prezentowanego
algorytmu resamplingu z wielomianowa aproksymacja fazy sygnatu
impulsowego, a jako§¢ przetwarzania oceni¢ efektywna liczba bitow.
Prezentuje si¢ wybrane wyniki badan.

Stowa Kkluczowe: sygnat czestotliwosciowy, czestotliwos¢ chwilowa,
probkowanie nierownomierne, rownomierny resampling.

Resolution of a measurement chain with
uniform sampling of the frequency signal

Abstract

This paper focuses on issues relating to the extraction of a uniform sampled
frequency signal from irregularly spaced samples. In the measurement
system with a frequency output sensor instantaneous frequency values
represent instantaneous values of the processed quantity and the time
between samples depends on the current value of the input signal. This
non-uniformly sampled signal can be analyzed by the discussed
resampling algorithm with polynomial interpolation of the pulse signal
phase. In this case, a convenient parameter for assessing the processing
quality of such a measurement chain is the effective number of bits. The
presented algorithm can be applied in all the cases when the pulse signal
frequency carries information about instantaneous values of a physical
quantity processed in the system. This allows testing various digital
processing algorithms of frequency signals and assessing the errors introduced
by them. The selected test results are also presented in the paper.

Keywords: frequency signal, instantaneous frequency, nonuniform
sampling, uniform resampling.

1. Wprowadzenie

Wspolczesne cyfrowe przetwarzanie sygnaldw skupia si¢ na
sygnatach zdefiniowanych w sposob regularny i deterministyczny,
tzn. rOwnomiernie probkowanych w czasie oraz réwnomiernie
kwantowanych w poziomie, ze zdeterminowanymi chwilami
probkowania i przedziatami kwantowania. Przetwarzany sygnat
analogowy jest reprezentowany przez cyfrowe probki pobrane
w rownych odstgpach czasu i skwantowane w ukltadzie kwantyza-
tora posiadajacego rowne sobie wszystkie przedzialy kwantowa-
nia. W systemach praktycznie realizowalnych zatozenie o prob-
kowaniu réwnomiernym w czasie i kwantowaniu réwnomiernym
w poziomie moze by¢ zrealizowane tylko z pewnym przyblize-
niem [1], zawsze bowiem wystgpuje pewne drzenie fazy impul-
soOw wyznaczajacych chwile pobierania probek (jitter) oraz szum
modyfikujacy poziomy kwantowania (dither). Zjawiska te sa
rozpatrywane jako zakldcenia w procesie probkowania i kwanto-

wania skutkujace bledami przetwarzania lub tez $wiadomie sa
wykorzystywane do randomizowania procesu probkowania
i kwantowania [2], co pozwala uzyskac korzystne efekty w postaci
ograniczenia zjawiska aliasingu i zmniejszenia szumoéw kwanto-
wania [3]. Szczegélnym jednak przypadkiem jest cyfrowe prze-
twarzanie impulsowego sygnatu czgstotliwosciowego, ktorego
specyficzne wiasciwosci powoduja, ze nie jest mozliwe bezpo-
$rednie uzyskanie jego wartosci chwilowych rozmieszczonych
réwnomiernie w czasie, co wymaga zastosowania operacji row-
nomiernego resamplingu.

2. Prébkowanie i kwantowanie sygnatu
czestotliwosciowego

Probkowanie i kwantowanie moga by¢ wykonywane kolejno po
sobie lub jednoczes$nie w jednym uktadzie [4]. W praktyce prze-
prowadza si¢ probkowanie warto$ci chwilowych sygnatu lub
probkowanie calkujace. W systemie pomiarowym z sygnatem
czestotliwosciowym probkowanie i kwantowanie realizowane sg
jednoczesnie, przy czym w praktyce niemozliwe jest probkowanie
wartosci chwilowych, gdyz cyfrowy pomiar cze¢stotliwosci zawsze
dostarcza wynik usredniony za czas trwania pomiaru.

Schemat blokowy rozpatrywanego toru pomiarowego przed-
stawiono na rysunku 1. Przetwornik X/F przetwarza zmienng
w czasie wielko$¢ wejsciowa x(f) na sygnal wyjsciowy, ktory
mozna rozpatrywaé zaréwno jako zmienny w czasie, okresowy
sygnal postaci y(f) oraz jako zmienng w czasie czgstotliwo$¢ f(¢)
proporcjonalng do wielkosci wejsciowej x(#) i okreslong za pomo-
ca pochodnej fazy ¢ sygnatu y(¢) wzgledem czasu ¢:
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Rys. 1. Schemat blokowy toru pomiarowego z sygnatem czgstotliwosciowym
Fig. 1. Block diagram of the measurement chain with a frequency signal

Ksztalt sygnatu wyjsciowego przetwornika opisany funkcja y(7)
moze by¢ rézny, najczesciej jednak stosowany jest sygnat impul-
sowy, rozpatrywany jako ciagg impulséw o Diraca przedstawio-
nych na rysunku 2, pojawiajacych si¢ w chwilach # odlegtych od
siebie o czasy T;, odpowiadajace kolejnym, jednakowym przyro-
stom fazy sygnatu A@ rownym 27 [5]:
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Rys. 2. Impulsowy sygnat czestotliwosciowy
Fig.2.  Pulse frequency signal
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Dla sygnatéw impulsowych (2) nie jest mozliwe wyznaczenie
czestotliwosci na podstawie pochodnej (1), ktora nalezy zastapic¢
stosunkiem przyrostu fazy A¢g do przyrostu czasu At :

St 3
2 At
Pojawienie si¢ kolejnego impulsu w chwili #; oznacza przyrost

fazy sygnatu Ag o kat 2n w stosunku do impulsu, ktory wystapit

w chwili ¢_;, W bloku F/D (rys.l) realizujacym probkowanie

i kwantowanie sygnatu czestotliwo$ciowego f(¢) kolejne przedzia-

ly czasu T; wypehiane sa impulsami 7, o czg¢stotliwosci wzorco-

wej f,,, co umozliwia wyznaczenie kolejnych probek czestotliwo-

sci fi:

L &)

=

Na podstawie kolejnych wartosci K; w bloku cyfrowego prze-
twarzania C/C (rys.1) obliczane sg probki x;” sygnatu wejsciowe-
go. Problematyke przetwarzania sygnatu czestotliwosciowego
W rozpatrywanym torze pomiarowym mozna wygodnie analizo-
wa¢ symulujac numerycznie sygnat wyjsciowy czujnika o zada-
nych parametrach [5]. Dla przyktadu, w tabeli 1 i na rysunku 3
przedstawiono wyniki symulacji sygnatu o liniowo narastajacej
czestotliwosci f(t)=t+1. Uwzgledniajac (1), faza tego sygnatu
zmienia sie parabolicznie ¢(f)=2n(%4*+f). Rozwiazanie tego row-
nania dla fazy ¢, rownej kolejnym wielokrotnosciom kata 27
wyznacza chwile ¢ kolejnych impulséw, czasy 7; pomigdzy nimi
oraz czgstotliwosci f; (4). Wartosci f; bedace warto$ciami srednimi
za czasy T, sa rdbwne wartosciom chwilowym f{r) w chwilach 7"
lezacych pomiedzy ¢, oraz f. Przedstawiono pig¢ pierwszych
impulsow od chwili 75=0.

Tab. 1. Warto$ci chwilowe impulsowego sygnatu czgstotliwosciowego
Tab. 1. Instantaneous values of the pulse frequency signal

Ip i i Ti Ji 1*
- rad s s Hz s
0 0 0,00000 - - -
1 2n 0,73205 0,73205 1,36603 0,36603
2 4 1,23607 0,50402 1,98406 0,98406
3 61 1,64575 0,40968 2,44091 1,44091
4 8 2,00000 0,35425 2,82288 1,82288
3
—
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Rys. 3. Przebiegi czasowe sygnatow w czujniku z wyjsciem czgstotliwo§ciowym
Fig. 3.  Timing chart of signals in the sensor with a frequency output

Analizujac uzyskane przebiegi (rys.3) nalezy stwierdzié, ze
warto$ci czgstotliwosci f; uzyskiwane sa w chwilach ¢; rozmiesz-
czonych nierownomiernie w czasie. Poza tym wartos$ci f; nie sa
warto$ciami chwilowymi, lecz usrednionymi za czasy 7}, wigc dla
nieznanej postaci zmiennosci f{¢) nie jest wiadome ktérym chwi-
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lom czasowym #, mozna w uzasadniony sposob przypisa¢ warto-
$ci f;. Trudno jest wigc odtworzy¢ rzeczywisty przebieg x(#) tylko
na podstawie warto$ci K;, poniewaz nie jest doktadnie znane
potozenie punktow (4", f), ktére umozliwily by aproksymacje
zalezno$ci f{f). Sygnat czgstotliwosciowy ma jednak dodatkowa
cenng wlasciwos$é: niezaleznie od postaci f(f) impulsy pojawiaja
si¢ zawsze doktadnie w chwilach ¢ w ktorych faza ¢ sygnatu
przyrasta o kat 27, a wiec punkty (¢, 2im) pozwalaja jednoznacznie
aproksymowac¢ przebieg chwilowej fazy sygnatu ¢(r), a po zroz-
niczkowaniu (1) takze przebieg chwilowej czgstotliwosci f{7).

3. Réwnomierny resampling sygnatu
czestotliwosciowego

Resampling dostarcza rownomiernie rozmieszczonych w czasie
probek wartosci chwilowych sygnatu pierwotnie sprobkowanego
nierownomiernie i wymaga aproksymacji sygnatu w przedziatach
pomigdzy jego znanymi wartosciami. Jak wykazano, dla sygnalu
czestotliwosciowego zasadne jest aproksymowanie przebiegu
chwilowych wartosci fazy ¢(f) sygnatu i po zrézniczkowaniu (1)
odtworzenie chwilowych warto$ci czestotliwosci f7).

Dla sygnatow wolnozmiennych czgsto wystarczajace jest przy-
jecie zalozenia, ze czgstotliwosé f(f) ma stata warto$¢ pomigdzy
kolejnymi impulsami. Majac na uwadze zaleznosci (1), faza sy-
gnatu ¢(f) powinna by¢ aproksymowana w tym przedziale linig
prosta. Sposob postepowania przedstawiono na rysunku 4.
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Rys. 4. Aproksymacja fazy sygnatu czgstotliwosciowego wielomianem
pierwszego stopnia

Fig. 4.  First order polynomial approximation of the frequency signal
phase

Dwa punkty A, B wyznaczaja lini¢ prosta ¢(f)=a¢+a;t aproksy-
mujacy faze sygnatu w przedziale czasu (¢, ), w ktorym wysta-
pil przyrost fazy sygnatu A@p=2n. Dla uproszczenia analizy punkt
A umieszczono w poczatku uktadu wspotrzednych. Po prostych
przeksztalceniach obliczymy a¢=0 oraz a;=2m/T;, a nastgpnie
uwzgledniajac (1) po wyznaczeniu pochodnej otrzymamy

AO=f;=U/T,; dla te(t,, t;). Postepujac analogicznie dla kolejnych

przedziatdw migdzyimpulsowych uzyskamy lini¢ schodkowa
aproksymujaca przebieg f(f) zgodnie z przyjetymi na wstepie
zatozeniami, co pozwoli wyznaczy¢ probki f;% wartosci czestotli-
wosci w chwilach #f=kT; rdéwnomiernie rozmieszczonych
w czasie z okresem T probkowania rownomiernego (resamplingu):

fkR:f(tlf):f(kTR): feltnt) )

Zaktadajac liniowa zmiang czgstotliwosci w funkcji czasu f{7)
nalezy aproksymowacé przebieg fazy sygnatu ¢f) wielomianem
drugiego stopnia (6), co wymaga ustalenia wspotrzednych trzech
punktow A, B, C przedstawionych na rysunku 5.
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olt)=ay +ayt + ayt* . (6)
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Rys. 5. Aproksymacja fazy sygnatu wielomianem drugiego stopnia
Fig. 5. Second order polynomial approximation of the signal phase

Punkty A, B, C odpowiadaja przyrostom fazy ¢(f) sygnatu
o kolejne wielokrotno$ci 2 w chwilach ¢y, ¢, #;;; okreslajacych
potozenie trzech kolejnych impulséw sygnatu y(¢), odlegtych od
siebie o czasy 7; i T;,. Umieszczajac punkt A w poczatku uktadu
wspolrzednych, punkty (0, 0), (7, 2n), (T+T;, 41) umozliwia
utozenie uktadu trzech réwnan z trzema niewiadomymi ay, a;, a,:

0=aq, +a,0+a202
2r=ay+aT; + azTi2 (7

4z =a, +a1(Ti +Ti+1)+a2(Ti +Ti+])2

Poniewaz ay=0 uktad (7) upraszcza si¢ do dwoch rownan, ktorego
rozwigzanie umozliwia aproksymacje fazy sygnatu ¢(¢) :

2 T; T; 1 1
olt)=—Z—|| iyl ——— |2 ©®
Li+Tw |\ T T Tin T,

Podstawiajac do réwnania (8) odpowiednie warto$ci otrzyma-
my: ¢(0)=0, «T))=2n, A T+T;)=4mn, co potwierdza jego popraw-
nos¢. Po obliczeniu pochodnej prawej strony réwnania (8), otrzy-
mamy wielomian aproksymujacy czestotliwos¢ chwilowa f(£) (1)
sygnatu y(f) w przedziale czasu (¢_;, t;;), na podstawie dwodch
sgsiednich czaséw migdzyimpulsowych T}, T; :

f(t):;{h—i+2+2( ! —ijt] )

Ti +Ti+1 Tz T;‘+1 i+l Tz

Zaleznos¢ (9) umozliwia rownomierny resampling sygnatu czg-
stotliwo$ciowego poprzez pobranie wartosci f;¥ w chwilach #,=kT
réwno odleglych o okres probkowania rownomiernego 7:

S :f(flf):f(kTR)» tf ety t)- (10)

Podstawiajac do (10) T;,,=T; otrzymamy f{(¢)=1/T=const., co
oznacza stalg czgstotliwo$¢ impulsow rownoodleglych od siebie
w przedziale czasu (#_j, f;,). Dla T;,;#T; rownanie umozliwia
natomiast wyznaczenie chwili czasowej ¢, dla ktorej f{t;)=1/T,
tzn. dla ktorej warto$¢ chwilowa czestotliwosci jest rowna warto-
Sci $redniej obliczonej jako odwrotnos$¢ czasu 7; (rys.5):

5 =f[z7 =t +§j= (an

1
T

Analogicznie:

* * T
fi+1=f(fi+1=tz>1"‘7}“‘ITHJ=L : (12)

i+1

Dla liniowej zmiany czestotliwosci jej wartosé érednia 7;', wy-
znaczona jako odwrotno$¢ czasu migdzyimpulsowego 7}, jest wiee
rowna wartosci chwilowej czestotliwo$ci w potowie tego prze-
dzialu czasu. Uzasadnione jest wigc aproksymowanie w przedziale
czasu od chwili ;= +T/2 do chwili t;.,"=t+T;1/2 (rys.6), dla
ktorych czestotliwos¢ chwilowa przyjmuje odpowiednio wartosci
f,~*:1/T,- oraZﬁH*:l/Tm. Kolejne punkty ti*,ﬁ* :

(13)

i-1

¥ 1 - 1
t =t +-T; :sz +-T
a2

wyznaczaja kolejne odcinki linii famanej, umozliwiajacej rowno-
mierny resampling sygnatu czgstotliwosciowego poprzez pobranie
wartosci czestotliwosci fi® w chwilach £=kT, rowno odleglych
w czasie o okres probkowania rOwnomiernego 7x:

P i A A

tig—t

1

(14)
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tf=kTy  1f e(tf,t;l)

y(t) Iv 11‘/ Iwz
t
1, 1 T
T, T, | T.
2 2, o2
foa el e Ty 1T T
x | : ./?_
' | |
A = i i i
* 1 | | 1
framme—r b e
o N
Lt AT T S

Rys. 6. Aproksymacja czgstotliwosci chwilowej wielomianem pierwszego stopnia
Fig. 6.  First order polynomial approximation of the instantaneous frequency

Uogolniajac, na podstawie n+1 kolejnych wartosci ¢, dla kto-
rych faza sygnatu ¢(¢) osiaga kolejne wielokrotnosci 2n:

v (p(tl-)=2iﬂ,ti=t0+iTl— (15)
i=0,1,2,..m a

mozemy ja aproksymowaé wielomianem n-tego stopnia:
2 < j
pt)=ay+at+a® +..+a,t" =Y at! (16)
j=0

Przyjmujac £,=0 oraz ¢(t,)=0 otrzymamy a,=0, co umozliwia
utozenie n rownan z n niewiadomymi:

at, +asti +..+at] =2x

aty +axty + ..+ aty =4z (17)

at, +ay: +..+at’ =2nx
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ktore zapisujac macierzowo :

T i e 2

2
h 4 o |%2|_|47 (18)
t, t 2| a, 2nxw

mozemy przedstawi¢ w prostszej postaci:
TA=1I. (19)
Rozwigzujac uklad rownan (19) otrzymamy macierz A:
A=T'n (20)

wspolczynnikow wielomianu (16) aproksymujacego fazg ¢(f). Po
zrézniczkowaniu (16) oraz uwzgledniajac (1) otrzymamy wielo-
mian aproksymujacy chwilowg czestotliwos¢ f(7):

. 1 d(ﬂ 1 i . i—1
AN PRV @1)
f() 2 dt  2rm j:1] /

4. Symulacyjne okreslanie efektywnej liczby
bitéw toru pomiarowego

Wygodnym parametrem do oceny jakosci przetwarzania w to-
rze pomiarowym jest efektywna liczba bitow ENOB [6]. Dla
sygnatu czestotliwo$ciowego mozna jg wyznaczyé metoda symu-
lacji numerycznej [7]. W tym celu nalezy wygenerowaé ciag
warto$ci czasow miedzyimpulsowych T, reprezentujacych sygnat
wyj$ciowy czujnika X/F (rys.1) przetwarzajacego sygnal wejscio-
wy x(f) w postaci przebiegu sinusoidalnego. W celu oceny przed-
stawionego algorytmu resamplingu zasymulowano sygnal wyj-
Sciowy przetwornika inkrementalnego generujacego 500 impul-
sow na jeden obrot watu, sprzggnietego z maszyng wirujaca
z predkoscia obrotowa @ zmieniajaca si¢ wedlug zaleznoS$ci:
at)=wp+Xin(w f) 1 nastgpnie aproksymujac faze sygnatu wielo-
mianem drugiego stopnia (8) wyznaczono warto$ci chwilowe
rozmieszczone roOwnomiernie w czasie (14) [7]. Na rysunku 7
przedstawiono przykladowe wartosci sygnalu o(f) dla w;=50
rad/s, €2=30 rad/s, @,=400m rad/s oraz wynik jego resamplingu
@*(¢) z okresem Tp=250us.

o(t) ©
A y

0 1 [s]

0 0,001 0002 0003 0004 0005 0006 0007 0008 0009 001

30 / //

. 1]

0 0001 0002 0003 0004 0005 0006 0007 0008 0009 0,01

Rys. 7. Sygnal wyjsciowy z przetwornika inkrementalnego i jego resampling
Fig. 7. Incremental encoder output signal and its resampling
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Powtarzajac symulacj¢ dla réznych warto$ci parametrow @y, €2,
;, mozna zbada¢ ich wptyw na uzyskiwana w torze pomiarowym
efektywna liczbe bitdw, co przedstawiono na rysunku 8.

T
©,=400n [%]

rad
= lOO[T]

®
S

5
1o ) o
448
0 20 40 60 80 100

Rys. 8. Efektywna liczba bitow w torze pomiarowym z rownomiernym
probkowaniem sygnatu czgstotliwosciowego

Fig. 8.  Effective numbers of bits in the measurement chain with uniform
sampling of a frequency signal

Analizujgc uzyskane zaleznosci (rys.8) nalezy zauwazy¢, ze
W rozpatrywanym torze pomiarowym z sygnalem czgstotliwo-
Sciowym (rys.1) wystepuje wyrazna zaleznos¢ efektywnej roz-
dzielczos$ci od stosunku amplitudy sktadowej przemiennej (2 do
sktadowej statej @, sygnatu. Dla amplitud €2 matych dazacych
do zera oraz duzych dazacych do wartosci sktadowej statej w,
rozdzielczos¢ maleje, uzyskujac maksimum dla wartosci posred-
nich.

5. Podsumowanie

Wykazano, ze jest mozliwe wyznaczenie wartosci chwilo-
wych czgstotliwosci sygnatu impulsowego jesli tylko przyjmie-
my odpowiednig posta¢ funkcji aproksymujacej z dostateczna
doktadnosciag chwilowa warto$¢ fazy tego sygnatlu. Pomimo
tego, ze przedzialy czasu 7; pomigdzy kolejnymi impulsami
wyznaczaja warto$ci $rednie czgstotliwoSci rozmieszczone
nier6wnomiernie w czasie, to korzystajac z faktu, ze faza sygna-
tu czestotliwosciowego przyrasta dokladnie o warto$¢ 2mn
w chwilach ¢ pojawiania si¢ kolejnych impulséw, mozemy ja
jednoznacznie aproksymowaé. Przedstawiono sposob rowno-
miernego probkowania chwilowych wartos$ci sygnatu czgstotli-
wosciowego oraz ocen¢ uzyskiwanej rozdzielczo$ci wyrazong
efektywna liczba bitow ENOB.
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