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Streszczenie

W pracy przedstawiono zagadnienie optymalnego ksztaltowania tukow
sprezystych z uwzglednieniem statecznos$ci. Rozwazono zadanie poszuki-
wania punktow krytycznych - antysymetrycznego punktu bifurkacji
i symetrycznego punktu przeskoku. Problem optymalizacji dotyczy wy-
znaczenia takiej funkcji sterowania, bedacej zmienna szerokoscia przekro-
ju prostokatnego tuku, ktora maksymalizuje obciazenie krytyczne. Zadanie
sprowadzono do wielopunktowego problemu brzegowego irozwigzano
numerycznie przy wykorzystaniu programu Dircol.

Stowa Kkluczowe: optymalizacja, zasada maksimum, obciazenie krytyczne,
stateczno$¢.

Optimal shaping of elastic arches in terms
of stability

Abstract

The paper presents the optimal shaping problem of elastic arches with taking
stability under consideration. The problem of finding branch points was
considered as a starting task (Section 3). The arch with radial load (Fig. 1)
was described by nonlinear state equations (Subsection 3.1) together with
the boundary conditions (Subsection 3.2). As a result of numerical calculations
by using the Dircol software [3] there were obtained the values of branch
points for symmetric bifurcation points and antisymmetric turning points
(Subsection 3.4). The optimisation problem concerned determining the
control function U,(x) which was the width of the arch rectangle cross
section. The control function maximises the critical load when fulfilling
the assumption of constant volume (Section 4). The optimal control was
determined on the basis of the Pontryagin's Principle. Finally the optimisation
problem was reduced to the multipoint boundary-value problem and
solved numerically by using the Dircol software. Graphs of the control
variable, the state variables and corresponding graphs of the adjoint
variables are shown in Figs. 3, 4 and 5. There was also considered the
optimisation problem when introducing a second control function (the
cross—section height) (Fig. 6). From analysis of the results obtained (Tab. 1)
one can draw a conclusion that the optimally shaped cross section of the
arch, when assuming the constant volume, allows increasing significantly
the value of branch points.

Keywords: optimisation, maximum principle, critical load, stability.

1. Wprowadzenie

Intensywny rozwoj metod optymalnego sterowania pozwala na
coraz powszechniejsze ich wykorzystanie w wielu dziedzinach
nauki. W projektowaniu konstrukcji budowlanych  metody
optymalizacji, formutowane w kategoriach teorii sterowania,
pozwalaja na uwzglednienie szeregu wymagan, ktéore w praktyce
projektowej musza by¢ spelnione przy wznoszeniu rzeczywistych
ustrojow. Z punktu widzenia projektanta jednym z wazniejszych
zadan jest niedopuszczenie do wystgpienia utraty statecznosci
konstrukcji i optymalne zaprojektowanie ukladu w sposob
gwarantujacy zwigkszenie warto$ci  obcigzen krytycznych,
mogacych te utrate spowodowac.

Celem niniejszego artykulu jest przedstawienie zagadnienia
optymalnego ksztattowania tukéw z uwzglgdnieniem statecznosci.
Uwage skupiono na poszukiwaniu wartosci obciazen krytycznych
dla nieliniowego modelu tuku sprezystego oraz na optymalnym
doborze rozkladu masy tuku, ktory zapewni maksymalizacje
warto$ci obcigzenia krytycznego. Zadanie optymalizacji zostato
sformutowane w kategoriach teorii sterowania z zastosowaniem
zasady maksimum i rozwigzane numerycznie przy wykorzystaniu
programu komputerowego Dircol.

2. Sformutowanie problemu

Na podstawie literatury dotyczacej teorii bifurkacji i1 stateczno-
Sci, w szczegdlnoscei pozycji [1], opisano i wykorzystano metode
pozwalajaca wprowadzi¢ zagadnienia statecznosci globalnej do
optymalnego ksztattowania lukéw w kategoriach teorii sterowa-
nia.

Wyjsciowy problem polega na poszukiwaniu punktow krytycz-
nych — bifurkacji i przeskoku (y,.4,) dla zadania, ktore moze
zosta¢ sformutowane jako dwupunktowy problem brzegowy:

y' =f(x,y,4) (D

r(y(x,),y(x,)) =0 @)
gdzie:
X —zmienna niezalezna — w naszym zadaniu przyjmowana
jako wspoétrzedna odmierzana wzdhuz osi tuku,
y — wektor zmiennych stanu (3, (x),..., »,(x)),
A — parametr bifurkacji.

Warunki brzegowe tworzy uktad n rownan:

5 (3 (%), (X0), 11 (X553, (%)) = 0 3)

(1 (x0)50 1, (X0)s 11 (%, )05 1, (x,)) = 0



897

PAK vol. 58, nr 10/2012

Linearyzacja réwnan (1) z uwagi na y prowadzi do nastgpujg-
cego problemu brzegowego:

W =f,(x,y,4)-h “)
Ah(x,)+Bh(x,)=0 (5)

gdzie:
h —wektor, bedacy wynikiem linearyzacji y
(hy(x)yeen 1, (%)),
A, B — macierze n? linearyzacji warunkéw brzegowych,

wyliczane ze wzorow:

AP, y() o Or(y(x,),¥(x,) (©6)
ay(x,) ay(x,)

Zgodnie z algorytmem Seydel’a [1], punkt krytyczny moze zo-
sta¢ policzony z uktadu rownan (1), ktory jest powigkszony
o réwnania (4) oraz dodatkowe jedno trywialne rownanie rdznicz-
kowe o postaci:

A'=0 @)

ktore charakteryzuje parametr bifurkacji A jako stala.
Formutujemy zatem problem brzegowy, sktadajacy si¢ z 2n+1
réwnan rézniczkowych:

y f(x,y, 1)
h| =/f (x,y,4):h
A 0

®)

przy roéwnoczesnym uwzglednieniu warunkéw brzegowych:

r(y(x0),y(x1))
hi(x0)—&
Ah(x0)+Bh(x:)

0 ©)

Liczba warunkow brzegowych, rowna jest 2n+1, gdyz dodat-
kowo wprowadzono warunek:

Ii(x0)— & =0 (10)

ktoéry jako warunek poczatkowy zapewnia nietrywialne rozwigza-
nie h # 0. Jezeli uktad (8) wraz z warunkami (9) posiada rozwia-

zanie (Y, 4y,ho) to (y,,4,) jest punktem krytycznym.

3. Przyktad obliczeniowy — poszukiwanie
wartosci obcigzen krytycznych

Analizie poddano kotowy tuk o osi wydhizalnej, obustronnie
utwierdzony, o promieniu R=10 m, krzywiznie x=1/R i dlugosci
I=7R (rys. 1). Luk opisany jest w uktadzie wspotrzgdnych x, y, z,
gdzie osie odpowiednio przyjeto jako — styczna, binormalng
i normalng do osi tuku. Zaktadamy, ze tuk poddany jest roztozo-
nemu obciazeniu radialnemu o wartosci q, ktore jest prostopadte
do odksztatconej osi tuku i deformuje tuk w plaszczyznie x, z.
W zadaniu przyjmujemy q=Aq*, gdzie A jest parametrem

bifurkacji, q* jest obcigzeniem odniesienia.

Rys. 1. Schemat obciazenia i podparcia tuku
Fig. 1.  Sheme of the arch load and support

Przyjeto dane materialowe uktadu — modul sprezystosci
E = 34,0 GPa, cigzar wlasciwy vy =24,0 kN/m®; przekroj po-
przeczny preta przyjeto jako prostokatny o wymiarach b x h
(rys. 2). Dla wyjsciowego zadania poszukiwania obcigzen kry-
tycznych, przyjeto przekrdj preta jako staly na calej dlugosci,
o szerokosci b = 0,7 m, wysokosci h = 0,3 m.

hI y
b

Rys. 2.  Przekrdj poprzeczny tuku
Fig.2.  Cross section of the arch

3.1. Réwnania stanu

Rozwazany tuk moze zosta¢ opisany przez uktad nieliniowych
réownan rézniczkowych pierwszego rzedu [2]:

d—N:Q-K—q-Singo

dx

d—Qz—N-K—q-cosgo

dx (an
dﬂ:—(l+£)-(Q‘cos¢7+N‘sin¢))

dx

@:w~x—1+(l+£)-cos¢
dx

d—W:—u-K—(1+5)-sin(p
dx

dp__ M __ .

dx EI

v

Zmienne stanu W powyzszym Wzorze przyj¢to nastgpujaco:
N (oznaczamy w dalszej analizie jako y;) — sita podiuzna,
O (v;) - sila poprzeczna, M (y;) — moment zginajacy,
u (y4) — przemieszczenie styczne do osi luku, w (y5) — prze-
mieszczenie prostopadte do osi tuku, ¢ (y5) — przemieszczenie
katowe. Pole przekroju poprzecznego imoment bezwladnosci
wyznaczamy z zalezno$ci: 4=b-h, J, =b-h.

Rownania (11) uwzgledniajg wydhuzalno$é osi tuku, gdzie:

1

(N-cosp—0Q-sinp+M -k (12)
= W-cosp—0-sing )

&

Do podstawowego uktadu 6 rownan (11), ktéry zapiszemy teraz
w postaci (1) dotaczamy 6 rownan zlinearyzowanych, zgodnie ze
wzorem (4) oraz jedno rownanie na parametr bifurkacji (7). Do-
datkowo, ze wzgledu na uwzglgdnienie wptywu cigzaru wlasnego
na deformacj¢ tuku zmianie ulegly pierwsze dwa réwnania oraz
dopisano rownanie 14. Wspolczynniki ¢ 1 & wyliczamy z za-

leznosci:



898

1 .
E=—- - COS — - SIn + K
E-A (Y1 Y6 =2 Y6 T V3 ) (13)

S=

A '(Cosyo hy—sinyg-hy, +x-hy = (,sinyg +y, 'Cosys)'he)

Ostatecznie problem zapisujemy jako komplet 14 réwnan roz-
niczkowych:

Y, =y, kK—A-siny,—y-A-sinf

Y, ==y, kK—A-cosy,—y-A-cos@

¥y ==(1+)- (v, -cos y, + y, -sin y;)
Yy =Ys-k—=1+(1+¢&)-cosy
Vs ==y, k= (l+¢&)-siny,

)
Ye E]y

—&K

h,’ =K-hy—A-cosy -k

h, =—x-h +A-siny, -h,

h3’ =—0-(y, - cosy,+y -siny,)+
—(1+¢&)-(cosys-h, +siny,-h, +
+(y,-cosy, — v, -siny,) - hy)

h, =K+ 8008 yg —(1+)-siny_-hg

’

hy =—x-h,—6-siny, —(1+¢&)-cos y, - hy

, h (14)
hy =——>—-6k
El,
A'=0
0'=-x

3.2. Warunki brzegowe

Warunki brzegowe dla zmiennych stanu y; - ys; wynikaja ze
sposobu podparcia tuku:

Y4(0) =0, y5(0) =0, y5(0) =0

Vi) =0,ys()=0,ys(l)=0

(15)

Jezeli rozwazymy symetri¢ mozemy w analizie uwzglednia¢
potowe tuku (przedziat [0, 0.5/]) i warunki (15) zastapi¢ warun-
kami ponizszymi:

Y4(0)=0,y5(0) =0, y5(0) =0

Y2(0.50) = 0, ya(0.5) = 0, y(0.5) = 0

(16)

Warunki brzegowe dla zmiennych #4; - ks zaleza od typu punktu
krytycznego. W rozwazanym przykladzie mozemy zapisaé wa-
runki dla antysymetrycznego punktu bifurkacji w postaci:

74(0) = 0, hs(0) = 0, /15(0) = 0

a7
h(0.51)=0, h3(0.50) =0, h5(0.5) =0
oraz dla symetrycznego punktu przeskoku w postaci:
h4(0) =0, hs(0) = 0, 25(0) = 0
(18)

1(0.51) = 0, hy(0.51) = 0, hy(0.51) = 0
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Dodatkowo nalezy uwzgledni¢ warunek brzegowy (10) —
przyjmujemy indeks k=3, warto$¢ £ =1:

hy(0)=1 (19)

3.3. Sformutowanie zadania

Problem dotyczy poszukiwania rozwigzania (y , 1) ukladu

réwnan (14) przy warunkach (13), (16), (17) i (19) w przypadku
antysymetrycznego punktu bifurkacji oraz rozwigzania uktadu
rownan (14) przy warunkach (13), (16), (18) i (19) w przypadku
symetrycznego punktu przeskoku.

Zaktadamy, ze tuk pracuje w stanie sprezystym, wiec dodatko-
wo sprawdzono warunek zuwagi na maksymalne naprg¢zenia
normalne.

3.4. Wyniki numeryczne

W wyniku obliczen zadania, przeprowadzonych programem
numerycznym Dircol, uzyskano warto$ci obcigzen krytycznych
dla antysymetrycznego punktu bifurkacji i symetrycznego punktu
przeskoku oraz odpowiadajace im wykresy wszystkich 14 zmien-
nych.

A. Warto$¢ obcigzenia krytycznego dla antysymetrycznego punk-
tu bifurkacji wynosi: 4y, = 425,64 kN /m

B. Warto$¢ obciagzenia krytycznego dla symetrycznego punktu
przeskoku wynosi: Ay, =540,13kN/m

Wykresy zmiennych, ze wzglgdu na ograniczenie miejsca, zo-
stang przedstawione tylko przy zadaniu optymalnego ksztaltowa-
nia.

4. Przyktad obliczeniowy — optymalne
ksztattowanie tuku z uwagi na
maksymalizacje obcigzenia krytycznego

Analizie poddano tuk o danych przyjetych zgodnie z przedsta-
wionymi z zadaniu wczeSniejszym, przy tej roznicy, ze przekroj
poprzeczny preta ma zmienny wymiar po dtugoscei tuku.

4.1. Sformutowanie problemu optymalizacji

W zadaniu optymalizacji poszukiwana jest taka zmienna decy-
zyjna Uj(x), bedaca szerokoscig przekroju poprzecznego tuku,
ktora przy zalozeniu stalej objetosci tuku oraz przy spelnieniu
warunkoéw ograniczajacych, maksymalizuje warto$¢ obciazenia
krytycznego dla przypadku antysymetrycznego punktu bifurkacji.
Problem sprowadza si¢ do minimalizacji funkcjonatu:

J(y,U,x)=-1,, (20)

Warunki ograniczajace wynikaja z geometrycznych ograniczen
narzuconych na zmienng decyzyjng: 0,6 m < U; < 0,8 m.

Z uwagi na zalozenie stalej objetosci tuku wprowadzono do
réwnan rozniczkowych kolejne rdéwnanie, pietnaste, opisujace
objetos¢ tuku:

V'=A (21)
i odpowiadajace warunki brzegowe:

V(0)=0 V(iI2)=V, (22)
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Gdzie warto$¢ , przyjmujemy jak dla zadania bez optymalizacji:

I
V, = 0=3'0,7'5 czyli optymalnie uksztattowany tuk bedzie miat

takg samg mase¢ tuku w przypadku zadania opisanego w punkcie 3
artykutu, tylko bedzie miat inny rozktad masy po dlugosci tuku.

Ostatecznie zadanie optymalizacji opisane jest kompletem row-
nan (14) z uwzglednieniem (13) oraz (21), przy charakterystykach
przekroju: A=U,(x)-h, J, =U,(x)-h’. Przyjmujemy warunki
brzegowe (16), (17), (19) 1 (22).

W procesie optymalizacji uwzglgdniono réwniez sprawdzenie,
czy tuk pracuje w zakresie sprezystym.

4.2. Rozwigzanie optymalne i wyniki
numeryczne

Dla zadanej funkcji celu i ograniczen mozna zdefiniowaé funk-
cje Hamiltona w postaci:

6 6
H=Y 41+, (23)
i=1 i=1

of,
7 hy+y,-A+o- A
oy,

Wspoélrzedne sprzgzone spelniaja nastepujacy uklad réwnan
r6zniczkowych:

' OH ! oH ' oH 24
ﬂ = —— = —— :0 O":—i ( )
k o, Vi oh, Y, EY)

Warunki brzegowe dla zmiennych sprz¢zonych wynikaja z wa-
runkow transwersalnosci.

Zagadnienie optymalnego ksztaltowania tuku z uwagi na sta-
teczno$¢ zostalo sprowadzone do wielopunktowego problemu
brzegowego (WPPB) i rozwigzane numerycznie przy wykorzysta-
niu programu Dircol [3]. W wyniku optymalizacji uzyskano
optymalny, z uwagi na maksymalizacj¢ sity krytycznej, rozktad
zmiennej decyzyjnej U,;(x), bedacej szerokoscig przekroju po-
przecznego tuku (Rys. 3). Wykresy przedstawiajace zmienne
stanu, zmienne zlinearyzowane i odpowiadajace im zmienne
sprzezone przedstawiajg rys. 3-5. Wszystkie przedstawione wy-
kresy sa narysowane dla potowy rozpigtosci tuku.

Ui=b[m] V[m3]
0.8 \ 35
3
O \ 25
0.7 \ \ 2
0.65 \ | 1-?
0.6 0.5
0'550 2 4 6 8 10121416 00 2 4 6 8 10121416
X[m] X[m]
AANm) - paramer bifurkacsiny Funkcja Hamiltona
463 %0
80
462 70
461 60
460 50
459 10
458
457 30
456 20
455 10
454

0 2 4 6 8 10121416 00246810121416
x[m] x[m]

Rys. 3. Zmienna decyzyjna U,, objgtos¢ tuku ¥, parametr bifurkacji i funkcja
Hamiltona

Fig. 3. Control variable U,, arch volume V, bifurcation parameter and
Hamiltonian
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Rys. 4. Zmienne stanu y;-ys i odpowiadajace im zmienne sprz¢zone j,l -A o

Fig. 4.  State variables y,-ys and corresponding adjoint variables /11 -A o
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Rys. 5. Zmienne h;-hs i odpowiadajace im zmienne sprz¢zone VW

Fig. 5. Variables h;-hs and corresponding adjoint variables Wiy

Dodatkowo w zadaniu optymalnego ksztaltowania tuku z uwagi
na statecznos¢, rozwazono zadanie z dwoma zmiennymi decyzyj-
nymi — U;(x)=b, Uj(x)=h, ktore jest rowniez sformutowane dla
warunku statej objetosci. Warunki ograniczajace dla zmiennych
decyzyjnych przyjeto: 0,5 m < U;<0,8 m, 0,3 m < U,< 0,4 m.
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Wykresy optymalnych szerokosci i wysokosci przekroju wzdhuz
diugosci przedstawiono na rys. 6.

Ui=b [m] U2=h[m]
0.8 0.42
0.75 0.4
0.7 ll [, 0.38 '/ \
0.65 | N 0.36 |
0.6 0.34
0.55 a J / \ 0.32 f .
0.5 0.3
0.45 0.28

0 2 4 6 810121416 0 2 4 6 8 10121416
X[m] X[m]

Rys. 6. Zmienna decyzyjna U,, U,
Fig. 6. Control variables U,, U,

Porownanie wynikéw uzyskanych dla wszystkich zadan przed-
stawia tabela nr 1.

Tab. 1.  Poréwnanie wynikow
Tab. 1.  Comparison of the results

Wartos¢
Szerokosé | Wysokosé | Objetosé | opeioztt
Zadanie przekroju przekroju tuku krytycznego
b[m] h[m] VIl | N
Brak lizacii b=const. h=const. y=v0 425.64
raK o 'malizacji = s
prymalizac) b=0,7 h=0,3
i b=U h=const.
Jedna ;mlemia 1 cons V=10 458,76
decyzyjna U;=b 0,6 <U,; <08 h=0,3
dooysyine Uret o-U U =0 779,10
yz%sz:h T | 05<U,<08 | 03<U,<04 ’

5. Podsumowanie

W artykule przedstawiono metode pozwalajaca uwzglednié
w zadaniach optymalizacji zagadnienia zwiazane ze stateczno$cia
uktadu. W wyniku obliczen uzyskano rozwigzania spetniajgce
wszystkie warunki konieczne optymalizacji. Analizujac uzyskane
wyniki mozna stwierdzi¢, ze optymalnie uksztaltowany przekrdj
poprzeczny tuku, przy zalozeniu stalej objetosci, pozwala na
znaczne zwigkszenie wartosci obcigzenia krytycznego.

Praca wykonana w ramach projektu badawczego nr N N506 244837.
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