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Streszczenie

W artykule przedstawiono oryginalng metod¢ formutowania zadan opty-
malizacji wielogateziowych ustrojow pretowych, polegajaca na dekompo-
zycji ustroju na pojedyncze prety, sformutowaniu warunkow wspotpracy
oraz normalizacji ich dlugo$ci. Wykazano, ze zaprezentowana metoda
umozliwia, w odniesieniu do ustrojow wielogatgziowych, formutowanie
zadan optymalizacji w kategoriach teorii sterowania. Opisana metodg
zastosowano w optymalizacji przykltadowego ustroju stupowo ryglowego
ztozonego z pigeiu pretow.

Stowa kluczowe: optymalizacja, zasada maksimum.

Formulating the problem of shaping multi-
branch bar arrangements in the optimum
manner in terms of the control theory

Abstract

The paper presents an original method for formulating problems of
optimization of multi-branch bar arrangements which consists in
decomposing them into single bars, formulating their cooperation
conditions, and normalizing their lengths. In Section 2 there is defined the
concept of multi-branch arrangements, which has not occurred in the
literature so far. The next section presents ways for describing bars with
special attention being paid to the rules of formulating their cooperation
conditions. Sections 4 and 5 are devoted to description of the decomposition
and normalization method, which can be used to formulate the problem of
optimization of multi-branch bar arrangements in the form of a double-
point boundary problem, whose formal structure makes it possible to use
the maximum principle. The above method was used to optimize an example
bar-and-beam arrangement consisting of five bars, which is discussed in
Section 6. With reference to the analyzed object subjected to three
fundamental load conditions in three combinations, a problem of shaping
its cross-section in the optimum manner was formulated. There was
assumed the optimization problem objective function as the steel volume.
Five decision variables were assumed to be I-beam web heights. There
were also taken into account restrictions of the optimization problem
resulting from the bar load-carrying ability and usability limits. Eventually,
a double-point boundary problem was formulated consisting of 197
differential and algebraic equations, which was solved using the Dircol-2.1
software.

Keywords: optimization, maximum principle.
1. Wstep

Jednym z zagadnien, w jakich znajduje zastosowanie teoria
optymalnego sterowania jest optymalne ksztattowanie przekroju
poprzecznego konstrukcji pretowych. Zastosowanie tej teorii,
obejmujacej poczatkowo zagadnienia zwigzane z optymalizacja
proceséw, w ktorych zmienng niezalezng jest czas, byto mozliwe
dzigki analogii postaci rownan opisujacych te procesy oraz row-
nan kinematycznych i statycznych zmiennych stanu opisujacych
pret. Jednym z elementdow tej analogii jest fakt, ze zaréwno

w opisie ruchu, jak i preta wystepuje tylko jedna zmienna nieza-
lezna, tj. czas w rownaniach ruchu i wspétrzedna tukowa w row-
naniach preta. W przypadku optymalizacji ustrojow pretowych,
ktorych osie sg liniami nierozgalezionymi, ta analogia zachodzi.
Jesli natomiast w ustroju pretowym wystepuja wezty, w ktorych
taczy si¢ wiecej, niz dwa prety, to ww. analogii nie ma i zastoso-
wanie opisu preta analogicznego, jak w opisie ruchu nie jest moz-
liwe. W artykule przedstawiono opracowana metode postgpowa-
nia umozliwiajaca zastosowanie teorii sterowania rowniez
w optymalizacji takich obiektow.

2. Definicja wielogaleziowego ustroju
pretowego

W niniejszej pracy okreSlenie wielogaleziowy ustrdj pretowy
odnosi si¢ do ustroju ztozonego z pretow potaczonych w weztach,
z ktorych co najmniej jeden taczy wigcej, niz dwa prety. Pojecie to
nalezy odrézni¢ od pretow wielogaleziowych, ztozonych z réwno-
legtych pretow prostych, potaczonych w sposdb zapewniajacy ich
wzajemng wspolprace. Prety wielogateziowe w formutowanych
zadaniach optymalizacji beda nazywane pretami o ztozonym prze-
kroju poprzecznym. Wielogalgziowe ustroje pretowe to np. ustroj
shupowo ryglowy, rama portalowa ze $ciagiem, rama z dodatko-
wymi elementami st¢zajacymi, kratownica itp. W odniesieniu do
tych ustrojow, ze wzgledu na wystepujace rozgalezienia osi pre-
tow, nie mozna zastosowaé typowego sformutowania zadania
optymalizacji w kategoriach teorii sterowania, w ktorym réwnania
rézniczkowe opisujace prety sa formutowane w poszczegélnych
przedziatach charakterystycznych z warunkami brzegowymi
i wewngtrznymi warunkami punktowymi. W dalszych rozdziatach
przedstawiono oryginalng metod¢ opisu tych ustrojow, polegajaca
na ich dekompozycji na pojedyncze prgty o znormalizowanej
dtugosci. Ustroje wiclogatgziowe moga by¢ zardwno przestrzenne,
jak i ptaskie, jednak w niniejszym artykule, w celu przedstawienia
istoty zagadnienia, ograniczono si¢ tylko do zagadnien ptaskich.

3. Matematyczny opis ustroju
pretowego

Pret o dowolnej osi mozna opisa¢ za pomoca 6 zmiennych sta-
nu. Zmienne kinematyczne to: przemieszczenie prostopadie do
osi, przemieszczenie styczne do osi i kat obrotu, a zmienne sta-
tyczne to: sita poprzeczna, sita podtuzna i moment zginajacy [1].
W strukturze formalnej zasady maksimum zmienne stanu sg funk-
cjami wspolrzgdnej odmierzanej po osi preta i sa zdefiniowane
w poszczegdlnych przedziatach charakterystycznych za pomoca
réwnan rozniczkowych pierwszego rzgdu, zwanych réwnaniami
stanu. Do jednoznacznego rozwigzania tych rownan formutuje si¢
warunki, ktorych liczba wynika z liczby rownan stanu i liczby
przedziatéw charakterystycznych. Jesli ustrdj pretowy nie jest
chwiejny, to liczba mozliwych do sformutowania warunkow
punktowych doktadnie odpowiada liczbie warunkéw niezbednych
do jednoznacznego rozwigzania ukladu réwnan stanu. Liczba
i rodzaj warunkow punktowych w punktach charakterystycznych
zalezy od sposobu podparcia oraz sposobu polaczenia pretow.
Ponizej przedstawiono pewne ogoélne zasady formutowania wa-
runkow punktowych.

Warunki zmiennych stanu formutowane na koncu preta:

a) swobodny koniec preta: 3 warunki statyczne;

b) ograniczenie stopnia swobody: wprowadzenie warunku kinema-
tycznego (zerowe przemieszczenie na zablokowanym stopniu
swobody) w miejsce odpowiedniego warunku statycznego.
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Warunki zmiennych stanu w wezle taczacym n pretow:

a) polaczenie sztywne wszystkich pretow: 3 warunki statyczne
i3(n — 1) warunkéw kinematycznych;

b) przegubowe potaczenie m pretdw (m < n): wprowadzenie m
warunkéw statycznych na moment zginajacy w tych pretach
w miejsce warunkow kinematycznych na obrot;

c) ograniczenie stopnia swobody wezta: wprowadzenie warunku
kinematycznego (zerowe przemieszczenie na zablokowanym
stopniu swobody) w miejsce odpowiedniego warunku statycz-
nego.

Jak wynika z powyzszych rozwazan na koncu preta, ktory nie
jest zamocowany w wezle, formutuje si¢ 3 warunki, a w wezle
taczacym n pretow 3n warunkow, tj. po 3 na kazdy zamocowany
w wezle koniec preta. Ich posta¢ zalezy od sposobu podparcia
i sposobu polaczenia pretow w wezle. Tak wiec, niezaleznie od
sposobu potaczenia pretow, w ustroju wielogateziowym, a takze
w odniesieniu do prgtdéw nie polagczonych, liczba warunkow
zmiennych stanu jest sze$ciokrotnie wigksza, niz liczba pre¢tow, co
zapewnia jednoznaczne rozwigzanie uktadu réwnan stanu. Te
dos¢ oczywiste zalezno$ci zostaly wykorzystane w dekompozycji
ustrojow wielogateziowych.

4. Istota dekompozycji ustrojow
wielogateziowych i normalizaciji
diugosci pretow

Dekompozycja ustrojow wielogateziowych polega na rozcigciu
ustroju w punktach charakterystycznych oraz roztozeniu go na
pojedyncze prety z zachowaniem uktadow obcigzen i warunkow
wzajemnej wspotpracy. Sformutowanie tych warunkéw jest po-
przedzone wycigciem wszystkich weztéw 1 wprowadzeniem
w przekrojach pretéw statycznych i kinematycznych zmiennych
stanu, okre§lonych w jednoznacznie zdefiniowanych lokalnych
uktadach wspoétrzgdnych. Od zwrotu osi lokalnych uktadow
wspotrzednych zalezy posta¢ warunkow zmiennych stanu oraz
réwnan stanu.

W ogblnym przypadku prety w ustrojach wielogateziowych ma-
ja rozna dhugosé, co sprawia, ze kazde 6 rownan rozniczkowych
opisujacych pret ma inng lokalng zmienng niezalezng. Numerycz-
ne rozwigzanie tak sformutowanego uktadu réwnan jest ktopotli-
we, a w przypadku programéw komputerowych do rozwigzywania
zadan optymalnego ksztaltowania wrecz niemozliwe. Z tego
powodu naturalng konsekwencja dekompozycji jest normalizacja
dtugosci pretow przez wprowadzenie zmiennej bezwymiarowej
bedacej ilorazem zmiennej lokalnej i dlugosci preta. Tak zdefi-
niowana zmienna niezalezna jest wspolna dla wszystkich pretow
i zmienia si¢ w zakresie od 0 do 1. Wprowadzenie zmiennej bez-
wymiarowej sprowadza si¢ do pomnozenia prawych stron réwnan
stanu opisujacych pret przez jego dtugosc.

5. Struktura formalna zadania optymalizacji
z zastosowaniem dekompozycji
i normalizacji

W zadaniach optymalizacji sformutowanych w odniesieniu do
ustrojow wielogalgziowych z zastosowaniem dekompozycji
i normalizacji struktura formalna nie ulega istotnym zmianom
jakosciowym w stosunku do sformutowania klasycznego. Jednak
pod wzgledem liczby elementéw formalnych zmiany sg zasadni-
cze. Porownanie dotyczy przypadku, gdy dekompozycja jest
zastosowana do ustroju jednogaleziowego, w przypadku ustroju
wielogaleziowego sformutowanie klasyczne w ogodle nie jest
mozliwe. Oto istotne cechy sformulowania z zastosowaniem
dekompozycji:

a) zadanie optymalizacji jest formulowane zawsze w jednym
przedziale charakterystycznym,;

b) liczba réwnan stanu jest n-krotnoscig liczby rownan w sformu-
towaniu klasycznym;
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¢) bezposrednig konsekwencja wzrostu liczby rownan stanu jest
n-krotny wzrost liczby rownan sprzezonych;

d)jesli przekroje pretow sa niezalezne, to n-krotnie wzrasta,
w stosunku do sformutowania klasycznego, liczba zmiennych
decyzyjnych. Wzrost liczby zmiennych decyzyjnych jest mniej-
szy lub w ogdle nie wystepuje, jesli w problemie optymalizacji
oczekuje si¢ rozwigzan okresowych;

e) takim samym wzrostem, jak w punkcie d) charakteryzuje sig¢
liczba ograniczen;

f) ze wzgledu na jeden przedziat charakterystyczny nie sg formu-
towane wewnetrzne warunki punktowe;

g) kazdy problem optymalizacji sprowadza si¢ do dwupunktowego
problemu brzegowego.
Opisang w poprzednich rozdziatach metod¢ dekompozycji

i normalizacji zilustrowano w przykladzie obliczeniowym

w nastepnym rozdziale.

6. Przyktad obliczeniowy
6.1. Opis ustroju wielogaleziowego

Przedstawiong wyzej metod¢ dekompozycji i normalizacji wie-
logateziowych ustrojow pretowych zastosowano w przyktadzie
obliczeniowym, w ktorym wyznaczono optymalny, ze wzgledu na
minimum objetosci materialu, przekrdj poprzeczny elementow
pretowych. Analizowany jest ustrdj stupowo ryglowy przedsta-
wiony narys. 1.

Rys. 1. Schemat statyczny obiektu
Fig. 1.  Static diagram of the object

Przyjeto, ze przekrdj poprzeczny wszystkich elementow preto-
wych jest blachownica spawana o zmiennej wysokosci §rodnika U;
(i — numer preta) oraz ustalonych pozostalych wymiarach (rys. 2).
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-

Rys. 2.  Przekrdj poprzeczny elementow obiektu
Fig.2.  Cross-section of the object elements

Zatozono trzy elementarne stany obcigzenia:

stan 1. obcigzenie cigzarem wlasnym q.,, = Ay;

stan 2. rtownomiernie roztozone obcigzenie rygla 4-5 g4s = 80 kN/m;

stan 3. rownomiernie roztozone obcigzenie rygla 5-6 gs.c = 80 kN/m.
Rozwazono trzy kombinacje obcigzen:

kombinacja 1. g.,, + q4.s,

kombinacja 2. g, + ¢s.¢,

kombinacja 3. g, + ¢4.5 + gs.6.

6.2. Sformutowanie zadania optymalizacji

W odniesieniu do przedstawionego wyzej obiektu zostanie sfor-
mulowane i rozwigzane zadanie optymalnego ksztattowania polega-
jace na wyznaczeniu minimalnej wysokosci $rodnika przekroju
dwuteowego wszystkich elementéw pretowych obiektu, ktora za-
pewnia nie przekroczenie stanéw granicznych no$nosci i uzytkowa-
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nia. Funkcjg celu w zadaniu optymalizacji jest objgtos¢ stali V,
a zmienng decyzyjna wysoko$¢ Srodnika U. Zmiennymi stanu sg:
u,(x;) — przemieszczenie prostopadte do osi preta,
o(x;) — kat obrotu wzgledem osi preta,
M{(x;) — moment zginajacy,
QOi(x;) — sita poprzeczna,
Ni(x;) — sita podtuzna,
wi(x;) — przemieszczenie styczne do osi preta,
gdzie i — numer preta.

Na rys. 1 zdefiniowano lokalng zmienng niezalezng x; w odnie-
sieniu do kazdego preta, natomiast zwroty osi lokalnych uktadow
wspotrzednych zdefiniowano na rys. 3.
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Rys. 3. Lokalne uktady wspotrzednych: a) statycznych zmiennych stanu,
b) kinematycznych zmiennych stanu

Fig. 3.  Local co-ordinate systems for: a) static state variables, b) kinematic
state variables

Kolejnym krokiem w formulowaniu zadania jest podziat ustroju
na pojedyncze prety w punktach charakterystycznych, wycigcie
wezldw 1 wprowadzenie w powstatych przekrojach zmiennych
stanu. Na rysunkach 4 i 5 przedstawiono zmienne stanu w prze-
krojach w jednym z elementarnych standw obcigzenia. Indeksy
w symbolach zmiennych stanu oznaczajg numery weztow i skie-
rowanie przekrojow.
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Rys. 4. Statyczne zmienne stanu w punktach charakterystycznych
Fig. 4.  Static state variables in their characteristic points
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Rys. 5. Kinematyczne zmienne stanu w punktach charakterystycznych
Fig. 5. Kinematic state variables in their characteristic points

Na podstawie rysunkow 4 i 5 mozna sformutowa¢ warunki sta-
tycznych i kinematycznych zmiennych stanu. Komplet warunkow
przedstawiony w réwnaniach (1) + (6) powinien by¢ sformutowa-
ny w odniesieniu do kazdego elementarnego stanu obcigzenia.

Wezet 4:

=04+ Ny =0
=N, - Q45 =0 |
-M,+M,;=0 M
Uy = Wys
Wy = Uys
Ay = Qys
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wezet 5:
~Ngy =05+ Ny =0
05— N5y =056 =0
My —Mg,+M=0
Wsy = Wse

@

Wsy = —Usy

wezet 6:
~Ngs =0 =0
Qs =Ng3 =0 3)
Mg -Mg =0
Wes = "Ugs
Ugs = We3

U5 = Uy
podpora 1:

“4)

podpora 2:

©)

podpora 3:
(6)

Na rysunku 6 przedstawiono analizowany ustrdj pretowy w po-
staci pojedynczych pretow. Ich wzajemna wspodtprace okreslaja
sformutowane wyzej warunki zmiennych stanu.
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Rys. 6. Ustrdj po dekompozycji i normalizacji
Fig. 6.  The arrangement after decomposition and normalization
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W odniesieniu do kazdego preta w kazdym stanie obcigzenia ele-
mentarnego mozna sformutowaé¢ 6 réwnan stanu, rownania (7) + (12).

du, (&) , 7
Gk ™
day(§) _ M[,-(f)_,i, (8)
i El,
dM (&)
l/ = .. L. 9
o ©
090 __ (10)
dé ’
AAG I 1"
e =Pyl (an
dw;(§) _ N, 1, (12)
déE4

gdzie:

i — numer preta,

j —numer elementarnego stanu obcigzenia,
[; — dhugo$¢ i-tego preta,

uy, oy, My, Oy, Nyj, w; — zmienne stanu preta i w stanie obcigzenia j,

¢ — bezwymiarowa zmienna niezalezna.

Wobec powyzszego, w kazdym stanie obcigzenia ustrdj jest
opisany za pomocg 30 réwnan stanu postaci (7) + (12), ktorych
rozwigzanie jest mozliwe dzigki trzydziestu warunkom zapisanych
w postaci rownan (1) = (6). W zadaniu przyjeto trzy elementarne
stany obcigzenia, zatem analizowany obiekt jest opisany za pomo-
ca 90 rdwnan stanu typu:

= £(U,y,
Yy =13 (U,y,9) j=1+3

z 90 warunkami zmiennych stanu. Pozostale elementy struktury
formalne;j to [2]:
funkcja celu zadania optymalizacji

J=V, (14)

funkcje ograniczen zmiennych stanu i zmiennych decyzyjnych

p=1+5 (15)
G, (Uy,E=0
pg( 6) 1=2

funkcja Hamiltona, ktéra w analizowanym problemie ma postaé

k=1+30
I=1+3 , (16)
H=Zzﬂu'ﬂz+22ﬂpgﬂpg .
ko1 P g p=1=+5
g=1=+2
uktad réwnan zmiennych sprz¢zonych
i,k=1+30
. df, dG J.l=1+3 ,(17)
A== 4, - Fu_ u e

g=1=+2
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uktad réwnan wynikajacy z warunku maksimum funkcji Hamiltona

k=1+30
of, oG, I1=1+3 , (18)
0 — ﬂ . kl + . rg
DR TR 2 X TN
g=1+2
gdzie:
i, k — indeksy oznaczajace numer zmiennej stanu w jednym stanie
obcigzenia,

J, I — indeksy oznaczajace numer obcigzenia elementarnego,

g — indeks ograniczenia sformutowanego w odniesieniu do danego
prqtaa

s — indeks oznaczajacy numer zmiennej decyzyjnej,

p — indeks oznaczajacy numer preta,

U — macierz zmiennych decyzyjnych,

y — macierz zmiennych stanu.

Zasadniczym celem przedstawionego zadania bylo wykazanie
poprawno$ci zaproponowanej metody modelowania ustrojow
wielogateziowych, w zwiazku z tym w formutujac funkcje ogra-
niczen zastosowano uproszczone podejscie, zgodnie z ktérym
uwzgledniono wylacznie stany graniczne nosnosci polegajace na
osiggnigciu naprezen rownych granicy plastycznosci stali oraz
stany graniczne uzytkowania polegajace na osiagnigciu maksy-
malnego dopuszczalnego przemieszczenia prostopadtego do osi
pretow. W procesie projektowania rzeczywistego obiektu nale-
zatoby uwzgledni¢ stany graniczne wynikajace z obowigzuja-
cych norm. Na poziomie formutowania ograniczen uwzglednio-
no kombinacje obcigzen z zastosowaniem funkcji maximum [1].

Ostatecznie problem optymalnego ksztaltowania ustroju wielogate-
ziowego zostat sprowadzony do dwupunktowego problemu brzego-
wego ztozonego ze 197 réwnan rozniczkowo algebraicznych:

— 90 rownan stanu (13),

— réwnania opisujacego funkcje celu (zadanie typu Mayera) (14),
— 10 funkcji ograniczen (15),

— réwnania Hamiltona (16),

— 90 réwnan zmiennych sprzezonych (17),

— 5 réwnan wynikajacych z warunku maksimum funkcji Hamil-

tona (18).

6.3. Wyniki obliczen

Sformutowany problem zostat rozwigzany numerycznie za po-
mocg programu Dircol-2.1 [3]. Wyznaczono wszystkie wielkosci
opisane zalezno$ciami (13) + (18), a w szczegodlnosci rozktad
zmiennych decyzyjnych na dlugosci wszystkich pretow, ktory
zapewnia nie przekroczenie rozwazanych stanow granicznych
nos$nosci 1 uzytkowania w kazdej kombinacji obcigzen. Ponizej
przedstawiono wybrane wyniki obliczen w formie graficznej, tj.
zmienne stanu preta 4-1 (rys. 7) oraz wyznaczone zmienne decy-

zyjne (rys. 8).
7. Wnioski

1) Zaproponowana metoda rozszerza mozliwosci zastosowania
teorii sterowania do optymalnego ksztaltowania obiektow
o osiach rozgalezionych. Jej zasadniczym elementem sg warun-
ki zmiennych stanu okre$lajace wzajemna wspodtprace elemen-
tow pretowych.

2) Metode t¢ mozna stosowaé réwniez wtedy, gdy poszukuje si¢
rozwigzan okresowych. W tym przypadku przyjmuje si¢ te sa-
me zmienne decyzyjne w odniesieniu do wszystkich pretow
ustroju.

3) Zadania optymalizacji formutowane w odniesieniu do ustrojow
wielogaleziowych z zastosowaniem dekompozycji i normaliza-
cji charakteryzuja si¢ rozbudowang pod wzgledem ilo$ciowym
strukturg formalna.
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4) Zadania optymalizacji formutlowane omawiang metoda sprowa-

dzaja si¢ do dwupunktowego problemu brzegowego.
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Rys. 7. Zmienne stanu — pret 4-5, obcigzenie elementarne 1

Fig. 7.  State variables — bar 4-5, fundamental load 1
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