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Streszczenie

W pracy przedstawiono problem optymalizacji dwuprzgstowych belek
sprezonych. Przedstawiono model fizyczny optymalizowanego elementu,
a nastgpnie sformutowano problem brzegowy o $cisle okreslonej struktu-
rze formalnej, umozliwiajacej zastosowanie zasady maksimum. Przepro-
wadzono przyktadowe obliczenia majace na celu wyznaczenie optymalne;j
trasy kabla sprezajacego, dla ktorego ugigcie elementu bedzie minimalne.

Stowa kluczowe: optymalizacja konstrukcji, metody optymalnego stero-
wania, belki strunobetonowe, belki kablobetonowe.

Optimization of pre-tensioned beams
Abstract

The paper deals with an optimization problem for double-span pre-stressed
beams. The presented methodology can be also applied to the pre-stressed
and post-tensioned beams of any cross-section. The physical model of the
optimized element is described (Figs. 1, 2). In the problem analyzed there
were considered five phases of load (Fig. 2). Then there was formulated
the boundary problem with a strictly defined formal structure, allowing use
of the maximum principle (Section 3). The attention was paid to the way
of formulating the optimization constraints. An example calculation was
made to determine the optimal route for a compressing cable ensuring the
minimum deflection of the element when simultaneously fulfilling the
constraints resulting from the ultimate and serviceability limit state. The
presented optimization problem can be transformed in any way by
assuming the decision variables to be any dimensions of the cross-section
while the objective function as, among others, the volume of concrete, the
bending, the compressive stress, the tensile stress. The obtained solution
shows the effectiveness of the presented method of calculations.

Keywords: structure opimization, optimal control method, pre-tensioned
beams, post-tensioned beams.

1. Wstep

Zastosowanie technologii sprezenia umozliwia projektowanie
elementow o duzych rozpigtosciach przenoszacych znaczne obcia-
zenia. Ze wzgledu na znaczne koszty sprezania, projektujac ele-
ment sprezony nalezy poszukiwaé rozwiazan optymalnych pod
wzgledem ekonomicznym. W wigkszosci przypadkéw minimalny
koszt wykonania danego elementu uzyskujemy poprzez minimali-
zacje zuzycia materiatéw. Dodatkowym aspektem optymalnego
projektowania jest wlasciwe wyznaczenie trasy sprezenia.

W pracy zastosowano metode optymalizacji opierajaca si¢ na
zasadzie maksimum. Ze wzgledu na wybrane kryterium metoda
umozliwia wyznaczenie rozwigzan optymalnych w sensie mate-
matycznym. Analizujac uzyskane rozwigzanie mozna sformuto-
waé mozliwe do realizacji praktyczne zalecenia.

W artykule skupiono si¢ na analizie belek dwuprzestowych
o przekroju dwuteowym. Prezentowana metodyka obliczen moze
by¢ jednak stosowana do belek zaréwno kablo-, jak i struno-
betonowych o dowolnym przekroju poprzecznym.

2. Ogolny opis problemu

Zadanie dotyczy optymalnego ksztaltowania dwuprzestowej
belki sprgzonej o przekroju dwuteowym. W obliczeniach pominig-
to wplyw zjawisk reologicznych. Ponizej na rysunku (rys. 1)
pokazano oznaczenia wymiar6w przekroju poprzecznego belki.

Rys. 1. Przekroj poprzeczny belki
Fig. 1.  Beam cross-section

Ponizej na rysunku (rys. 2) pokazano uktad silt dzialajacy na
analizowang belk¢ dwuprzestowa o dlugosci L + L,.

Zalozono rownomierne obcigzenie uzytkowe ¢ oraz state g.
W ogélnym przypadku optymalizacyjnym obcigzenie cigzarem
wlasnym g, nie bedzie jednorodne, gdyz przekrdj jest zmienny
na dhugosci elementu. Sita sprezajaca N, dziata na mimosrodzie e,
wzgledem s$rodka cigzko$ci przekroju. W analizowanym proble-
mie rozpatrzono 5 faz obciazenia.
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Rys.2.  Schemat statyczny oraz uktad sit zewngtrznych
Fig. 2.  Static scheme and the system of external forces

3. Optymalne ksztattowanie

Za funkcj¢ celu w zadaniu optymalizacyjnym najczgséciej
przyjmuje si¢ objetos¢ betonu.
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= A (1)

gdzie:
A(x) - pole przekroju betonowego w funkcji dlugosci
elementu

Jednakze ze wzglgdu na znaczne rozpigtosci belek sprezonych
istotng rol¢ odgrywa minimalizacja ugigcia danego elementu.
W biezacych rozwazaniach skupiono si¢ na wyznaczeniu opty-
malnej trasy kabla sprezajacego, ktora przy zadanym przekroju
poprzecznym bedzie minimalizowata ugigcie elementu. Wyzna-
czajac optymalng trajektori¢ kabla wypadkowego, ktora réwno-
czesnie bedzie spetnia¢ zadane ograniczenia, dgzymy do minima-
lizacji kosztow poprzez optymalizacje spr¢zenia.

Obciazenie podzielono na pigé faz:

e ciezar wlasny i obcigzenia state
¢ 3 kombinacje obcigzen eksploatacyjnych
e sila sprezajaca

Rownania stanu:

Sformutowano uktad réwnan stanu ztozony z czterech réwnan
rézniczkowych pierwszego rzgdu o postaci (2+5). Ponizszymi
rébwnaniami mozna opisa¢ belke w pierwszych czterech fazach
obcigzenia.

w=p )
M
= 3
"
M=0 G
0=—q ®)

gdzie:
w - przemieszczenie liniowe w kierunku osi z
@ - kat ugiecia
M - moment zginajacy
Q - sita poprzeczna
q - obciazenie ciagle
E - modut Younga
I - moment bezwtadnosci wzgledem osi y

W celu zmniejszenia ilosci przedzialow charakterystycznych
wprowadzono funkcje¢ skokowa

0
L Joedvxe (a,b) 6)
lgdy xe <a,b)

Dla fazy spre¢zania (faza V) wprowadzono uktad zlozony
z dwoch réwnan o postaci (6+7)

w=¢ @)
M

= ®)

" Er

gdzie:
M, - moment zginajacy wywotany silg sprezajaca N,
wyrazajacy si¢ wzorem:

M, =Px+u,P,(x—L)+N e, )
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gdzie:
P; — reakcje podpor wywotane sila sprezajaca
W ustroju statycznie niewyznaczalnym
u, — indykatorowa funkcja (6) dla przedzialu
<Ly; L+ Ly>

W fazie V sformutowano dodatkowo dwa nadliczbowe warunki
punktowe, ktore wraz z warunkami rownowagi globalnej (9)
umozliwiaja  wyznaczenie reakcji podpor  wystepujacych
w rownaniu (8).

B+P,+P =0 PL+P(L+L,)=0 (10)

Powyzszy uktad réwnan (7+8) bardzo dobrze opisuje sprezenie
belek, w ktorych trasa spr¢zenia jest prostoliniowa i rownolegla do
osi cigzkosci elementu. W przypadku krzywoliniowego przebiegu,
jak ma to miejsce w belkach kablobetonowych, sformutowanie
staje si¢ przyblizeniem. Nalezatoby rozwazy¢ nie tylko sktadowa
pozioma sily sprezajacej, ale rowniez sktadowa pionowa. Jednak
ze wzgledu na bardzo mate krzywizny w przekrojach krytycznych
uproszczenie powyzsze nie powoduje istotnych btedow w uzyska-
nym rozwigzaniu.

Oprécz powyzszych wprowadzono réwnanie opisujace objetosé
belki.

V'=>bh (11)

Aby uktad réwnan (2+5, 7+8) miat jednoznaczne rozwigzanie
zmienne stanu musza spetnia¢ warunki brzegowe i wewnetrzne
warunki punktowe w granicach przedziatow charakterystycznych.
Ponizej w tabelach 1 i 2 pokazano warunki brzegowe i punktowe
dla rozwazanego zagadnienia.

Tab. 1. Warunki brzegowe i wewngtrzne warunki punktowe zmiennych stanu
w fazach [-1V
Tab. 1. Boundary and internal conditions of the state variables in phases [TV
Granice przedziatow charakterystycznych
0 Ly L Li+L,
v 0 0 0 0
[ - c c
M 0 c c 0
0 - - -

Oznaczenia: 0 - ustalona warto$¢ z lewej lub prawej strony punktu, ¢ - warunek cigglosci

Tab. 2.  Warunki brzegowe i wewngtrzne warunki punktowe zmiennych stanu
w fazie V
Tab. 2. Boundary and internal conditions of the state variables in phase V

Granice przedziatéw charakterystycznych
0 Ly L Li+L,
0 0 0 0
- C C

Ograniczenia:

Wprowadzono ograniczenia wynikajace ze standw granicznych

no$nosci oraz uzytkowania:

G, - ograniczenie maksymalnego ugigcia belki

G, - ograniczenie maksymalnego naprezenia $ciskajacego na
gornej krawedzi przekroju

G5 - ograniczenie maksymalnego naprezenia rozciagajacego na
gornej krawedzi przekroju

G, - ograniczenie maksymalnego naprezenia $ciskajacego na
dolnej krawedzi przekroju

Gs - ograniczenie maksymalnego naprezenia rozciggajacego na
dolnej krawedzi przekroju
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Ogolna postac ograniczen G jest nastepujaca:
G, =C™ —max(C,), s=1+5 (13)

gdzie:
C,*P _w G, graniczne przemieszczenie liniowe
- w G,+G;5 dopuszczalne naprezenie
Cs - w G przemieszczenie pionowe
- w G,+G5 zbidr wartosci naprezen (odpowiednio
do rodzaju ograniczenia)

Powyzszy zapis ograniczenia G dotyczy ogdélnego zagadnienia
optymalizacji belek. W ograniczeniu okre§lamy stala wartos¢,
ktora nie moze zosta¢ przekroczona. W rozwazanym zadaniu
optymalizacyjnym ograniczenie przybiera nastepujaca forme:

G, = P(u) - max(C,) (13)

gdzie:
P(u) - funkcja celu

Stosujac powyzsze ograniczenie dgzymy do minimalizacji ugie-
cia danego elementu. Nalezy jednak zauwazy¢, ze ograniczenie
(13) nie zapewnia nam spelnienia stanu granicznego ugigcia usta-
lonego w normach projektowych. Tak sformutowane zadanie dazy
do zminimalizowania ugigcia, nie zapewniajac jednak nieprzekro-
czenia ustalonej odgornie warto$ci. W celu zapewnienia spelnienia
stanu granicznego ugigcia nalezy wprowadzi¢ dodatkowe ograni-
czenie:

G, =a,,, —max(a) (14)

gdzie:
@q0p - dopuszczalne ugiecie
a - obliczone ugigcie

Ograniczenia G5 i Gs zabezpieczajg przed przekroczeniem wy-
trzymatosci betonu na rozcigganie. W praktyce projektowej ele-
menty sprezone najczesciej projektuje sie przyjmujac za stan
graniczny pojawienie si¢ zarysowania. Wystepuja jednak katego-
rie elementow, dla ktorych ze wzgledu na korzystne warunki
srodowiskowe dopuszcza si¢ przekroczenie wytrzymalosci betonu
na rozcigganie. Optymalizujac belki, dla ktorych dopuszcza sig
zarysowanie nalezy pamigta¢é o poprawnym przyjeciu moduty
Younga dla betonu zarysowanego.

Dodatkowo wprowadzono ograniczenia dopuszczalnego obsza-
ru zmiennych decyzyjnych.

4. Rozwigzanie numeryczne

Rozwigzanie sformutowanego problemu optymalnego ksztalto-
wania mozliwe jest tylko za pomoca algorytméw numerycznych.
Jednym z programoéw bazujacych na teorii optymalnego sterowa-
nia jest program Dircol-2.1 (A Direct Method for the Numerical
Solution of Optimal Problems). Program ten jest skutecznym
narzgdziem do rozwigzywania zadan sformutowanych w sposob
opisany powyzej.

Za pomocg programu Dircol-2.1 wyznaczono rozwigzanie teo-
retyczne zapewniajace minimum ugi¢cia elementu poprzez opty-
malizacjg¢ trasy kabla wypadkowego, przy rownoczesnym spetnie-
niu stanéw granicznych nosnosci i uzytkowania.

5. Wyniki obliczen

Obliczenia wykonano dla nast¢pujacych danych:

o klasa betonu: C45/55 (f.,= 45 MPa, E =36 GPa)

o cigzar whasciwy zelbetu: 25 kN/m®

e minimalna odleglo$¢ sily sprezajacej od dolnej krawedzi przekro-
jura,;=02m
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e maksymalna odleglo$¢ sity sprezajacej od gornej krawedzi prze-
kroju: - 0,2 m

dhugos¢: L; =30 m

dhugos¢: L, =30m

obcigzenie stale zewngtrzne: g = 30 kN/m

obcigzenie eksploatacyjne: g = 75 kN/m

sifa sprezajgca po uwzglednieniu wszystkich strat: N, = 4000 kN
wymiary przekroju: by = bp = 0,6 m, hy = hp =03 m, bw = 0,25 m,
h=15m

a)
[m] trasa kabla wypadkowego
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Rys.3.  a) Rozwiazanie optymalne, b) funkcja Hamiltona
Fig. 3.  a) Optimal solution, b) Hamilton function

Dodatkowo dla sprawdzenia poprawnosci rozwigzania prze-
prowadzono powtdrne obliczenia przyjmujac wysokos¢ przekroju
h=2,0m.

a)
[m] trasa kabla wypadkowego [m]
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b) funkcja Hamiltona
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Rys.4.  a) Rozwiazanie optymalne, b) funkcja Hamiltona
Fig. 4.  a) Optimal solution, b) Hamilton function

Przebieg trasy wypadkowego kabla sprezajacego dla réoznych
wysokos$ci przekroju jest analogiczny. Z powyzszego mozna
wnioskowa¢, ze uksztaltowanie trasy kabla zgodnie z rys. 3 i 4
pozwala zaprojektowaé element o minimalnym ugigciu.
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6. Wnioski

Rozwiazanie zamieszczone powyzej jest tylko przyktadem ma-
jacym na celu zobrazowanie skutecznosci zaprezentowanego
podejécia obliczeniowego. Opracowany w pracy problem opty-
malnego ksztaltowania mozna w dowolny sposob przeksztatci¢
przyjmujac za zmienne decyzyjne dowolne gabaryty przekroju
poprzecznego, a za funkcj¢ celu migdzy innymi: objeto$¢ betonu,
ugiecie, napr¢zenia Sciskajace, naprezenia rozciggajace.

Metoda optymalizacji oparta na zasadzie maksimum, dzigki za-
stosowaniu skutecznych algorytmoéw numerycznych moze by¢
doskonatym narzgdziem w rekach projektanta elementow sprezo-
nych.
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