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Streszczenie

Dopiero w 2010 roku, po calej dekadzie badan, opracowano pierwsza
metod¢ syntezy optymalnych uktadéw odwracalnych dla dowolnych
funkcji czterech zmiennych. Uktady te budowane byly ze standardowej
biblioteki bramek odwracalnych NCT, majacych wylgcznie tzw.
pozytywne sterowanie. W pracy opisujemy wyniki naszych rozszerzen tej
metody na przypadek minimalizowania kosztu kwantowego dla uktadéw
o zadanej liczbie bramek, a takze na uklady budowane z bramek NCT
0 mieszanym sterowaniu (tzn. zaréwno o pozytywnym, jak i negatywnym).

Stowa kluczowe: uktady odwracalne, synteza logiczna, uktady kwantowe.

Techniques for constructing optimal
reversible circuits

Abstract

Synthesis of reversible logic circuits is the most intensively studied topic
of reversible computation (i.e. bijective mapping). This emerging research
area has applications in many new areas of computer science, €.g. quantum
computing, nanotechnologies, optical computing, digital signal processing,
communications, bioinformatics, cryptography as well as in low power
computation. Recent advances consist in reducing numbers of gates,
garbage bits or quantum cost. Synthesis of optimal reversible circuits is
a very hard problem even for small input/output circuits. In 2010 a method
for construction of 4-input/output optimal circuits was developed for
circuits constructed using reversible gates from NCT library [5]. In the
paper we present a summary of the results of our extensions to this
method. We have developed an approach for minimization of quantum
cost of the 4-input/output circuits [7]. Our computational experiments have
been conducted for two sets of reversible gates: a standard NCT library
and extended mixed-polarity NCT library, which consists of gates with
both positive and negative control lines. Using our tools we have found
circuits for the known reversible benchmarks which have lower quantum
cost than any of the best known implementations so far. Based on the data
of our experiments we have made a statistical comparison of the optimal
circuits built from standard NCT and mixed-polarity NCT libraries.

Keywords: reversible circuits, logic synthesis, quantum circuits.

1. Wstep

Uklady odwracalne realizuja wzajemnie jednoznaczne
odwzorowania sygnatow wejsciowych na sygnaly wyjsciowe.
Badania nad takimi ukladami prowadzone sa intensywnie,
poniewaz wykazano, ze ich stosowanie umozliwia zmniejszanie
energii pobieranej przez uklady cyfrowe [1]. Prace prowadzone
wtym kierunku majg duze znaczenie przy opracowywaniu
przysztych technologii, w tym technologii kwantowych, a takze ze
wzgledu na potencjalng mozliwo$¢ zastosowania uktadow
odwracalnych w nanotechnologiach, uktadach optycznych,
kryptografii, cyfrowym przetwarzaniu sygnalow, bioinformatyce
i w innych dziatach informatyki.

Najwigcej uwagi poswieca si¢ problemom projektowania
uktadéow  odwracalnych. Z jednej strony, wynika to
z intensywnych prac nad konstrukcja prototypowych uktadow

odwracalnych w  réznych technologiach. Na przyklad,
w klasycznych technologiach pétprzewodnikowych CMOS [2]
zbudowano m.in. eksperymentalne procesory odwracalne oraz
rozmaite uklady arytmetyczne [1], za$§ wtoku sa prace nad
budowa odwracalnego mikroprocesora w technologii CMOS we
wspotpracy uniwersytetow w Gandawie i Kopenhadze. Z drugiej
strony, uktady kwantowe, ktore ze swej natury pracuja w sposob
odwracalny, umozliwilyby wyktadnicze przyspieszenie obliczen
dla wielu waznych zastosowan, np. faktoryzacji duzych liczb
naturalnych i obliczania logarytméow dyskretnych [3].

Z punktu widzenia projektowania uktadow kwantowych istotne
jest rozwiazanie problemu projektowania uktadéw odwracalnych,
ktore sa podklasg uktadow kwantowych [4]. Otdz, wiele typowych
podzespotéw potrzebnych do budowy komputeréw kwantowych,
np. uktady korygujace btedy i uktady arytmetyczne, jest uktadami
odwracalnymi, za§ w implementacji uktadéw realizujacych
niektore algorytmy kwantowe, duze ich czgsci sa ukladami
odwracalnymi, a wigc wazne jest, aby dziataty szybko.

Problem projektowania optymalnych uktadow odwracalnych
jest problemem bardzo trudnym. Mimo opublikowania w ostatnich
10 latach kilkudziesigciu algorytmoéw projektowania, wcigz nie
znaleziono metodologii pozwalajacej na znajdowanie uktadow
o praktycznym znaczeniu dla dowolnych funkcji odwracalnych.
Nawet dla bramek z pozytywnym sterowaniem problem
konstruowania optymalnych uktadow pod wzgledem liczby
bramek dopiero niedawno zostal rozwigzany dla ukladow
o czterech wejsciach i wyjsciach [5]. Dzigki opracowanym przez
nas narzedziom, po raz pierwszy w literaturze problem ten
rozwiazaliSmy dla przypadku minimalizacji kosztu kwantowego
oraz dla bramek z tzw. sterowaniem mieszanym. Prace te maja
bardzo wazne znaczenie dla znalezienia lepszych niz dotychczas
benchmarkow, ktore pozwolg na bardziej wiarygodne testowanie
algorytmoéw projektowania uktadow odwracalnych.

W  niniejszej pracy przedstawiamy wyniki konstrukcji
optymalnych odwracalnych ukladow o czterech wejsciach
i wyjsciach dla réznych funkcji kosztu, jak réwniez dla réznych
bibliotek bramek odwracalnych. Podstawowe pojgcia z dziedziny
syntezy uktadow odwracalnych czytelnik znajdzie w [1, 2], za$
dalsze informacje o uktadach kwantowych — w monografii [4].

2. Minimalizacja uktadéw o 4 wejsciach

Funkcja boolowska o n wejéciach i n wyjsciach (w skrocie n*n
funkcja) jest nazywana odwracalng, jesli jest przeksztalceniem
wzajemnie jednoznacznym. Dla n zmiennych istnieje 2"! funkcji
odwracalnych. Zatem, dla dwoch zmiennych istnieja 24 (4!) takie
funkcje, dla trzech zmiennych jest ich 40320 (8!), a dla czterech
zmiennych ponad 2-10" (16!).

Bramka o n wejsciach i n wyjsciach (w skrocie n*n bramka)
jest nazywana odwracalna, jesli realizuje n*n funkcj¢ odwracalna.
Te sama konwencj¢ bedziemy stosowali do uktadow. W uktadach
odwracalnych rozgatezienia sygnatéw sa zabronione, zatem n*n
uktad jest kaskada k*k bramek odwracalnych, gdzie k < n.
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Zbior bramek, ktore mogg by¢ uzyte do budowy ukladow jest
nazywany biblioteka bramek. W niniejszej pracy omawiamy
uktady zbudowane z bramek biblioteki NCT (definicje w tab. 1):
bramka NOT (inwerter) o jednym wejsciu/wyjsciu,
bramka CNOT o dwdch wejsciach/wyjsciach,
bramka Toffoliego o trzech wejsciach/wyjséciach,
bramka Toffoliego o czterech wej$ciach/wyjsciach.

Powyzsze bramki oznaczane sg w skrocie jako N, C, T3 i T4.

Tab. 1.  Definicje bramek odwracalnych N, C, T3 i T4
Tab. 1. Definition of reversible N, C, T3 and T4 gates

NOT CNOT Bramka T3 Bramka T4
_ _ yi=x
N=1®x yi=x Y|7X1 V=15
»=x1®x; =X _
3=x3 D xpx S
BB Ya= x4 © X103

Wejscia, z ktorych sygnaty przechodza bez zmiany na wyjscia
o tych samych numerach, nazywane sg wejsciami sterujacymi (dla
definicji z tab. 1 sg to: x; w bramce CNOT, x; i x, w bramce T3,
X1, X, 1 x3 w bramce T4). Te wyjscia, na ktérych sygnaly moga
zmieni¢ si¢ pod wplywem sygnalow na wejsciach sterujacych,
nazywane s3 wyjsciami sterowanymi (y, w bramce CNOT, y;
w bramce T3, y, w bramce T4). O bramkach z tabeli 1 mowi sig,
Ze maja wejscia sterujace pozytywne. W literaturze rozpatrywane
sa rowniez wejscia bramek ze sterowaniem negatywnym
(w ktorych we wzorach definiujacych funkcje wyjsciowe
wszystkie wej$cia wystepuja w postaci zanegowanej w stosunku
do wzoréw z tab. 1) oraz mieszanym (ang. gates with mixed-
polarity control), gdy tylko cze¢§¢ linii sterujacych jest
zanegowana.

Dla kazdej funkcji odwracalnej istnieje wiele implementujacych
ja uktadow odwracalnych. Do oceny jakosci uktadow stosowane
sa funkcje kosztu. Najprostsza jest liczba bramek w uktadzie, tzw.
koszt bramkowy (GC). Najczesciej stosowana jest tzw. koszt
kwantowy  (QC), odpowiadajacy ~ minimalne;j liczbie
elementarnych bramek kwantowych, uzytych do budowy danego
uktadu. Przyjmuje si¢ [8], ze koszt kwantowy bramek N, C, T3
i T4 wynosi odpowiednio 1, 1, 5 i 13, zaréwno dla sterowania
pozytywnego jak i mieszanego, za$§ dla sterowania negatywnego
jest o jeden wigkszy [11, 12]. Uktad nazywamy optymalnym dla
danej funkcji odwracalnej, jesli ma najmniejszy koszt sposrod
wszystkich implementacji tej funkcji. Zbior uktadow optymalnych
zalezy od funkcji kosztu 1 biblioteki bramek.

3. Nowe narzedzia do optymalizacji uktadéw

W pracy [5] po raz pierwszy zaproponowana zostala metoda
konstruowania uktadéw optymalnych dla dowolnych funkcji
czterech zmiennych. Metoda ta jest pewng forma algorytmu typu
brute-force, jednak nawet rozwigzanie tego problemu dla funkcji
czterech zmiennych wymagalo zastosowania zaawansowanych
pomystow algorytmicznych, aby wykona¢ przeszukiwanie na
wspotczesnych komputerach.

Jednym =z najwazniejszych pomystdéw zaproponowanego
rozwigzania jest optymalizacja danych przechowywanych
w pamieci komputera. Autorzy zauwazyli, ze uktady odwracalne
mozna pogrupowa¢ w klasy réwnowazno$ci wzgledem
jednoczesnej zmiany (permutacji) nazw zmiennych wejsciowych i
wyjsciowych oraz zmiang kolejnosci bramek na odwrotng. Dzigki
tej obserwacji w pamigci przechowywana jest informacja tylko
o jednym, wybranym reprezentancie klasy, co redukuje problem
prawie 48 razy (4! = 24 mozliwych permutacji nazw zmiennych
oraz mozliwo$¢ odwrdcenia porzadku bramek).

Kluczowa role w dziataniu opisanego w [5] algorytmu odgrywa
to, ze uktady optymalne moga by¢ skonstruowane z dwoch czgscei,
z ktorych kazda rowniez jest optymalna. Dzigki temu, konstruujac
bazg optymalnych uktadéw dla funkcji wymagajacych k bramek,
mozna znajdowaé uktady dla funkcji wymagajacych 2k bramek —
poprzez ztozenie odpowiednich par uktadoéw z juz istniejacej bazy.
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Wazng role odgrywa réwniez zwarty sposob przechowywania
informacji o analizowanych ukladach w pamigci komputera.
Autorzy zaproponowali, aby funkcja odwracalna czterech
zmiennych byla zapisana jako liczba 64-bitowa, przy czym
wartosci kolejnych wierszy tabeli prawdy zapisane sg w kolejnych
czworkach bitow. Dla takiego zapisu mozliwe jest bardzo szybkie
wykonanie operacji zlozenia funkcji oraz znalezienie funkcji
odwrotnej. Analizowane funkcje zapisywane sa w tablicach
mieszajacych, osobnych dla réznych dlugosci ukladow
odwracalnych. Autorzy prac [5, 6] pokazali, ze ich algorytm jest
w stanie znalez¢ uklady optymalne pod wzglgdem liczby bramek
dla znanych odwracalnych benchmarkéw czterech zmiennych.
Obliczenia wymagaly zbudowania bazy optymalnych uktadéw do
8 bramek wlacznie. Taka baza zajmuje w pamigci ponad 2GiB.

W naszych pracach nad synteza ukladéw odwracalnych
wykorzystaliSmy zaproponowang metod¢ do optymalizacji kosztu
kwantowego. Poniewaz ze wzgledu na ograniczony rozmiar
pamigci  wspolczesnych  komputerow nie  jest mozliwe
skonstruowanie analogicznej bazy dla uktadow optymalnych pod
wzgledem kosztu kwantowego, postanowili$my wykorzysta¢ bazy
skonstruowane wczesniej dla kosztu bramkowego. W pracy [7]
pokazalismy, jak wykonujac algorytm pelnego przeszukiwania
takich baz skonstruowaé wszystkie istniejace uktady optymalne
o zadanej liczbie bramek. Nastgpnie wsrod tak znalezionych
uktadow wybierany byl uklad o najmniejszym koszcie
kwantowym. Liczba bramek poszukiwanego uktadu byla
sukcesywnie zwigkszana, gdyz uktady optymalne pod wzglgdem
kosztu kwantowego maja wigcej bramek niz uktady dla tych
samych funkcji, ale optymalne pod wzgledem liczby bramek.
Mimo prostoty, algorytm ten pozwolit na zredukowanie kosztu
kwantowego dla znanych benchmarkéw $rednio o 44,7% [7, 8].

W kolejnych pracach nad rozszerzeniem algorytmu syntezy
optymalnych uktadéw odwracalnych dla funkcji czterech
zmiennych  rozszerzyliSmy  dostepng  biblioteke¢  bramek
odwracalnych. W pracy [7] uzywana byta standardowa biblioteka
bramek NCT, sterowanych pozytywnie. Po drobnych zmianach
w algorytmie mozliwe bylo skonstruowanie bazy optymalnych
uktadow dla biblioteki bramek NCT, ale sterowanych sygnatami
mieszanymi.  Zwigkszenie  liczby  dostgpnych  bramek
odwracalnych spowodowalo réwniez wzrost rozmiaru bazy
optymalnych uktadéow: np. tablica mieszajaca zawierajaca funkcje
posiadajace uktad optymalny z siedmiu bramek NCT sterowanych
pozytywnie zajmuje 128MiB, za$ analogiczna tablica mieszajaca
dla bramek ze sterowaniem mieszanym — 32 GiB.

4. Nasze wyniki

W tab. 2 zestawione sa wyniki przeprowadzonych przez nas
eksperymentow obliczeniowych. W kolumnie I podane sg nazwy
benchmarkow [9, 10]. Kolumna II zawiera zebrane z literatury
warto$ci kosztu bramkowego (GC) i kwantowego (QC) dla
znanych uktadow o najmniejszej liczbie bramek. Kolumny IIT i IV
zawierajg warto$ci GC oraz QC dla wygenerowanych przez nas
uktadow przy zatozeniu optymalizacji kosztu kwantowego (III)
oraz kosztu bramkowego (IV). Wszystkie uktady opisane
w kolumnach II-IV konstruowane sg tylko z bramek NCT ze
sterowaniem pozytywnym. W kolumnie V podane sg wartosci GC
i QC dla wygenerowanych uktadéw zbudowanych z bramek NCT
z mieszanym sterowaniem (w skrocie m-NCT).

Poréwnujac kolumny II z II1 i IV, wida¢, Zze za pomoca naszych
narzgdzi skonstruowane zostaly uklady o lepszych parametrach
kosztu niz znane z literatury. Z poréwnania kolumn IIT i IV widaé
wyraznie, ze uktady o mniejszym koszcie kwantowym zbudowane
sa z wigkszej liczby bramek niz uklady o minimalnym koszcie
bramkowym. Réwnoczesénie, porownujac kolumny IV i V, mozna
zauwazyC, ze rozszerzenie dostgpnej biblioteki bramek
odwracalnych o bramki z mieszanym sterowaniem powoduje
zauwazalny spadek kosztu bramkowego uktadow optymalnych
($rednio z 11,08 do 8,23).
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Tab.2. Wartosci kosztu uktadow odwracalnych dla znanych benchmarkow
Tab. 2. Cost values of reversible circuits for known benchmarks
I 1T 11T v \Y%
literatura (NCT) [9,10] opt. QC (NCT) opt. GC (NCT) opt. GC (m-NCT)
benchmark
GC QC GC QC GC QC GC QC
4bl5¢g 1 15 47 15 39 15 39 11 48
4bl5g 2 15 61 15 31 15 31 11 37
4bl5g 3 15 53 15 33 15 33 11 37
4bl5g 4 15 47 15 35 15 35 11 46
4bl5g 5 15 43 15 31 15 31 10 37
nth_prime4_inc 15 51 14 26 11 53 8 56
4 49 12 32 14 28 12 30 9 30
decode42 10 30 10 28 10 28 6 39
hwb4 11 21 13 19 11 21 10 22
imark 7 19 9 17 7 19 6 19
mperk 9 15 9 13 9 13 8 17
oc5 11 39 12 34 11 39 9 38
och 12 42 13 37 12 38 9 38
oc7 13 41 14 34 13 35 10 41
oc8 12 48 13 35 12 40 9 43
primes4 10 42 12 22 10 42 8 33
mini_alu 6 62 8 16 6 30 6 30
aj ell 10 30 10 28 10 28 6 39
modl10_171 10 56 12 32 9 53 5 46
mod10_176 7 41 9 21 7 35 5 33
4 49+hwb4 12 30 14 26 12 28 9 34
msaee 16 72 14 34 12 40 9 43
gyang 19 103 14 36 10 52 5 50
dmasl 16 128 10 24 9 25 7 31
App2.2 18 102 13 35 11 39 9 38
App2.11 14 82 12 26 9 45 7 32
Srednia: 12,50 51,42 12,46 28,46 11,08 34,69 8,23 36,81

ZbadaliSmy tez zmiany parametréw kosztu bramkowego dla
waznej klasy liniowych ukladow odwracalnych w zalezno$ci od
uzytej biblioteki bramek (NCT oraz m-NCT, tab. 3).

Tab.3. Liczba optymalnych uktadow o danej liczbie bramek dla wszystkich
odwracalnych funkcji liniowych.
Tab. 3. Number of optimal circuits for the given number of gates for all linear

affine 4-bit functions.

Liczba bramek NCT [6] m-NCT

0 1 1
1 16 28
2 162 438
3 1206 4340
4 6589 25761
5 26182 82680
6 72062 129016
7 118424 71096
8 84225 9104
9 13555 96
10 138

Srednia dtugos¢ uktadu: 6,88 5,82

5. Podsumowanie
PrzedstawiliSmy rozszerzenia wczesniej zaprezentowanego

podejscia do rozwigzania problemu minimalizacji uktadow o czterech
wejsciach. Pierwsze rozszerzenie dotyczy minimalizacji kosztu
kwantowego. Nastepnie obydwa powyzej wspomniane problemy
zostaly zastosowane do ukladéw budowanych z bramek ze
sterowaniami mieszanymi (tzn. zpozytywnymi i negatywnymi
zmiennymi  sterujagcymi). Tego rodzaju rozszerzenia zostaly
zaproponowane po raz pierwszy w literaturze. Wykorzystujac
stworzone narzgdzia programowe  przeprowadziliSmy szereg
eksperymentéw obliczeniowych, ktorych efektem sa ulepszone
uktady dla znanych benchmarkéw. Obliczenia te potwierdzily, jak
ztozonym problemem jest optymalizacja uktadéw odwracalnych.

Praca byta wykonana w ramach realizacji grantu MNiSzW nr 4180/B/T02/2010/38.
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