
PAK vol. 58, nr 6/2012    527 
 
Robert DYLEWSKI 1, Andrzej JARDZIOCH 2 
1 UNIWERSYTET ZIELONOGÓRSKI, WYDZIAŁ MATEMATYKI, INFORMATYKI I EKONOMETRII, ul. Licealna 9, 65-417 Zielona Góra 
2 ZACHODNIOPOMORSKI UNIWERSYTET TECHNOLOGICZNY, WYDZIAŁ INŻYNIERII MECHANICZNEJ I MECHATRONIKI, Al. Piastów 19, 70-310 Szczecin 

 
Optymalizacja kolejności zleceń produkcyjnych ze względu  
na minimalną sumę opóźnień 
 
Dr  Robert DYLEWSKI 
 
Doktorat uzyskany w roku 2003, z zakresu  metod 
numerycznych i optymalizacji. Od roku 2003 adiunkt 
na Wydziale Matematyki, Informatyki i Ekonometrii 
Uniwersytetu Zielonogórskiego. Prowadzone zajęcia: 
programowanie matematyczne, badania operacyjne, 
podstawy optymalizacji, algorytmy i struktury danych, 
metody numeryczne. Tematyka badań naukowych: 
optymalizacja wypukła nieróżniczkowalna, metody 
rzutowe i zastosowania, własności i zastosowania sieci 
Petriego. 
 
e-mail: r.dylewski@wmie.uz.zgora.pl  
 

Streszczenie 
 

W artykule rozważany jest problem ustalania kolejności wprowadzania 
zleceń do produkcji w dynamicznym środowisku produkcyjnym. Przyjęto 
założenie, że możliwe jest dodawanie kolejnych zleceń produkcyjnych 
w trakcie pracy systemu wytwórczego. Zaproponowano nową metodę 
wyznaczania takiej kolejności zleceń, która jest optymalna ze względu na 
minimalną sumę opóźnień. Metoda ta daje lepsze rozwiązania niż metoda 
minimalnego terminu realizacji, czasu obróbki, czy zapasu czasu.  
 
Słowa kluczowe: dynamiczne środowisko produkcyjne, minimalizacja 
sumy opóźnień, sterowanie systemami produkcyjnymi. 
 

Optimization of the sequence of production 
orders on account of minimum delay 

 
Abstract 

 
According to the prevailing marketing trend that seeks to fulfil the  
customer’s needs in their entirety, timely execution of production orders 
became the main criterion for evaluation of the quality of the company’s 
performance. One way of achieving this aim is a proper planning of  
technological processes and a proper arrangement of production orders to 
be executed. This paper investigates the issue of sequencing the production 
orders in a dynamic manufacturing environment. It is assumed that it is 
possible to add further production orders while the manufacturing system 
is in operation. A new method for determining the sequence of production 
orders is proposed; the method is optimal with regard to minimizing the 
sum of tardiness. The algorithm designed allows deciding whether the base 
sequence, determined by the minimum deadline calculation, is optimal 
with regard to minimizing the sum of tardiness. Otherwise, a new  
sequence of production orders that is optimal in terms of minimizing the 
sum of tardiness is determined. The method yields better results than the 
method of minimum deadline, machining time, or time reserve. 
 
Keywords: dynamic manufacturing environment, minimum delay,  
manufacturing system control. 
 
1. Wprowadzenie 
 

Zorientowanie działalności przedsiębiorstw na bezwzględne za-
spokajanie potrzeb konsumenta oraz powstanie wieloetapowych 
łańcuchów dostaw wymusiło zmianę priorytetów planowania 
produkcji oraz konieczność szybkiej reakcji na dynamicznie 
zmieniające się zewnętrzne warunki działania. Doskonałym przy-
kładem systemów produkcyjnych działających w takich warun-
kach są nowoczesne elastyczne systemy wytwarzania, w których 
w pełni zautomatyzowany podsystem technologiczny jest w pełni 
zintegrowany z podsystemem transportowym oraz komputerowym 
podsystemem sterowania. Pełna integracja tych podsystemów 
pozwala na efektywną realizację jednostkowej i małoseryjnej 
produkcji ściśle zorientowanej na potrzeby klientów [1, 2]. 
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Jednym z podstawowych zadań podsystemu sterowania pracą 

elastycznego systemu wytwarzania decydującym o jego prawi-
dłowej pracy jest ustalenie kolejności realizacji zleceń produkcyj-
nych. Zgodnie z paradygmatem działania elastycznych systemów 
wytarzania zadanie to powinno być wykonywane w sposób auto-
matyczny z wykorzystaniem efektywnych algorytmów kolejkują-
cych. Pierwszoplanowym zadaniem jest spełnienie oczekiwań 
odbiorców poprzez zagwarantowanie dotrzymania terminowości 
realizacji zleceń produkcyjnych przy jednoczesnym zachowaniu 
możliwie niskich kosztów produkcji [3, 4, 5]. Problematyka sze-
regowania zadań produkcyjnych jest obszarem niezwykle złożo-
nym i badanym przez wielu naukowców. Proponowane rozwiąza-
nia obejmują reguły priorytetu, takie algorytmy metaheurystyczne 
jak procedura Tabu Search, symulowane wyżarzanie, algorytmy 
ewolucyjne oraz inne metody sztucznej inteligencji [6, 7].  

W artykule rozważany jest problem ustalania kolejności reali-
zacji zleceń produkcyjnych w sterowanym numerycznie elastycz-
nym systemie produkcyjnym realizującym operacje wycinania 
elementów o dowolnych kształtach z arkuszy blach. Głównym 
kryterium ustalenia kolejności jest minimalna suma opóźnień 
realizowanych zleceń. Zakłada się, że możliwe jest dokładanie 
kolejnych zleceń w trakcie pracy systemu wytwórczego. 

 
2. Przedstawienie problemu 
 

Zgodnie z aktualnie dominującym paradygmatem zorientowa-
nym na bezwzględne zaspokojenie potrzeb klienta, pierwszopla-
nowym kryterium opisującym jakość działania przedsiębiorstwa 
stała się terminowa realizacja zleceń produkcyjnych. Jednym ze 
sposobów pozwalających na zaspokojenie tego żądania jest pra-
widłowe zaplanowanie procesów technologicznych oraz odpo-
wiednie ustalenia kolejności realizowanych zleceń produkcyjnych. 
Jest to szczególnie istotne w przypadku elastycznych systemów 
produkcyjnych działających w trybie automatycznym w warun-
kach produkcji jednostkowej i małoseryjnej [1, 6]. Na rys. 1. 
przedstawiono schemat przykładowego elastycznego systemu 
produkcyjnego realizującego procesy technologiczne polegające 
na automatycznym wycinaniu elementów z arkuszy blach. Naj-
ważniejszym elementem analizowanego systemu jest przecinarka 
strumieniowa współpracująca z robotem przemysłowym oraz  
z zautomatyzowanym regałowym magazynem blach. Zlecenia 
produkcyjne przekazywane są przez klienta drogą internetową do 
nadrzędnego podsystemu planowania i tam w sposób automatycz-
ny szeregowane i sukcesywnie przekazywane do realizacji. 

Ze względu na przyjęte założenie, że system pracuje w warun-
kach produkcji jednostkowej i małoseryjnej występuje duża róż-
norodność zleceń. Zlecenie produkcyjne opisane jest poprzez 
zdefiniowanie kształtu wycinanego elementu, grubości blachy  
z której ten element ma zostać wycięty, liczby sztuk oraz terminu 
realizacji.  
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Rys. 1.  Schemat elastycznego systemu produkcyjnego 
Fig. 1.  Scheme of a flexible manufacturing system 

 
Przekazanie zlecenia do realizacji powoduje pobranie z maga-

zynu regałowego odpowiedniej blachy, przetransportowanie jej do 
wycinarki strumieniowej, wycięcie zadanego kształtu a następnie 
odłożenie częściowo zużytej blachy do magazynu.  

Na podstawie przeprowadzonych wstępnych badań symulacyj-
nych można stwierdzić, że kolejność w jakiej zlecenia przekazy-
wane są do systemu produkcyjnego w bardzo dużym stopniu 
wpływa na całkowity czas realizacji procesu produkcyjnego oraz  
termin ukończenia poszczególnych zleceń. Pomijając szczegóły 
procesu technologicznego a skupiając się tylko na problemie 
ustalenia kolejności wprowadzania zleceń produkcyjnych można 
zdefiniować następujące problemy badawcze.  
1. Problem łączenia zleceń możliwych do wycięcia z jednej bla-

chy. W przypadku gdy w systemie znajdują się zlecenia, które 
wymagają blachy o tej samej grubości należy podjąć decyzję 
czy korzystne jest połączenie tych zleceń w jeden pakiet i wy-
cięcie ich przy jednym zamocowaniu blachy. W ten sposób 
uzyskuje się oszczędności związane z przemieszczaniem blach 
do i z magazynu regałowego, ale jednocześnie traci się możli-
wość wycinania blach w kolejności gwarantującej minimum 
opóźnień. 

2. Problem powstających odpadów i ponownego wykorzystania 
blach częściowo już wyciętych. Można zaplanować taką kolej-
ność wycinania, która spowoduje, że każde zlecenie będzie wy-
cinane z nowej blachy. Takie podeście może być bardzo efek-
tywne ze względu na terminy realizacji zleceń ale jednocześnie 
powoduje powstanie wielu blach częściowo wyciętych. Blachy 
te mogą być powtórnie wykorzystane. Jeżeli w magazynie wy-
stępują blachy częściowo wycięte, celowe jest rozważenie moż-
liwości ich wykorzystania, zwłaszcza w przypadku, gdy wystę-
pują rezerwy w terminach realizacji zleceń produkcyjnych.  

3. Problem definiowania terminu realizacji zleceń produkcyjnych. 
Bardzo często spotykane w literaturze jednoznaczne określenie 
terminu realizacji zlecenia jest podejściem uproszczonym nie 
oddającym prawidłowo zależności występujących w rzeczywi-
stych systemach produkcyjnych. Najczęściej termin realizacji 
zlecenia rozumiany jest jako liczba rozmyta, w której zdefinio-
wany jest pewien przedział dopuszczalnego opóźnienia nie ma-
jący większego wpływu na poziom satysfakcji klienta. Wyko-
rzystanie tych informacji może pozwolić na zakwalifikowanie 
niektórych uszeregowań zleceń produkcyjnych do grupy roz-
wiązań dopuszczalnych i poddania ich analizie ze względu na 
inne kryteria. 

 
3. Wyznaczanie kolejności zleceń 
 

Dla danej listy zleceń (z1, z2, …, zn) dostępne są między innymi 
następujące informacje: to(i) – czas obróbki zlecenia zi, tt(i) – termin 
dla zlecenia zi. 

Dla każdego zlecenia, na podstawie tych informacji, można spraw-
dzić jaki jest zapas czasu na realizację zlecenia za(i) = tt(i) – to(i). 

Możliwe są dwie sytuacje: zlecenie jest odbierane od razu po 
wycięciu (rozwiązanie trudniejsze technicznie), zlecenie jest 
odbierane dopiero po zakończeniu cięcia arkusza blachy (rozwią-

zanie łatwiejsze technicznie). W dalszej części artykułu zakłada 
się pierwszą sytuację. Dodatkowo przyjmuje się, że czas na wy-
mianę zużytych blach jest pomijalnie mały.  

Najczęściej stosowane metody ustalania kolejności zleceń wy-
korzystują jeden z trzech parametrów zlecenia: to, tt albo za: 

Metoda MO: metoda ta polega na ustaleniu kolejności wg ro-
snącego czasu obróbki to (od zlecenia o najkrótszym czasie obrób-
ki do zlecenia o najdłuższym czasie obróbki); 

Metoda MT: w metodzie tej  sortuje się zlecenia wg rosnącego 
terminu realizacji tt (od zlecenia o najbliższym terminie realizacji 
do zlecenia o najpóźniejszym terminie realizacji); 

Metoda MZa: w metodzie tej porządkuje się zlecenia od zlece-
nia z najmniejszym zapasem czasu do zlecenia z największym 
zapasem czasu. 

Niestety, żadna z tych trzech metod nie daje rozwiązania opty-
malnego ze względu na minimalną sumę opóźnień (patrz przykład 
2.). Jedynie metoda MT gwarantuje, że dla wyznaczonej kolejno-
ści zleceń tą metodą, maksymalne z uzyskanych opóźnień dla 
pojedynczego zlecenia będzie najmniejsze ze wszystkich możli-
wych kolejności. 
 
4. Optymalna kolejność ze względu na  

minimalną sumę opóźnień 
 

Zakłada się, że maksymalna liczba zleceń  oczekujących do re-
alizacji może wynieść około 10. Wszystkich możliwych kolejno-
ści jest wtedy 10! = 3 628 800. Przegląd zupełny możliwych 
kolejności nie ma więc większego sensu. 

W punkcie tym zaproponowano metodę, która gwarantuje wy-
znaczenie optymalnej kolejności zleceń ze względu na minimalną 
sumę opóźnień. 

Niech So oznacza sumę czasów obróbki danej listy n zleceń: 
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Metoda MOpt: 
Wyznaczanie rozwiązania ma postać drzewa. 
Na początku, w pierwszym bloku (korzeń drzewa), dla każdego 

zlecenia określa się liczbę 
    itSip to  ,  (2) 

 
która oznacza jakie byłoby opóźnienie, gdyby zlecenie zi było 
umieszczone na końcu. Jeżeli p(i) ≤ 0 dla każdego i = 1, …, n, to 
oznacza, że każda kolejność ze wszystkich możliwych daje sumę 
opóźnień równą 0 (i kończymy). W przypadku, gdy nie wszystkie 
p(i) są mniejsze lub równe 0, wybiera się najpierw zlecenie, dla 
którego p(i) jest minimalne i umieszcza na końcu w kolejce. Dla 
tego zlecenia wyznacza się czas potrzebny na obróbkę pozostałych 
zleceń  
  itSS ooo '   (3) 

 
i opóźnienie jakie powstaje w wyniku umieszczenia tego zlecenia 
na końcu  
   ipop ,0max .  (4) 

 
Następnie (blok 2), wykonuje się to samo co zostało zrobione 

w korzeniu drzewa, ale z pominięciem zlecenia, które zostało 
wstawione na koniec kolejki. Wybrane teraz zlecenie wstawia się 
do kolejki jako drugie od końca, aktualizuje czas '

oS  i sumę opóź-

nień op.  
Dalej, powtarza się to co wykonano w bloku 2, aż otrzyma się 

blok n (liść w drzewie), z którego zlecenie jest ustawiane na po-
czątek kolejki. Otrzymano gałąź „bazową” w drzewie, dla której 
kolejność zleceń jest zgodna z kolejnością otrzymaną metodą MT. 
Jeśli suma opóźnień opw = 0 dla tej gałęzi, to otrzymana kolejność 
jest optymalna ze względu na sumę opóźnień. 
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Jeśli w gałęzi bazowej opw > 0, to od bloku 1. sprawdza się, czy 
wybranie następnego zlecenia (ze względu na minimalną wartość 
p(i)), spowoduje przekroczenie sumy opóźnień z rozwiązania 
bazowego. Jeśli tak, to nie rozwija się dalej tej gałęzi. Jeśli nie, to 
wstawia się w kolejnym bloku wybrane zlecenie na odpowiednie 
miejsce w kolejce, itd. 

Jeśli otrzyma się kolejny liść w drzewie (z ustaloną kolejnością 
wszystkich zleceń), to suma opóźnień dla tej kolejności jest nie 
większa niż dla rozwiązania bazowego. Aktualizuje się więc opw 
i kontynuuje sprawdzanie kolejnych gałęzi, dopóki jeszcze jakieś 
można rozwijać. Na koniec, rozwiązania optymalne są dla liści 
z minimalną wartością opw. 

 
Uwagi: 
 
-  jeśli w bloku 1. mamy p(i) > 0 dla każdego i = 1, …, n, to ozna-

cza, że nie ma kolejności, przy której nie byłoby opóźnień; 
-  jeśli w bloku 1. mamy p(j) ≤ 0 dla zlecenia zj, to na pewno w co 

najmniej jednym rozwiązaniu optymalnym (nie koniecznie je-
dynym) zlecenie to będzie na końcu w kolejce; 

-  jeśli w danym bloku, dla kilku zleceń jest wartość minimalna 
p(i), to rozwija się równolegle gałęzie dla każdego z tych zle-
ceń. 

 
5. Przykłady 
 

W punkcie tym przeanalizowano dwa przykłady, porównując 
metody przedstawione w punkcie 2. i 3. 

 
Przykład 1.  
 

Dane do przykładu 1. przedstawiono w tab. 1. W przykładzie 
tym są trzy zlecenia, przy czym tylko tt(1) ≥ So = 130 min.  

 
Tab. 1.  Dane do przykładu 1 
Tab. 1.  Data for example 1 
 

Zlecenie Czas obróbki to [min] Termin tt [min] Zapas z [min] 

z1 10 150 140 

z2 20 30 10 

z3 100 110 10 

 
Kolejność otrzymana metodą MT to z2, z3, z1. Suma opóźnień 

dla tej kolejności wynosi: 0 + 10 + 0 = 10 min. Kolejność ta  
jest bazową w metodzie MOpt (z opw = 10 min). W bloku 1. 
otrzymuje się: p(1) = 130 – 150 =  –20,  p(2) = 130 – 30 = 100  
i  p(3) = 130 – 110 = 20. Wybranie na koniec kolejki (zamiast 
zlecenia z1) zlecenia z2 dałoby sumę opóźnień co najmniej 100 
min, a zlecenia z3 co najmniej 20 min. Zatem, takie samo rozwią-
zanie (jedyne optymalne) otrzymuje się metodą MOpt. 

 
Przykład 2.  
 

Dane do przykładu 2. przedstawiono w tab. 2. W przykładzie 
tym są cztery zlecenia, przy czym termin dla każdego zlecenia jest 
większy od So = 180 min. Przykład ten jest rozszerzeniem o zlece-
nie z4 listy z przykładu 1.  

Kolejność otrzymana metodą MT to z2, z4, z3, z1. Suma opóź-
nień dla tej kolejności wynosi opw = 0 + 10 + 60 + 30 = 100 min. 
Rozwiązanie (jedyne optymalne) otrzymane metodą MOpt to z2, 
z4, z1, z3. Suma opóźnień przy tej kolejności wynosi opw = 0 + 10 + 
0 + 70 = 80 min. W drzewie rozwiązań otrzymano 7 bloków  
w dwóch gałęziach: gałęzi bazowej i gałęzi z jedynym rozwiąza-
niem optymalnym. W kolejności otrzymanej metodą MT maksy-
malne opóźnienie dla pojedynczego zlecenia wynosi 60 min,  
a w kolejności otrzymanej metodą MOpt wynosi 70 min. Metoda 
MOpt daje lepsze rozwiązanie niż metoda MT, mimo wstawienia 

na koniec zlecenia z3 (dającego opóźnienie 70 min) zamiast zlece-
nia z1 (dającego opóźnienie 30 min).  

 
Tab. 2.  Dane do przykładu 2 
Tab. 2.  Data for example 2 
 

Zlecenie Czas obróbki to [min] Termin tt [min] Zapas z [min] 

z1 10 150 140 

z2 20 30 10 

z3 100 110 10 

z4 50 60 10 

 
Optymalna kolejność otrzymana metodą MOpt jest różna od 

kolejności otrzymanych metodami MT, MO (kolejność z1, z2, z4, z3 
z sumą opóźnień równą 90 min) czy MZa. Zwróćmy uwagę, że 
rozszerzając listę zleceń z przykładu 1. o kolejne zlecenie z4 
(przykład 2), nie wystarczy dołożyć nowe zlecenie w pewne miej-
sce w aktualnie optymalnej kolejności, żeby otrzymać optymalne 
rozwiązanie z tym dodatkowym zleceniem. Postępując w ten 
sposób otrzymuje się: z4, z2, z3, z1 i sumę opóźnień równą 130 min; 
z2, z4, z3, z1 i sumę opóźnień równą 100 min; z2, z3, z4, z1 i sumę 
opóźnień równą 150 min; z2, z3, z1, z4 i sumę opóźnień równą 130 
min. Są to rozwiązania dużo gorsze od otrzymanego metodą 
MOpt. 
 
6. Podsumowanie 
 

Przeprowadzone w pracy badania wykazały iż wybór kolejności 
realizowanych zleceń w bardzo istotny sposób wpływa na efek-
tywność pracy elastycznego systemu produkcyjnego. Proste meto-
dy ustalania kolejności zleceń, zależne tylko od czasu obróbki 
albo terminu realizacji zlecenia nie dają rozwiązania optymalnego 
ze względu na sumę opóźnień. 

Zaproponowana w pracy metoda ustalania kolejności zleceń 
pozwala stwierdzić, czy bazowa kolejność, wyznaczana metodą 
minimalnego terminu jest optymalna ze względu na minimalną 
sumę opóźnień. W przypadku gdy tak nie jest, umożliwia wyzna-
czenie rozwiązania optymalnego (rozwiązań optymalnych, jeśli 
jest ich kilka). Metodę tę można łatwo zmodyfikować, tak żeby 
wyznaczała nie tylko rozwiązania optymalne, ale też gorsze od 
optymalnego o dopuszczalną wartość. Ma to duże znaczenie  
w przypadku, gdy jest potrzeba uwzględnienia dodatkowego 
kryterium dotyczącego ilości odpadów produkcyjnych.  
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