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Streszczenie 
 

W pracy rozważa się problem dopuszczalności liniowej (PDL), do którego 
sprowadza się wiele praktycznych problemów. Do rozwiązywania nie-
sprzecznego PDL zaproponowano metodę rzutową, w której do konstruk-
cji wektora rzutowego wykorzystuje się tzw. model selekcji residualnej. 
Zaproponowano też rozszerzenie tej metody dla przypadku, kiedy nie 
zakłada się niesprzeczności badanego problemu. Przeprowadzono testy 
numeryczne, w których porównano prezentowaną metodę z innymi zna-
nymi metodami. 
 
Słowa kluczowe: selekcja residualna, metoda rzutowa, problem dopusz-
czalności liniowej. 
 

Residual selection in projection methods  
for linear feasibility problems 

 
Abstract 

 
In this paper there is considered the linear feasibility problem. The projection 
methods for this problem are studied. The so called residual selection 
model with a Cholesky factorization for construction of projection vector 
in each iteration is presented. There is proposed modification of this 
method for the assumption of inconsistency of the system of linear  
inequalities. If the considered system is inconsistent, we can find the  
so called ε-optimal solution. The computation results of numerical  
experiments are presented for projection methods with relaxation parameter 
equal to 1.0 and 1.5. The presented methods were programmed in Fortran 
90. It can be observed that for each tested problem, the results for  
the projection method with residual selection are better than for others 
methods: the projection method with largest residuum and the projection 
method with regular obtuse cone selection. The influence of the relaxation 
parameter on the convergence is essential. All methods behave better for  
a bigger relaxation parameter. 
 
Keywords: residual selection,  projection method,  linear feasibility  
problem. 
 
1. Wprowadzenie 
 

W artykule rozważa się problem dopuszczalności liniowej, któ-
ry można zapisać w następującej postaci: 

 
Problem (PDL): 
 

Dany jest układ nierówności liniowych 
  

 bxA  , (1) 
 

gdzie: A jest macierzą typu mn , nRx  i mRb . 

Znaleźć rozwiązanie  bxAxMx  :0
*  lub stwierdzić, 

że 0M . 

 

W powyższym problemie nie zakłada się niesprzeczności. 
Rozważane są metody, które gwarantują zbieżność w przypadku, 
gdy zbiór rozwiązań 0M ; jeśli natomiast 0M , to potra-

fią ten fakt wykryć.  
Wiele innych praktycznych problemów można sprowadzić 

do PDL. Na przykład zadanie programowania liniowego (mi-
nimalizacja lub maksymalizacja funkcji liniowej przy ograni-
czeniach zadanych funkcjami liniowymi), czy ogólniejsze 
zadanie minimalizacji wypukłej z ograniczeniami liniowymi, 
gdzie funkcja celu jest kawałkami liniowa (ma postać maksi-
mum funkcji liniowych) [1]. W wielu praktycznych zagadnie-
niach otrzymuje się do rozwiązania problemy postaci PDL, np. 
zagadnienie tomografii komputerowej (wyznaczanie przekroju 
obiektu), zagadnienie planowania radioterapii z użyciem wią-
zek o modulowanej intensywności, własności strukturalne 
(ograniczoność, powracalność) sieci Petriego [2]. Szeroki opis 
problemów postaci PDL zawarto w pracy [3]. Często w prak-
tycznych problemach 0M  albo nie wiadomo, czy zbiór 

rozwiązań M0 jest pusty. 
 

2. Metody rzutowe dla problemu  
dopuszczalności liniowej 

 
W punkcie tym rozważa się metody rzutowe służące do rozwią-

zywania problemu PDL. Niech xyxP SyS  minarg)(  oznacza 

rzut metryczny punktu x  na zbiór wypukły S ( xxx T  - nor-

ma euklidesowa wektora nRx ). Metody rzutowe mają ogólną 
postać: 

 

 
kkkk

n

txx
Rx




1

1 dowolny 
 (2) 

 
gdzie wektor rzutowy  
 
 

kkMk xxPt
k

  (3) 

 
i parametr relaksacyjny  2,0  k . Zbiór Mk ma postać: 

 
  

kk LLk bxAxM  :  (4) 

 
gdzie 

kLA  jest podmacierzą macierzy A, składającą się z kolumn  

o numerach ze zbioru  mJLk    ...,,2,1   i 
kLb  jest podwekto-

rem wektora b, składającym się ze współrzędnych o numerach ze 
zbioru JLk  .  

Metody rzutowe różnią się przede wszystkim wyborem nierów-
ności (zbiór Lk) i w konsekwencji konstrukcją wektora rzutowego 
tk. W najprostszych metodach zbiór Lk jest jednoelementowy, czyli 
tk jest wektorem rzutowym na zbiór rozwiązań dla jednej nierów-
ności. Na przykład, w metodzie największego residuum (M-nr) 
zbiór  kk iL  , przy czym 

 
  iiJik bxAi  

maxArg  (5) 

 
gdzie Ai  oznacza i-tą kolumnę macierzy A. Inne znane  
metody, w których 1kL  to metoda największej odległości  
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(jeśli 1iA  dla każdego Ji , to metoda ta jest równoważna 

metodzie M-nr), metoda cykliczna, metoda prawie cykliczna  
i  metoda projekcji powtarzalnych (patrz np. [1, 4, 5]). 
 
3. Metoda rzutowa z selekcją residualną 
 

Metody, w których 1kL  są dosyć proste, ale niestety wolno 

zbieżne do rozwiązania. W celu poprawienia zbieżności można do 
konstrukcji wektora tk wybierać więcej niż jedną nierówność  
z układu (1). 

Niech kMk xPx
k

 . Jeżeli macierz 
kLA  jest pełnego rzędu ko-

lumnowego (rząd macierzy 
kLA  jest równy kL ), to układ równań 

kk LL bxA   posiada rozwiązanie i rzut metryczny xk na zbiór 

 
kk LLk bxAxN  :  wynosi [6, 7]: 

 
    .1

 
kkkkkk LkLLLLkkNk bxAAAAxxPx    (6) 

 
Oczywiście, kx  nie musi być równe 

kx . Można pokazać [6, 7], 

że 
  
     . 0

1
 

kkkk LkLLLkk bxAAAyxx  (7) 

 
W pracy [1] wprowadzono tzw. selekcję stożka rozwartego 

i szczególny przypadek tej selekcji, metodę selekcji regularnego 
stożka rozwartego (M-srsr), które gwarantują spełnienie warun-

ków:   0
1



kk LL AA  oraz   0

kk LkL bxA . W konsekwencji 

zachodzi 0y  i  kk xx . W pracach [6, 7] wprowadzono  meto-

dę selekcji residualnej (dla zadania minimalizacji wypukłej nie-
różniczkowalnej), w której zakłada się, że 0y  bez konieczności 

spełnienia warunku   0
kk LkL bxA . W pracy [8] zastosowano 

metodę selekcji residualnej (M-sr) w metodzie rzutowej dla pro-
blemu PDL i pokazano zbieżność w przypadku, gdy problem (1) 
jest niesprzeczny ( 0M ). Oczywiście, przy sprawdzaniu 

warunku 0y  i  konstrukcji wektora rzutowego tk metodą M-sr 

nie trzeba wyznaczać odwrotności macierzy 
kk LL AA ; wykorzystu-

je się rozkład Cholesky’ego z aktualizacją [9].  
Rozważmy teraz ogólniejszą sytuację; nie zakłada się, że 

0M . Jeżeli rozkład Cholesky’ego macierzy 
kk LL AA  zostanie 

przerwany, to oznacza, że 0M  (patrz [8, Theorem 1]). Jeżeli 

natomiast rozkład Cholesky’ego zakończy się pomyślnie, to 

kkkMk txxPx
k

  dla yAt
kLk   (patrz [8, Corollary 2]). 

W konsekwencji, jeżeli 0M  i ciąg xk generowany jest przez 

(2, 3, 4) z Lk wyznaczanym metodą M-sr, to zachodzi (patrz [8, 
Theorem 5]):  

 
   0.      mibxA iki ...,,2,1:,0max  (8) 

 
Wprowadźmy teraz metodę, która jest pewną modyfikację me-

tody rzutowej (2, 3, 4) z selekcją M-sr. Podobną ideę zapropono-
wano dla metody rzutowania naprzemiennego [10, 11]. Niech dk 
oznacza tolerancję na spełnienie nierówności w układzie (1), 

 

 kkk ddd   )1( , (9) 

 

gdzie:  mibxAd ijikjk      ...,,2,1:,0maxmin1  
  ( kd  jest 

najmniejszą z maksymalnych odległości od niespełnionych ogra-
niczeń w dotychczas uzyskanych przybliżeniach x1, x2, …, xk), 

01 d  i ]1,0(   . Ponadto, wprowadźmy zamiast zbioru Mk 

zdefiniowanego w (4) zbiór  
 
  .: kLL

d
k dbxAxM

kk
   (10) 

 
 
Uwagi: 
 
1) Jeśli 1 , to k

d
k MM   dla każdego k. 

 
2) Jeśli dla pewnego k rozkład Cholesky’ego zostanie przerwany, 

to oznacza, że d
kM , w konsekwencji też 0M ,  

ponieważ d
kk MMM 0 . Można wtedy zakończyć  

metodę z odpowiedzią, że problem PDL jest sprzeczny,  
albo kontynuować przyjmując kk dd   ponieważ 

  kiix dmibxAn 
      ...,,2,1:,0maxmin R .  

 
3) Jeśli  mibxAd iixk n      ...,,2,1:,0maxmin  

R  dla każdego 

k, to d
kM  i w konsekwencji dla xk zachodzi 

  0...,,2,1:,0max  midbxA kii       (patrz (8)).  

 

4) Jeśli dla pewnego k  zajdzie kd  dla zadanego ε, to oznacza, 

że xk jest rozwiązaniem ε-optymalnym, czyli 
ii bxA  dla 

każdej nierówności i = 1, 2, …, m. 
 
 
4. Wyniki testów numerycznych 
 

W punkcie tym przedstawiono wyniki dla metody rzutowej opi-
sanej w punkcie 2, gdzie do wyboru nierówności (zbioru Lk) 
i konstrukcji wektora rzutowego zastosowano metody: (1) M-nr – 
największego residuum, (2) M-srsr – selekcji regularnego stożka 
rozwartego i (3) M-sr – selekcji residualnej. W kryterium zatrzy-
mania tolerancja optymalności wynosiła 610 . Metody zostały 
zaprogramowane w Fortranie 90 (Lahey Fortran 90 v. 3.5) i obli-
czenia zostały wykonane przy podwójnej precyzji. 

Wygenerowano losowo po 10 przykładów dla każdego układu 
parametrów n, m, l. Współrzędne lewych stron nierówności zosta-
ły wygenerowane losowo z przedziału (-0.5, 0.5). Dla i = 1, 2, …, 
l przyjęto bi = 0, a dla i = l + 1, …, m współrzędne wektora b 
wygenerowano losowo z przedziału (0, 1), podobnie współrzędne 
punktów startowych. Zagwarantowano więc niesprzeczność pro-
blemu PDL. Wartość l natomiast wpływa na wielkość zbioru 
rozwiązań.  

Wyniki testów dla parametru relaksacyjnego 1k  przedsta-

wiono w tabeli 1, przy czym ki oznacza średnią liczbę iteracji 
potrzebną do uzyskania rozwiązania ε-optymalnego. 

W tabeli 2. przedstawiono wyniki dla parametru relaksacyjnego  
5.1k . Oznaczenia są takie same jak w tabeli 1. 

Zarówno w tabeli 1. jak i w tabeli 2., można zaobserwować 
przewagę metody drugiej nad pierwszą, a także trzeciej nad drugą. 
Do wyboru podukładu równań i konstrukcji wektora rzutowego, w 
przypadku pierwszej metody, brana jest zawsze tylko jedna nie-
spełniona nierówność wyjściowego układu nierówności. W dru-
giej metodzie liczba wybieranych nierówności dla testowanych 
przykładów wynosiła od 2 do 8, stąd dużo lepsze wyniki. Trzecia 
metoda umożliwia wybieranie też nierówności, które są wpraw-
dzie spełnione w aktualnym przybliżeniu rozwiązania, ale pozwala 
to dodatkowo niewielkim kosztem zwiększyć długość wektora 
rzutowego, zachowując  zbieżność metody.  
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Tab. 1.  Wyniki testów numerycznych dla 1k  

Tab. 1.  Results of numerical tests for 1k  

 

  M-nr M-srsr M-sr 

n × m l k1 k2 k3 

20 × 20 
12  

20 

65 

220 

12 

40 

6 

7

20 × 40 
12 

24 

222 

1091 

30 

168 

8 

14

20 × 80 
12 

24 

231 

2210 

44 

479 

11 

18

50 × 50 
30 

50 

295 

542 

41 

75 

19 

33

50 × 100 
30 

60 

1536 

2521 

252 

461 

35 

145

50 × 200 
30 

60 

1322 

3773 

156 

583 

69 

122

100 × 100 
60 

100 

597 

941 

86 

133 

49 

77

200 × 200 
120 

200 

1826 

1858 

230 

242 

97 

164

 
 

Tab. 2.  Wyniki testów numerycznych dla 5.1k  

Tab. 2.  Results of numerical tests for 5.1k  

 

  M-nr M-srsr M-sr 

n × m l k1 k2 k3 

20 × 20 
12  

20 

10 

22 

6 

7 

5 

5

20 × 40 
12 

24 

22 

342 

10 

28 

7 

11

20 × 80 
12 

24 

29 

389 

13 

152 

10 

12

50 × 50 
30 

50 

31 

43 

12 

14 

10 

14

50 × 100 
30 

60 

178 

698 

34 

44 

14 

28

50 × 200 
30 

60 

131 

743 

42 

80 

21 

27

100 × 100 
60 

100 

67 

83 

23 

26 

17 

19

200 × 200 
120 

200 

153 

166 

46 

48 

25 

30

 
Porównując wyniki w tabeli 2. z wynikami w tabeli 1. można 

zauważyć, że dla parametru relaksacyjnego większego od 1 

( 5.1k w tabeli 2.)  uzyskujemy dodatkowo zmniejszenie liczby 

iteracji.   
 
5. Podsumowanie 
 

Wiele praktycznych problemów ma postać zadania dopuszczal-
ności liniowej albo sprowadza się do takiego zadania. Do rozwią-
zywania tego typu zadań stosuje się metody rzutowe. 

Wyniki testów numerycznych wskazują na przewagę metody 
selekcji residualnej nad metodą selekcji regularnego stożka roz-
wartego. Obydwie te metody dają dużo lepsze wyniki od metod,  
w których do konstrukcji wektora rzutowego wybiera się tylko 
jedną niespełnioną nierówność, tak jak np. w metodzie najwięk-
szego residuum, czy największej odległości. Dodatkowo, odpo-
wiednie zastosowanie rozkładu Cholesky’ego w metodzie selekcji 
residualnej pozwala na wykrycie kiedy układ nierówności jest 
sprzeczny. Można zastosować wtedy modyfikację metody selekcji 
residualnej do wyznaczania rozwiązania ε-optymalnego, nawet 
gdy badany układ nierówności liniowych jest sprzeczny albo nie 
wiadomo, czy jest niesprzeczny.  
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