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Streszczenie

W pracy rozwaza si¢ problem dopuszczalnos$ci liniowej (PDL), do ktorego
sprowadza si¢ wiele praktycznych probleméw. Do rozwigzywania nie-
sprzecznego PDL zaproponowano metode rzutowa, w ktorej do konstruk-
cji wektora rzutowego wykorzystuje si¢ tzw. model selekcji residualne;j.
Zaproponowano tez rozszerzenie tej metody dla przypadku, kiedy nie
zaktada si¢ niesprzeczno$ci badanego problemu. Przeprowadzono testy
numeryczne, w ktorych poréwnano prezentowang metod¢ z innymi zna-
nymi metodami.

Stowa kluczowe: selekcja residualna, metoda rzutowa, problem dopusz-
czalnosci liniowe;j.

Residual selection in projection methods
for linear feasibility problems

Abstract

In this paper there is considered the linear feasibility problem. The projection
methods for this problem are studied. The so called residual selection
model with a Cholesky factorization for construction of projection vector
in each iteration is presented. There is proposed modification of this
method for the assumption of inconsistency of the system of linear
inequalities. If the considered system is inconsistent, we can find the
so called e-optimal solution. The computation results of numerical
experiments are presented for projection methods with relaxation parameter
equal to 1.0 and 1.5. The presented methods were programmed in Fortran
90. It can be observed that for each tested problem, the results for
the projection method with residual selection are better than for others
methods: the projection method with largest residuum and the projection
method with regular obtuse cone selection. The influence of the relaxation
parameter on the convergence is essential. All methods behave better for
a bigger relaxation parameter.

Keywords: residual selection, projection method, linear feasibility
problem.

1. Wprowadzenie

W artykule rozwaza si¢ problem dopuszczalno$ci liniowe;j, kto-
ry mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

Problem (PDL):
Dany jest uktad nieréwnosci liniowych

A"x<b, (1)

gdzie: 4 jest macierza typu nxm , xe R" i be R".
Znalez¢ rozwigzanie x e M, = {x tATx < b} lub stwierdzié,
e M,=0.

W powyzszym problemie nie zaklada si¢ niesprzecznosci.
Rozwazane sg metody, ktore gwarantujg zbiezno$¢ w przypadku,
gdy zbiér rozwigzan M, # J ; jesli natomiast M, =, to potra-
fig ten fakt wykry¢.

Wiele innych praktycznych probleméw mozna sprowadzié
do PDL. Na przyktad zadanie programowania liniowego (mi-
nimalizacja lub maksymalizacja funkcji liniowej przy ograni-
czeniach zadanych funkcjami liniowymi), czy ogolniejsze
zadanie minimalizacji wypuktej z ograniczeniami liniowymi,
gdzie funkcja celu jest kawatkami liniowa (ma posta¢ maksi-
mum funkcji liniowych) [1]. W wielu praktycznych zagadnie-
niach otrzymuje si¢ do rozwigzania problemy postaci PDL, np.
zagadnienie tomografii komputerowej (wyznaczanie przekroju
obiektu), zagadnienie planowania radioterapii z uzyciem wig-
zek o modulowanej intensywnos$ci, wilasnosci strukturalne
(ograniczono$¢, powracalno$¢) sieci Petriego [2]. Szeroki opis
probleméw postaci PDL zawarto w pracy [3]. Czgsto w prak-
tycznych problemach M, =& albo nie wiadomo, czy zbiodr

rozwigzan M, jest pusty.

2. Metody rzutowe dla problemu
dopuszczalnosci liniowej

W punkcie tym rozwaza si¢ metody rzutowe shuzace do rozwia-
y- x|| oznacza

zywania problemu PDL. Niech P (x) = argmin ,

rzut metryczny punktu x na zbiér wypukty S (||x|| =+x"x - nor-

ma euklidesowa wektora x e R"). Metody rzutowe maja ogdlna
postac:

x, € R" —dowolny

X =X, + A48 @
gdzie wektor rzutowy
ty =Py x,—x, (3)
i parametr relaksacyjny 4, € (0, 2) . Zbidr M; ma postac:
Mk:{x:ALTAbeLA} (C)

gdzie A, jest podmacierza macierzy 4, skladajaca si¢ z kolumn
o numerach ze zbioru L, c J = {1, 2,..., m} i b, jest podwekto-

rem wektora b, sktadajacym si¢ ze wspotrzednych o numerach ze
zbioru L, < J .

Metody rzutowe roznig si¢ przede wszystkim wyborem nieréw-
nosci (zbioér L) i w konsekwencji konstrukcja wektora rzutowego
t,. W najprostszych metodach zbior L, jest jednoelementowy, czyli
t, jest wektorem rzutowym na zbior rozwigzan dla jednej nierow-
nosci. Na przyklad, w metodzie najwigkszego residuum (M-nr)
zbidr L, = {ik} , przy czym

i, € Argmax,_, (A,.Txfb,) ()

gdzie A; oznacza i-ta kolumn¢ macierzy A. Inne znane

metody, w ktorych |Lk|=1 to metoda najwickszej odleglosci
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(esli ||A,. || =1 dla kazdego i € J, to metoda ta jest rtOwnowazna

metodzie M-nr), metoda cykliczna, metoda prawie cykliczna
i metoda projekcji powtarzalnych (patrz np. [1, 4, 5]).

3. Metoda rzutowa z selekcja residualng

Metody, w ktorych |Lk| =1 sg dosy¢ proste, ale niestety wolno

zbiezne do rozwigzania. W celu poprawienia zbiezno$ci mozna do
konstrukcji wektora f#, wybiera¢ wigcej niz jedna nieréwno$é
z uktadu (1).

Niech x; = P, x,. Jezeli macierz 4, jest pelnego rzgdu ko-

lumnowego (rzad macierzy 4, jest rowny |Lk| ), to uktad réwnan
A;xszA posiada rozwigzanie irzut metryczny x; na zbior

N, = {x tA;x=b, } wynosi [6, 7]:
X =Py, =x — A, (47 4, ) (4] x, ~b, ). (6)

Oczywiscie, X, nie musi by¢ rowne x,. Mozna pokaza¢ [6, 7],

ze
%o=xf o y=(al 4, )" (4 x, ~b, )20 @)

W pracy [1] wprowadzono tzw. selekcje stozka rozwartego
i szczegdlny przypadek tej selekcji, metode selekcji regularnego
stozka rozwartego (M-srsr), ktore gwarantujg spetnienie warun-
kow: (ALTk 4, )71 >0 oraz (ALTkx,{ —bLk)ZO. W  konsekwencji
zachodzi y>0 i x, = x, . W pracach [6, 7] wprowadzono meto-
de selekcji residualnej (dla zadania minimalizacji wypuktej nie-
rozniczkowalnej), w ktorej zaktada sig¢, ze y > 0 bez koniecznosci
spetnienia warunku (ALTA x, —b, )2 0. W pracy [8] zastosowano

metode selekcji residualnej (M-sr) w metodzie rzutowej dla pro-
blemu PDL i pokazano zbieznos¢ w przypadku, gdy problem (1)
jest niesprzeczny (M, # ). Oczywiscie, przy sprawdzaniu
warunku y >0 i konstrukcji wektora rzutowego ¢, metodg M-sr
nie trzeba wyznacza¢ odwrotnosci macierzy ALTk 4, ; wykorzystu-

je sie rozktad Cholesky’ego z aktualizacja [9].

Rozwazmy teraz ogolniejsza sytuacj¢; nie zaktada si¢, ze
M, # & . Jezeli rozklad Cholesky’ego macierzy AZ A, zostanie
przerwany, to oznacza, ze M, = (patrz [8, Theorem 1]). Jezeli
natomiast rozktad Cholesky’ego zakonczy si¢ pomyslnie, to
x, =P, x,=x,+t, dla t, =-4, y (patrz [8, Corollary 2]).
W konsekwencji, jezeli M, # & 1 ciag x; generowany jest przez

(2, 3, 4) z L, wyznaczanym metoda M-sr, to zachodzi (patrz [8,
Theorem 5]):

max{O, Al,Txk -b,:i=12,.., m}—) 0. (3)

Wprowadzmy teraz metodg, ktora jest pewna modyfikacje me-
tody rzutowej (2, 3, 4) z selekcja M-sr. Podobng ide¢ zapropono-
wano dla metody rzutowania naprzemiennego [10, 11]. Niech d;
oznacza tolerancj¢ na spelnienie nierdéwnosci w uktadzie (1),

d,=(-wdi +pd, ©)

gdzie: dy = min,_,_, maX{O, Alx, —b :i=1, 2,...,m} (di jest

najmniejsza z maksymalnych odleglosci od niespetnionych ogra-
niczen w dotychczas uzyskanych przyblizeniach xi, x5, ..., xi),

525

d, =0 i ue(0,1]. Ponadto, wprowadzmy zamiast zbioru M
zdefiniowanego w (4) zbior

Mf:{x:AZbeLk+dk}. (10)

Uwagi:
DJedli g=1,t0 M{ =M, dlakazdego k.

2)Jesli dla pewnego k rozktad Cholesky’ego zostanie przerwany,

to oznacza, ze M;’ =, w konsekwencji tez M,=¢,
M,cM, cM;.
metod¢ z odpowiedzig, ze problem PDL jest sprzeczny,
albo  kontynuowaé  przyjmujac d, =d, poniewaz

min _, max{O, Alx-b,:i=1, 2,...,m}2 d,.

poniewaz Mozna wtedy zakonczy¢

3)Jesli d, >min_ max{0, A"x—b, :i=1,2,...,m} dla kazdego
k, to M{=#@ i w konsekwencji dla x; zachodzi
max{0, 47 x—b, —d, :i=1,2,..,m}— 0 (patrz (8)).

4) Jesli dla pewnego k£ zajdzie di<e dla zadanego ¢, to oznacza,
7e x; jest rozwigzaniem e-optymalnym, czyli 4'x—b, <& dla

kazdej nieréwnoscii =1, 2, ..., m.

4. Wyniki testow numerycznych

W punkcie tym przedstawiono wyniki dla metody rzutowej opi-
sanej w punkcie 2, gdzie do wyboru nierownosci (zbioru Lj)
i konstrukceji wektora rzutowego zastosowano metody: (1) M-nr —
najwickszego residuum, (2) M-srsr — selekcji regularnego stozka
rozwartego i (3) M-sr — selekcji residualnej. W kryterium zatrzy-
mania tolerancja optymalnosci wynosita & =107 . Metody zostaty
zaprogramowane w Fortranie 90 (Lahey Fortran 90 v. 3.5) i obli-
czenia zostaly wykonane przy podwdjnej precyzji.

Wygenerowano losowo po 10 przyktadow dla kazdego uktadu
parametrow n, m, . Wspotrzedne lewych stron nierdwnosci zosta-
ly wygenerowane losowo z przedziatu (-0.5, 0.5). Dlai=1, 2, ...,
| przyjeto b; = 0, adlai=1/+ 1, ..., m wspolrzedne wektora b
wygenerowano losowo z przedziatu (0, 1), podobnie wspdtrzedne
punktow startowych. Zagwarantowano wigc niesprzeczno$¢ pro-
blemu PDL. Warto$¢ / natomiast wptywa na wielko$¢ zbioru
rozwigzan.

Wiyniki testow dla parametru relaksacyjnego A, =1 przedsta-

wiono w tabeli 1, przy czym k; oznacza $rednig liczbeg iteracji
potrzebna do uzyskania rozwigzania e-optymalnego.

W tabeli 2. przedstawiono wyniki dla parametru relaksacyjnego
A, =1.5. Oznaczenia s takie same jak w tabeli 1.

Zarowno w tabeli 1. jak i w tabeli 2., mozna zaobserwowac
przewagg metody drugiej nad pierwsza, a takze trzeciej nad druga.
Do wyboru poduktadu réwnan i konstrukcji wektora rzutowego, w
przypadku pierwszej metody, brana jest zawsze tylko jedna nie-
spelniona nieréwno$¢ wyjsciowego uktadu nierownosci. W dru-
giej metodzie liczba wybieranych nierownosci dla testowanych
przyktadéw wynosita od 2 do 8, stad duzo lepsze wyniki. Trzecia
metoda umozliwia wybieranie tez nierdéwnosci, ktore s3 wpraw-
dzie spetnione w aktualnym przyblizeniu rozwigzania, ale pozwala
to dodatkowo niewielkim kosztem zwigkszy¢ dlugos¢ wektora
rzutowego, zachowujac zbiezno$¢ metody.
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Tab. 1. Wyniki testow numerycznych dla /1,( =1

Tab. 1. Results of numerical tests for /1‘, =1

M-nr M-srsr M-sr
nxm ki ka ks
12 65 12 6
20 x 20
20 220 40 7
12 222 30 8
20 x 40
24 1091 168 14
12 231 44 11
20 x 80
24 2210 479 18
30 295 41 19
50 x 50
50 542 75 33
30 1536 252 35
50 x 100
60 2521 461 145
30 1322 156 69
50 x 200
60 3773 583 122
60 597 86 49
100 x 100
100 941 133 77
120 1826 230 97
200 x 200
200 1858 242 164
Tab.2. Wyniki testow numerycznych dla 4, =1.5
Tab.2. Results of numerical tests for 4, =1.5
M-nr M-srsr M-sr
nxm / k k> ks
12 10 6 5
20 x 20
20 22 7 5
12 22 10 7
20 x 40
24 342 28 11
12 29 13 10
20 x 80
24 389 152 12
30 31 12 10
50 x 50
50 43 14 14
30 178 34 14
50 x 100
60 698 44 28
30 131 42 21
50 x 200
60 743 80 27
60 67 23 17
100 x 100
100 83 26 19
120 153 46 25
200 x 200
200 166 48 30

Poréwnujac wyniki w tabeli 2. z wynikami w tabeli 1. mozna
zauwazy¢, ze dla parametru relaksacyjnego wigkszego od 1
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(4, =1.5 w tabeli 2.) uzyskujemy dodatkowo zmniejszenie liczby

iteracji.
5. Podsumowanie

Wiele praktycznych probleméw ma posta¢ zadania dopuszczal-
nosci liniowej albo sprowadza si¢ do takiego zadania. Do rozwig-
zywania tego typu zadan stosuje si¢ metody rzutowe.

Wyniki testow numerycznych wskazuja na przewage metody
selekcji residualnej nad metoda selekcji regularnego stozka roz-
wartego. Obydwie te metody daja duzo lepsze wyniki od metod,
w ktorych do konstrukcji wektora rzutowego wybiera si¢ tylko
jedna niespetniong nierownosé, tak jak np. w metodzie najwigk-
szego residuum, czy najwigkszej odleglosci. Dodatkowo, odpo-
wiednie zastosowanie rozktadu Cholesky’ego w metodzie selekcji
residualnej pozwala na wykrycie kiedy uktad nierownosci jest
sprzeczny. Mozna zastosowa¢ wtedy modyfikacje metody selekcji
residualnej do wyznaczania rozwigzania e-optymalnego, nawet
gdy badany uktad nieréwnosci liniowych jest sprzeczny albo nie
wiadomo, czy jest niesprzeczny.
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