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Streszczenie

Przedstawiono dwie metody oceny niepewnosci probki danych doswiad-
czalnych o niewielkiej liczebnosci, odporne na zawarte w niej tzw. odsta-
jace obserwacje pomiarowe, tj. o wartosciach znacznie rozniacych si¢ od
pozostatych. Umozliwiaja one wyznaczanie w sposob wiarygodny staty-
stycznych parametréw wyniku pomiaru na podstawie catosci danych ekspe-
rymentalnych. Rozwazania ilustruje przyktad liczbowy wykorzystujacy dane
z poréwnan migdzylaboratoryjnych. Poréwnano otrzymane w nim wyniki
obliczone metoda o przeskalowanym odchyleniu medianowym MADsg
i metoda iteracyjna dwukryterialna. Podano wnioski i bibliografig.

Stowa kluczowe: dane odstajace, niepewno$¢ pomiaru, odchylenie stan-
dardowe, mediana, $rednia odporna, przedzial migdzykwartylowy.

Robust evaluation of the accuracy of
measurement methods

Abstract

Presented are two methods of assessing the value and uncertainty of
the measurand from the sample of experimental data which are resist to
contained therein small number of outliers, i.e. values of measurement data
significantly different from the others. This allows to set a credible statistical
parameters of the measurement result on the basis of all experimental
data. The considerations are illustrated by the numerical example of inter-
laboratory measurement data. Compared are results obtained by method
applied the rescaled median absolute deviation MADs and by the iterative
two-criteria method. Given are conclusions and bibliography.

Keywords: outliers, uncertainty of measurements, standard deviation,
median, robust mean value, inter-quartile mid-range.

1. Wprowadzenie

W praktyce pomiarowej zdarza si¢ iz wartos$ci jednej lub kilku
obserwacji w probce istotnie odstaja od pozostalych danych.
Nawet niewielka ich liczba moze znaczaco zmieni¢ klasyczne
parametry statystyczne probki o malej liczbie elementow,
a w wielu przypadkach nie ma mozliwo$ci powtorzenia, lub uzu-
pelienia pomiarow. Wartos¢ wyniku pomiardw i niepewnosé
statystyczna u,, obliczone w dotychczas stosowany sposob

wedlug zasad migdzynarodowego przewodnika GUM, moga
okaza¢ si¢ niewiarygodne, a nawet sprzeczne ze zdrowym rozsad-
kiem. Aby unikna¢ takiej sytuacji, tradycyjnie stosuje si¢ testy
statystyczne. Pozwalaja one zidentyfikowaé, a nastgpnie usungé
nietypowe, tj. odstajace wartosci danych (ang. outliers). Postepo-
wanie takie jest skuteczne tylko dla duzych probek, gdyz dla
matych testy te tracag wrazliwo$¢ na warto$ci odstajace. Ponadto,
gdy probki o matej liczbie danych, uzyskuje si¢ z badan ekspery-
mentalnych np. o duzym koszcie, wykonywanych metodami
niszczacymi nieliczne posiadane obiekty, lub niemozliwych do
powtorzenia, nalezy stara¢ si¢ wykorzysta¢ wszystkie otrzymane
dane. Usunigcie dowolnej obserwacji z probki zmniejsza wiary-
godnos$¢ jej oceny statystycznej. Stosunek odchylenia standardo-
wego s(u,) do wartosci oczekiwanej niepewnos$ci u, oszacowanej
w eksperymencie dla probki o n obserwacjach wynosi okoto

1/42(n—-1), [1, 2] (dodatek E.1). Na przyktad dla n=4 stosunek

ten réwna si¢ 42%, a dla n=3 - rosnie do 52%. Usunigcie tylko
jednej obserwacji z tak mato-licznej probki powoduje wzrost
odchylenia standardowego s(u4) az o okoto 24%. Z drugiej strony
rozrzut parametru MAD, bardziej odpornego niz s = u,, jest okoto
1,5 razy wigkszy.

Klasyczne metody statystyczne przetwarzania danych opieraja
si¢ na zalozeniu modelowania prawdopodobienstwa ich rozrzutu
rozktadem normalnym. Jednak dla szeregu przypadkow w prakty-
ce liczba danych nie jest wystarczajaca do budowy w pelni odpo-
wiadajacych im modeli parametrycznych. W 60-tych latach ubie-
glego wieku statystycy, w oparciu o wyniki szczegétowych badan
ustalili, ze dane eksperymentalne przetwarzane przy zatozeniu
rozktadu normalnego zawieraja zwykle $rednio w okoto 10% (od
1 do 20%) dane odstajace od tego rozktadu. Dawniej, ze wzgledu
na zmudne obliczenia, opracowywano tylko dane o wysokiej
jakosci, a teraz, przy stosowaniu komputerow - prawie kazde.

Juz Poincare wskazywat na nieuzasadniong, ale panujaca po-
wszechnie glgboka wiarg w uniwersalno$¢ rozktadu normalnego:
matematycy sadza, ze obserwuje si¢ go w eksperymencie, a ekspe-
rymentatorzy - ze matematycy moga udowodni¢ teoretycznie, ze
z centralnego twierdzenia granicznego wynika, iz musi zachodzi¢
rozkltad normalny. W nielicznych tylko przypadkach np. gdy
wynik pomiaru wyznacza si¢ z duzej liczby zliczen, normalnos¢
rozktadu dla samego mezurandu mozna traktowaé jako Sciste
prawo fizyki, a przy matej ich liczbie, ze spetiony jest rozktad
Poissona. Wszystkie zatozenia teoretyczne opieraja si¢ na mozli-
wosci prowadzenia eksperymentu (uzyskiwania obserwacji)
w tych samych statych warunkach. W makro-rzeczywistosci
zwykle wystepuje przestrzenno-czasowa zmienno$¢ obiektu ba-
dan, systemu pomiarowego i warunkow otoczenia. Dlatego J.
Tukey [5] wyznawal nawet poglad, ze normalno$¢ rozktadu da-
nych uzyskanych w eksperymencie jest mitem i takiego rozktadu
nie ma i nigdy si¢ nie uzyska. Jest to jak wida¢ zagadnienie dla
filozoféw. Natomiast w praktyce pomiarowej, szczegdlnie przy
matej liczbie danych powodem powstania odstajacych wartosci
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niektorych wynikow moga by¢ bledy wynikle z nieprzestrzegania
zasad prowadzenia doswiadczenia, niewykryte uszkodzenia przy-
rzadow pomiarowych, bledy i omytki w przetwarzaniu wynikow
obserwacji, wptywy zewnetrzne o duzej intensywnos$ci i wiele
innych.

Przyjety ksztalt rozktadu danych do$wiadczalnych jest tylko
proponowanym umownym modelem, ktéremu one powinny pod-
lega¢. Sam ten wybor moze by¢ nieidealny i cze$¢ wartosci ob-
serwacji podlega innemu rozktadowi niz przyjety. Parametryczne
podejsécie przy zalozeniu, Ze rozklad jest znany (i powinien by¢
normalny) tak gleboko zakorzenito si¢ w praktyce statystycznego
przetwarzania danych, ze rezygnacja z niego zwykle nie wydaje
si¢ zasadna.

Celem pracy jest przedstawienie oceny dokladnosci probki
metoda iteracyjna oparta na statystyce odpornosciowej (robust
statistics). Dzieki matej wrazliwosci na dane odstajgce (ang.
outliers) umozliwia ona poprawe wiarygodnosci wynikow przy
probkach rowniez o malej licznosci. Podstawy tej statystyki opra-
cowano kilkadziesiat lat temu [4 - 10]. Rozwija si¢ ja dalej dla
roéznych zadan przetwarzania danych, w tym do kalibracji pomia-
réow wieloparametrowych [6 — 10, 12, 14, 15] w wyspecjalizowa-
nych technikach pomiarowych, np. w Polsce w chemometrii na
Uniwersytecie Slaskim [11 -13]. Niektére metody odporno$ciowe
sa juz oprogramowane, m. in. w MatLab, ale nie trafity jeszcze do
podstawowych migdzynarodowych przepisow metrologicznych,
takich jak GUM. Podstawowe informacje o tej statystyce przed-
stawit polskiemu $rodowisku metrologicznemu A. Zigba z AGH
na sympozjum Podstawowych Probleméw Pomiarow w 2007 r.
oraz ujal je w ksiazce przekazanej do wydania w PWN [16].

Ponizej omoéwi si¢ szczegdlowo iteracyjng metode przetwarza-
nia danych nalezagca do typu o angielskim symbolu IRLS
(iteratively reweighted least squares). Metode zilustruje si¢ przy-
ktadem jej zastosowania do atestacji doktadnosci procedur badaw-
czych i kontrolnych dokonywanej poprzez poréwnanie wynikow
w badaniach mig¢dzylaboratoryjnych.

2. Metoda odporna dwukryterialna

Statystyka odporno$ciowa polega na zastosowaniu metod, ktore
zapewniaja mniejszy niz modele klasyczne wplyw danych odsta-
jacych i innych anomalii na wynik pomiaru. Znajdujg one szerokie
zastosowanie przy szacowaniu odchylen standardowych o. Pod
pojeciem odpornos¢ rozumie si¢ niewrazliwo$¢ na nieprawidto-
wosci 1 niejednorodnosci w probce wywolane przez rdzne,
w og6lnym przypadku nieznane przyczyny. W szczegdlnosci
rozpatrzy si¢ metodg, w ktorej zaktada sig, ze cze$¢ srodkowa
rozktadu gestosci prawdopodobienstwa (probability  density
function, PDF) pochodzaca od matych odchylen od estymatora
warto$ci mezurandu nie odbiega zbytnio od przyjetego modelu
teoretycznego

Aby zapewni¢ odpornos¢ wybiera si¢ model z outlierami, czyli
danymi odstajacymi, ktorego cecha charakterystyczna sa bardziej
rozciagnigte "ogony" niz dla normalnego rozktadu gestosci praw-
dopodobienstwa. Skorzystanie z tej prawidlowosci pozwala za-
chowa¢ wygodne do analizy zalozenie o hipotetycznej jednorod-
nosci populacji, na ktorym opieraja si¢ wszelkie statystyczne
oszacowania i czgsciowo uwzgledni¢ informacje zawarta w od-
chyleniach odstajacych. Z danych probki pomiarowej oblicza si¢
estymator warto$ci mezurandu, zwykle jako ich warto§¢ $rednig .
Wskutek wystgpowania wptywdéw losowo zmiennych oddzialy-
wan mozna jedynie oceni¢ prawdopodobienstwo, z jakim ta war-
to§¢ moze znajdowac¢ si¢ w danym przedziale, czyli okresli¢ jej
niepewnosc u.

Otrzymywane w praktyce wyniki zwykle rozktadaja si¢ niesy-
metrycznie wzglegdem $redniej. Im probka jest mniejsza, tym
asymetria ta moze by¢ wigksza.

Ocena niepewnosci wedlug GUM opiera si¢ na sumie kwadra-
tow odchylen warto$ci obserwacji od estymatora wartosci
mezurandu i osiaga minimum dla $redniej. I to wtasnie jest zro-
dlem wrazliwosci tej oceny na odstajace dane, ktore znacznie

397

zwigkszaja jej warto$¢. Tylko centralna czgs¢ rozktadu danych
doswiadczalnych odpowiada zalozeniu o normalnym rozktadzie
populacji. Dla danych z tej czegsci nalezy przeprowadzaé usrednia-
nie, tj. stosowa¢ metod¢ najmniejszych kwadratow (MNK). Bar-
dziej odporne na duze odchylenia jest podane przez Laplace'a
kryterium modutowe MNM. Dlatego przy tworzeniu metod od-
pornych warto dokonywa¢ "symbiozy" obu kryteriéw. Dla cen-
tralnej czgsci wartosci danych mozna stosowa¢ metodg¢ najmniej-
szych kwadratow, a poza granicami tego przedziatu, wykorzystac¢
kryterium modutowe w celu zmniejszenia wpltywu danych odsta-
jacych (outlieréw), ale ich nie usuwac. Dla zmniejszenia czutosci
na wystepowanie odstajacych wartosci danych w [5] proponuje si¢
wigc stosowaé funkcjonat

1

> i~ 0 m

gdzie : p(x; - 1) - funkcja o postaci zaleznej od parametru c.

Dla obserwacji o odchyleniach mniejszych od co (gdzie ¢ to
odchylenie standardowe, ¢ — wspotczynnik) jest to funkcja kwa-
dratowa, a dla wigkszych minimalizuje si¢ modul odchylen
|e| = x; — u|. Te obszary czutoéci metody ilustruje rys. 1.

Wybrana w taki sposob funkcja p(g) pozwala na mniej "ostre"
podejscie do danych odstajacych na warto$¢ |&|>co od $rodka
grupowania rozktadu danych. Stata ¢ okresla stopien odpornosci.
Warto$¢ tej statej zalezy od stopnia "zanieczyszczenia" rozktadu.
Tak wiec dla "zanieczyszczenia" 1%, ¢ =2, a dla "zanieczyszcze-
nia" 5% c =1,4. Zwykle wybiera si¢ ¢ = 1,5.

Zgodnie z tak wybranym kryterium konieczne jest zmodyfiko-
wanie pozyskanych danych, a mianowicie:

X; przy |x,- - U |S co,

x*¥=p—coprzy x,<p-co, ()
HA+coprzy x; > f+co

gdzie: g =med{x;} danych x; uszeregowanych rosnaco.

Opisana w (2) ,,przerébka” danych nazywa si¢ windsoryzacjq.

-C =

Rys. 1. Wzgledna funkcja czutosci p metody odpornej. Uwaga: p(&)=¢ dla |s<o
i p(e)<& |dla duzych |

Fig. 1. A robust method relative sensitivity function p. Note: p(£)=&” for |d<c
and p(£)<é&* for large |

Jako odporna na dane odstajace ocen¢ srodka grupowania roz-
ktadu £ probki wstepnie preferuje si¢ mediane med{x;} Badania
wykazaly [9], ze najlepszy jest $rodek rozstepu migdzy trzecim
(p=3/4) i pierwszym (p=1/4) kwartylami probki (inter-quartile
mid-range). Ich odlegto$¢ od tego srodka nazywa si¢ odchyleniem
Cwiartkowym [16].

Dhugo$¢ odcinka pomigdzy kwartylami wynika jednoznacznie
z rozkladu gestosci prawdopodobienstwa przyjetego dla rozrzutu
danych probki. Powierzchnia pod krzywa rozktadu dla tego prze-
dzialu wynosi 50%. Wprowadza si¢ bezwzgledne odchylenie
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medianowe MAD (median absolute deviation), ktére jest oszaco-
waniem zakresu przejscia z rozktadu petnego do obcigtego

MAD, = med{lxi -M, }

gdzie M,= med{x;}, n - liczba elementéw w probce.

Dla ustalenia zaleznos$ci pomigdzy parametrami rozktadu PDF
"obcigtego" i przewidywanego dla catej populacji, tj. do spetnienia
warunku skalowania, trzeba przeliczy¢ odchylenie standardowe
o przy uzyciu wspdtczynnika korygujacego, ktory wyznacza si¢
z poczatkowego rozktadu gestosci prawdopodobienstwa:

(-p)?
2

d

f(x)zo_ﬂ

L frx) ,/ﬁ\\\
L~ ~

50% \
™
| ~

e 20

X

Rys. 2.  Definicja rozstgpu migdzy-kwartylowego, a, b - rzgdne pierwszego
i trzeciego kwartyla
Fig.2.  Definition of inter-quartile mid-range, @, b — ordinates of first and
third quartile
W rozktadzie "nieobcietym" d=1, za$§ w "obcigtym" w kwarty-
lach
0,5

d= b- a-—
@(7/‘),@(7#)
e o

gdzie: @(z) - znormalizowana skumulowana funkcja (CPDF)
rozktadu normalnego.
Z tabeli rozktadu normalnego wynika

d= L 1,4826 ~1,483.
0,6745

Tak wigc zmiana skali dla przejscia od rozktadu nieobcigtego do
obcietego wynosi: 1,483. Ocena odchylenia standardowego s

probki o liczbie obserwacji n, wyznaczona na podstawie znorma-
lizowanego rozst¢pu pomigdzy kwartylami

s* =1483-MAD, 3)

Rozni si¢ ona od odchylenia standardowego probki

s= S0 -9 @)
n—1

Huber [10] wykazatl, ze s* stanowi nieobciazong ocen¢ odchyle-
nia standardowego o i bedzie bardziej stabilne nawet, jesli probka
zawiera do 50% odstajacych wartosci obserwacji (outlier6w). Aby
uzyskaé stabilno$¢ przy wystgpowaniu takich danych, nalezy dla
wybranej funkcji p wyznaczy¢ mediang med oryginalnego zestawu
danych. Warto$¢ te przyjmuje si¢ jako ocen¢ Srodka grupowania
danych bardziej odporng na warto$ci odstajace niz ich $rednia.

Nastepnie z (3) oblicza si¢ s* i po wyborze ¢=1,5 znajduje sie
granic¢ przejscia gpzcs* z metody najmniejszych kwadratow

MNK do metody najmniejszego modutu MNM.
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Stosujac warunki (2), otrzymuje si¢ zmodyfikowany szereg da-
nych X, o wartoéci $redniej

©)

Po podstawieniu x; i )_Cl-*, wyznacza si¢ z (3) odchylenie stan-

dardowe s(x"). Obliczong wartoé¢ s(x') wykorzystuje sie

z kolei do obliczenia "nowego" stabilnego odchylenia standardo-
wego

s"=1134-s(x")

Wspotezynnik 1,134 odpowiada ¢=1,5 dla rozktadu normalne-

go. Otrzymang warto$¢ s wykorzystuje si¢ do obliczenia nowej
granicy ¢ i kontynuuje si¢ procedure w sposob taki, jak omowio-

%  _* .
no powyzej. Na podstawie wartosci x; i x;_1 obliczonych
w biezacym i poprzednim kroku iteracji okresla si¢ zbiezno$¢
_* .
algorytmu. Procedure powtarza sig, az zmiany x; i s; pomigdzy

kolejnymi krokami stang si¢ minimalne.
Zastosowanie metody przedstawiono na przyktadzie w p. 4.2.

3. Istota poréwnan miedzylaboratoryjnych

W celu sprawdzenia lub walidacji [14] danej metody pomiaro-
wej prowadzi si¢ wspolny eksperyment, w ktérym uczestnicza
wybrane laboratoria o odpowiednim przygotowaniu merytorycz-
nym. Rozklady wynikéw poprawnych badan laboratoryjnych
powinny z zalozenia asymptotycznie zbliza¢ si¢ do rozkladu
normalnego, ale tak nie jest i wlasnie takie poréwnanie ujawnia
nagminne wystepowanie wartosci odstajacych. Wstepnie przyjmu-
je sie, ze pomiary wykonywane przez wszystkie te laboratoria
maja jednakowa powtarzalno$¢. Jednak zdarza si¢ w praktyce, ze
powtarzalno$¢ wynikoéw w niektorych z nich jest z obiektywnych
powodéw gorsza niz dla pozostatych. Przy stosowaniu klasycz-
nych testow statystycznych oddziela si¢ z danych wyniki odstajace
[10], a pozostale stuza do wyznaczenia wariancji jako oceny
odtwarzalnosci. Bardzo czgsto niektore z tych wynikow sa bliskie
warto$ci granicznej oddzielajacej odchylenia quasi-odstajace
i odstajace. Nieuwzglednienie wszystkich wynikéw wptywa zna-
czgco na wiarygodno$¢ oszacowania wariancji. Aby tego unikngé,
preferuje si¢ stosowanie metod odpornych.

Migdzylaboratoryjne badania atestacyjne (key comparisons),
polegaja na okreslaniu poprawnosci (trueness) badanej metody [3]
i takze jej powtarzalno$ci (repeatability) szacowanej wedlug
$redniej dyspersji wynikow otrzymanych przez laboratoria. Sta-
nowi ona obiektywna oceng rzeczywistych technicznych i organi-
zacyjnych mozliwosci danego laboratorium. Wedhug [3], dotych-
czas przy ocenie wskaznikow precyzji - powtarzalnosci 1 odtwa-
rzalnoS$ci (reproducibility), usuwa si¢ odstajace wartosci wynikow
obserwacji za pomocg testu Grubbsa. Usunigcie ,,najgorszych”
danych uzyskanych przez niektore laboratoria idealizuje rzeczywi-
ste warunki badan i zwigksza niepewno$¢ wspodlnego wyniku.
Nieuwzglednienie odstajacych wynikow zmniejsza wiarygodnosé
statystycznych ocen dokladnosci, tj. powtarzalnosci i odtwarzal-
no$ci metody pomiarowej badanej w porownaniach mi¢dzylabora-
toryjnych. Jest to szczegdlnie istotne przy kosztownych testach
i probach niszczacych, gdy liczba badanych obiektow i danych
w kazdej z probek jest zwykle ograniczona. W przyktadzie dwoma
metodami odpornymi na warto$ci odstajace wyznaczy si¢ i po-
réwna wyniki i niepewnosci uzyskane przez laboratoria.

4. Przyktad

Dane liczbowe tego przyktadu zaczerpnigto z [3]. W dziewie-
ciu laboratoriach przeprowadzono wspolny eksperyment polega-
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jacy na pomiarach poréwnawczych pewnej metody badawczej w
celu oszacowania jej doktadno$ci. Zatozono wstepnie, ze wiaro-
godno$¢ pomiaréw wszystkich laboratoriow jest jednakowa.
Z pomiardw w laboratoriach otrzymano n = 9 nast¢pujacych
wartosci $rednich x;:

24,140 20,155 19,500 20,300 20,705
17,570 20,100 20,940 21,185.

Dwa podkres$lone wyniki (x| oraz x) istotnie odstaja od pozo-
statych. Przy modelu tradycyjnym (kontaminacji) zaktada sig, ze
poprawne obserwacje pochodza tylko z rozktadu normalnego.
Konsekwencja jest zastosowanie testu, np. Grubbsa, do znalezie-
nia warto$ci odstajacych i ich odrzucenie. Z pozostaltych wyzna-
cza si¢ wynik wspolny dla calego eksperymentu jako wartos¢
srednig x =20,41 i standardowe odchylenie s = 0,50. Tak obliczo-
ne s tylko z 7-miu wartoéci begdzie jako ocena malo wiarygodna
statystycznie.

Natomiast jesli zatozy si¢, ze wszystkie 9 obserwacji pochodzi
z pojedynczego rozkladu niegaussowskiego, to logiczng konse-
kwencja jest zastosowanie algorytmu, ktory przy obliczaniu wyni-
ku nie usuwa zadnej z warto$ci danych otrzymanych w pomiarach.
Dotyczy to dwu rozpatrywanych tu metod odpornych: o przeska-
lowanym odchyleniu medianowym MADy i iteracyjnej dwukryte-
rialne;j.

4.1. Obliczenie przeskalowanego odchylenia
medianowego MADg

Najprostszy sposob postgpowania to:
- wyznaczenie ze wszystkich n= 9 danych x; mediany med
i uznanie jej za warto$¢ wyniku pomiaru,

- obliczenie odchylenia medianowego (median absolute
deviation) MAD = 0,64 (réwniez ze wszystkich 9. odchylen da-
nych).

Za standardowa niepewno$¢ pomiaru s(x) mozna uznaé prze-
skalowane odchylenie medianowe MAD;

s(x) = MAD, = k- MAD ()

Warto$¢ asymptotyczna x,=1,483 (odpowiadajaca d=1,483 dla
populacji generalnej) jest stosunkiem s(x)/MAD dla rozktadu
normalnego w granicy n — .

Wedlug Zigby [16] taka odpornag procedure proponowali Randa
(2000), Burke (2001), Miiller (2001) i nieco inna Cox (2002).
W rozdziale 5 przygotowywanej do druku ksigzki [16] Zigba, za
opublikowanym w Internecie preprintem Randy z 2005 r. [17],
podat jej modyfikacje, tj. by zamiast wartosci asymptotycznej
K=1,483, ktora dla probek o skonczonej liczbie elementow n
systematycznie zaniza warto$¢ oceny wyniku pomiaroéw, stosowac
warto$ci x(n) z tabeli 1. Dla probki o n danych s(x,) > s(x,,). Stad
dla analizowanych danych otrzymuje si¢ med=20,3; MAD = 0,64
oraz

s(x) = 1,483-0,64 = 0,95
s(x,) = k (n)-MAD = 1,633-0,64 = 1,045.

Tab. 1. Wartosci mnoznika « dla prob losowych o liczebnosci n, [17]
Tab. 1. Values of coefficient x for random samples of n elements [17]

n K (n) n K (n) n K (n)
2 1,773 10 1,626 50 1,507
3 2.206 11 1,602 100 1,494
4 2.019 12 1,596 1000 1,484
5 1,800 13 1,581 2000 1,483
6 1,764 14 1,577

7 1,686 15 1,566 . .

8 1,671 20 1,544 0 1,483
9 1,633 25 1,530
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4.2. Obliczenia oceny metoda dwukryterialng
W kolumnie ,,0” tabeli 2 podano w porzadku rosnagcym wyniki

pomiaréw poszczegdlnych i = (1, ... 9) laboratoriow jako dane

x;(o) stanu poczatkowego iteracji. Kolumny 1 — 4 zawieraja ko-

lejno dane nastepnych krokéw iteracji.

Tab. 2. Przyktad obliczen odpornego wyniku pomiaréw
Tab. 2.  Example of calculation of the robust measurement result

Nr iteracji j 0 1 2 3 4
?; 1,424 1,478 1,514 1,539
x’} -9, 18,876 18,909 18,893 18,872
X;Hﬂj 21,724 21,865 21,921 21,950
x10) 17,570 18,876 18,909 18,893 18,872
N
x (J) 19,500
30) 20,100
*
x4 (j) 20,155
B
x5 (/) 20,300
*
x6 (/) 20,705
*
5(j) 20,940
.
xg (/) 21,185
x; ) 24,140 21,724 21,865 21,921 21,950
Srednia 7:; 20,511 20,387 20,407 20,411 20,412
) s*,- 1,727 0,869 0,890 0,905 0,916
nowe f;+1 20,300 | 20,387 20,407 20,411 20,412
nowe s’;+1 0,949 0,985 1,009 1,026 1,039

Dla danych poczatkowych oblicza si¢:
warto$¢ §rednig

_x 1
X =—
n

Mwe

i) = 20511

i

iz (4) odchylenie standardowe SD probki

% 1 9 % )
S0 =.—— i - =1,727
0 \/”_IEI(XI (0) Xp)

gdzie: x?(o) - dane z kolumny "0" tabeli 2.

Jako poczatkowe (dla surowych danych x?(O)) oszacowanie
potozenia centrum grupowania populacji przyjmuje si¢ mediang

XS = med(x;-k(o)) = x;(o) =20,300 iz (3)

przyjmuje warto$ci:

* * *
s1 =1483 ~med{ Xi(0) — X0

gdzie: seria roznic |x; ) — X

2,73 0,80 0,20 0,145 0 0,405 0.640 0,889 3,84.

Otrzymuje si¢ sik =1,483-0,640=0,949 i nastepnie
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@1=15-51=15-0949=1,424

ktore okresla granice dla odchylen przy przejsciu od metody
o najmniejszej sumie kwadratow MNK do metody najmniejszego
modutu MNM:

Xz -¢,=20300-1424=18876

xs +¢1=20300+1424=21724

Poniewaz x;k(()) < (xS -9), x;(o) > (xg +¢p), to wartosci
XT(O) R xz(o) wykraczaja poza te progi i w kolumnie 1 danym

X*i(l); x*g(l) przypisuje si¢ wartosci progow, tj. xl*(l) =183876,

* *

x;(l) = 21,724 ,a pozosta%e dane x;(l) = x;(o),... xg(l) = xg(o) nie
zmieniajg sig.
Po podobnych jak poprzednio obliczeniach otrzymuje si¢: war-

9
tos¢ $rednig )_q* :l le’(l) =30,387; 1 odchylenie standardowe
mi=1

sl* =0,869. Do ich obliczenia uzyto wartosci xj(l) pobrane
z kolumny "1". Centrum grupowania rozkladu bedzie teraz
x, =X =30387

Nastepnie wyznacza si¢ nowa wartos¢

9
55 =1134 Lz(xf(l) —x1)? =0,985
n=1i

gdzie: med {

* *
x,-(l) —X] } = 0,664.

Gorna i dolna granice wynosza odpowiednio

X1—0y=18909 i x]+@,=21865,

gdzie: ¢ 5 =15-55 =15-0985=1478,

W drugim etapie iteracji otrzymuje si¢ wartosci zmodyfikowa-
ne:

* *
xl(z) =X1—¢ 2 218,909

o) =X1+¢ 2 =21865.

Wprowadza si¢ zmienione dane xik(z) i x;(z) do kolumny 2

i wraz z niezmodyfikowanymi danymi x;-k 0y (=2, ... 8) stosuje

si¢ je w drugim etapie iteracji. Wyniki obliczen umieszcza si¢
w kolejnej kolumnie 3 i dalej realizuje si¢ ten sam algorytm jak
poprzednio. Wartosci $rednie dla kroku czwartego i piatego, tj.

)_CZ =20411 i )_cz =20,412 praktycznie nie roznig si¢. Przy tym
odporne oceny odchylenia standardowego s; warto$ci $redniej

pomiaréw uzyskanych w laboratoriach sa tez zblizone, t.
s, =1,026 i s5=1,039.

4.3. Poréwnanie wynikéw obliczen

Przy tradycyjnym podejsciu, tj. zidentyfikowaniu wartosci od-
stajacych (outlier6w) za pomoca kryterium Grabbsa i wyelimino-
waniu z dalszego przetworzenia wynikéw krancowych
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xik(o) =17,570 i x;(o) =24,140, dla n=7 otrzymuje si¢ $rednig
wartos¢ m=20,4. W tym przypadku bierze si¢ pod uwage wyniki
tylko z n=7 laboratoriéw i oszacowane z nich odchylenie standar-
dowe probki s =0,501. Niepewno$¢ wspolnych badan bedzie
mniej wiarygodna, gdyz wedhug dodatku E.1 do GUM [1, 2] ma
ona wigksze wilasne odchylenie standardowe niz odchylenie s

wyznaczone metodami odpornymi dla n=9.

Warto$ci centrum grupowania danych otrzymane w punktach
4.1 14.2 dla obu metod odpornych sa zbiezne dlatego, ze oceniano
dane i doktadnos¢ wynikow tego samego badania. Ich niepewno-
$ci roznia si¢ tylko o 9%, ale poniewaz dla probki o 9 danych

doktadno$¢ oceny jest okoto 1/ \J2(n—1) =25%, to zbiezno$¢ obu
metod odpornych jest w praktyce niemal calkowita. Korzystajac z
metody dwukryterialnej uzyskuje si¢ s =1,039 >s, dobrze odpo-

wiadajace rzeczywistej dyspersji wartosci otrzymanych wynikow
badan. Po usunigciu dwu krancowych wynikéw poczatkowych

xr ) i x; (0) otrzymano mniejszg wartos¢ s. Odbiega to od rze-

czywisto$ci, gdyz idealizuje si¢ pomiar, zaktadajac, ze dane eks-
perymentalne nalezg do populacji generalnej o rozktadzie normal-
nym.

Dla potwierdzenia tej tezy mozna rozpatrzy¢ prosty przyktad
o symulowanych danych pomiarowych pobranych z populacji
o rozktadzie normalnym o wartosci S$redniej m=75238
i odchyleniu standardowym o =13,475. Probka zawierata
nastepujace wartosci:

75,3 76,0 76,3 102,1

Przy zastosowaniu kryterium Grabbsa najwigksza warto$¢
102,1 zostata by uznana jako odstajaca, chociaz w rzeczywistosci
m+20=102,201. Z odchylenia medianowego MADg otrzyma si¢
estymator s(x) =1,0095 daleko odbiegajacy od rzeczywistej warto-
$ci odchylenia standardowego o =13,475.

Natomiast stosujac omoéwiony algorytm iteracyjny otrzyma si¢
warto$¢ S;g =14,882 duzo blizsza rzeczywistemu o i bardziej
wiarygodnie opisujaca mozliwy rozrzut warto$ci obserwacji po-
miarowych. Warto zaznaczy¢, iz otrzymano ja dopiero az po 28

iteracjach. Nie stanowi to jednak problemu dla wspotczesnej
techniki obliczeniowe;j.

5. Podsumowanie

Metoda przeskalowanego odchylenia medianowego z p. 4.1 jest
bardzo prosta, ale nie daje poprawnych rezultatow, gdy warto$¢
odstajaca daleko odbiega od grupy pozostatych danych. Uwidacz-
nia si¢ to szczegodlnie dla mato licznych probek.

Metoda dwukryterialna z p. 4.2 ma bardziej skomplikowany,
lecz tatwy do zautomatyzowania algorytm. Dzigki wprowadzeniu
progu +co zmniejszajacego czuto$¢ na dane odstajace, ukierun-
kowana jest glownie na wyznaczenie odpornej oceny niepewnosci.

Przeprowadzona w p. 4.2 analiza wykazata przydatnos¢ zasto-
sowania rozwazanej odpornej metody dwukryterialnej do wyzna-
czania parametrow statystycznych probek o malej liczbie danych,
gdy pobrane sg one z populacji generalnej o zatozonym rozktadzie
normalnym, ale zawieraja wyniki istotnie odstajace od pozosta-
tych. Pozwala ona oceni¢ obiektywnie warto$¢ wyniku i doktad-
no$¢ metody badan.

Wystepujace w przyktadzie roéznice pomigdzy statystycznymi
ocenami doktadno$ci metody pomiaru wyznaczonymi przez po-
szczegblne laboratoria i niepewnoscig wyniku catego migdzylabo-
ratoryjnego eksperymentu mozna wykorzystaé jako podstawe
obiektywnej analizy rzeczywistego stanu organizacji procesu
badan i sposobu prowadzania dziatalnosci w tych dwu laborato-
riach, ktore mialy wyniki odstajace.
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