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Streszczenie 
 

Przedstawiono dwie metody oceny niepewności próbki danych doświad-
czalnych o niewielkiej liczebności, odporne na zawarte w niej tzw. odsta-
jące obserwacje pomiarowe, tj. o wartościach znacznie różniących się od 
pozostałych. Umożliwiają one wyznaczanie w sposób wiarygodny staty-
stycznych parametrów wyniku pomiaru na podstawie całości danych ekspe-
rymentalnych. Rozważania ilustruje przykład liczbowy wykorzystujący dane 
z porównań międzylaboratoryjnych. Porównano otrzymane w nim wyniki 
obliczone metodą o przeskalowanym odchyleniu medianowym MADS  
i metodą iteracyjną dwukryterialną. Podano wnioski i bibliografię. 
 
Słowa kluczowe: dane odstające, niepewność pomiaru, odchylenie stan-
dardowe, mediana, średnia odporna, przedział międzykwartylowy. 
 

Robust evaluation of the accuracy of  
measurement methods 

 
Abstract 

 
Presented are two methods of assessing the value and uncertainty of  
the measurand from the sample of experimental data which are resist to 
contained therein small number of outliers, i.e. values of measurement data 
significantly different from the others. This allows to set a credible statistical 
parameters of the measurement result on the basis of all experimental  
data. The considerations are illustrated by the numerical example of inter-
laboratory measurement data. Compared are results obtained by method 
applied the rescaled median absolute deviation MADS and by the iterative 
two-criteria method. Given are conclusions and bibliography. 
 
Keywords: outliers, uncertainty of measurements, standard deviation, 
median, robust mean value, inter-quartile mid-range. 
 
1. Wprowadzenie 
 

W praktyce pomiarowej zdarza się iż wartości jednej lub kilku 
obserwacji w próbce istotnie odstają od pozostałych danych. 
Nawet niewielka ich liczba może znacząco zmienić klasyczne 
parametry statystyczne próbki o małej liczbie elementów,  
a w wielu przypadkach nie ma możliwości powtórzenia, lub uzu-
pełnienia pomiarów. Wartość wyniku pomiarów i niepewność 
statystyczna uA, obliczone w dotychczas stosowany sposób  
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według zasad międzynarodowego przewodnika GUM, mogą 
okazać się niewiarygodne, a nawet sprzeczne ze zdrowym rozsąd-
kiem. Aby uniknąć takiej sytuacji, tradycyjnie stosuje się testy 
statystyczne. Pozwalają one zidentyfikować, a następnie usunąć 
nietypowe, tj. odstające wartości danych (ang. outliers). Postępo-
wanie takie jest skuteczne tylko dla dużych próbek, gdyż dla 
małych testy te tracą wrażliwość na wartości odstające. Ponadto, 
gdy próbki o małej liczbie danych, uzyskuje się z badań ekspery-
mentalnych np. o dużym koszcie, wykonywanych metodami 
niszczącymi nieliczne posiadane obiekty, lub niemożliwych do 
powtórzenia, należy starać się wykorzystać wszystkie otrzymane 
dane. Usunięcie dowolnej obserwacji z próbki zmniejsza wiary-
godność jej oceny statystycznej. Stosunek odchylenia standardo-
wego s(uA) do wartości oczekiwanej niepewności uA oszacowanej 
w eksperymencie dla próbki o n obserwacjach wynosi około 

)1(2/1 n , [1, 2] (dodatek E.1). Na przykład dla n=4 stosunek 

ten równa się 42%, a dla n=3 - rośnie do 52%. Usunięcie tylko 
jednej obserwacji z tak mało-licznej próbki powoduje wzrost 
odchylenia standardowego s(uA) aż o około 24%. Z drugiej strony 
rozrzut parametru MAD, bardziej odpornego niż s = uA, jest około 
1,5 razy większy.  

Klasyczne metody statystyczne przetwarzania danych opierają 
się na założeniu modelowania prawdopodobieństwa ich rozrzutu 
rozkładem normalnym. Jednak dla szeregu przypadków w prakty-
ce liczba danych nie jest wystarczająca do budowy w pełni odpo-
wiadających im modeli parametrycznych. W 60-tych latach ubie-
głego wieku statystycy, w oparciu o wyniki szczegółowych badań 
ustalili, że dane eksperymentalne przetwarzane przy założeniu 
rozkładu normalnego zawierają zwykle średnio w około 10% (od 
1 do 20%) dane odstające od tego rozkładu. Dawniej, ze względu 
na żmudne obliczenia, opracowywano tylko dane o wysokiej 
jakości, a teraz, przy stosowaniu komputerów - prawie każde.  

Już Poincare wskazywał na nieuzasadnioną, ale panującą po-
wszechnie głęboką wiarę w uniwersalność rozkładu normalnego: 
matematycy sądzą, że obserwuje się go w eksperymencie, a ekspe-
rymentatorzy - że matematycy mogą udowodnić teoretycznie, że  
z centralnego twierdzenia granicznego wynika, iż musi zachodzić 
rozkład normalny. W nielicznych tylko przypadkach np. gdy 
wynik pomiaru wyznacza się z dużej liczby zliczeń, normalność 
rozkładu dla samego mezurandu można traktować jako ścisłe 
prawo fizyki, a przy małej ich liczbie, że spełniony jest rozkład 
Poissona. Wszystkie założenia teoretyczne opierają się na możli-
wości prowadzenia eksperymentu (uzyskiwania obserwacji)  
w tych samych stałych warunkach. W makro-rzeczywistości 
zwykle występuje przestrzenno-czasowa zmienność obiektu ba-
dań, systemu pomiarowego i warunków otoczenia. Dlatego J. 
Tukey [5] wyznawał nawet pogląd, że normalność rozkładu da-
nych uzyskanych w eksperymencie jest mitem i takiego rozkładu 
nie ma i nigdy się nie uzyska. Jest to jak widać zagadnienie dla 
filozofów. Natomiast w praktyce pomiarowej, szczególnie przy 
małej liczbie danych powodem powstania odstających wartości 
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niektórych wyników mogą być błędy wynikłe z nieprzestrzegania 
zasad prowadzenia doświadczenia, niewykryte uszkodzenia przy-
rządów pomiarowych, błędy i omyłki w przetwarzaniu wyników 
obserwacji, wpływy zewnętrzne o dużej intensywności i wiele 
innych.  

Przyjęty kształt rozkładu danych doświadczalnych jest tylko 
proponowanym umownym modelem, któremu one powinny pod-
legać. Sam ten wybór może być nieidealny i część wartości ob-
serwacji podlega innemu rozkładowi niż przyjęty. Parametryczne 
podejście przy założeniu, że rozkład jest znany (i powinien być 
normalny) tak głęboko zakorzeniło się w praktyce statystycznego 
przetwarzania danych, że rezygnacja z niego zwykle nie wydaje 
się zasadna. 

Celem pracy jest przedstawienie oceny dokładności próbki  
metodą iteracyjną opartą na statystyce odpornościowej (robust 
statistics). Dzięki małej wrażliwości na dane odstające (ang. 
outliers) umożliwia ona poprawę wiarygodności wyników przy 
próbkach również o małej liczności. Podstawy tej statystyki opra-
cowano kilkadziesiąt lat temu [4 - 10]. Rozwija się ją dalej dla 
różnych zadań przetwarzania danych, w tym do kalibracji pomia-
rów wieloparametrowych [6 – 10, 12, 14, 15] w wyspecjalizowa-
nych technikach pomiarowych, np. w Polsce w chemometrii na 
Uniwersytecie Śląskim [11 -13]. Niektóre metody odpornościowe 
są już oprogramowane, m. in. w MatLab, ale nie trafiły jeszcze do 
podstawowych międzynarodowych przepisów metrologicznych, 
takich jak GUM. Podstawowe informacje o tej statystyce przed-
stawił polskiemu środowisku metrologicznemu A. Zięba z AGH 
na sympozjum Podstawowych Problemów Pomiarów w 2007 r. 
oraz ujął je w książce przekazanej do wydania w PWN [16]. 

Poniżej omówi się szczegółowo iteracyjną metodę przetwarza-
nia danych należącą do typu o angielskim symbolu IRLS  
(iteratively reweighted least squares). Metodę zilustruje się przy-
kładem jej zastosowania do atestacji dokładności procedur badaw-
czych i kontrolnych dokonywanej poprzez porównanie wyników 
w badaniach międzylaboratoryjnych.  

 
2. Metoda odporna dwukryterialna 
 

Statystyka odpornościowa polega na zastosowaniu metod, które 
zapewniają mniejszy niż modele klasyczne wpływ danych odsta-
jących i innych anomalii na wynik pomiaru. Znajdują one szerokie 
zastosowanie przy szacowaniu odchyleń standardowych . Pod 
pojęciem odporność rozumie się niewrażliwość na nieprawidło-
wości i niejednorodności w próbce wywołane przez różne,  
w ogólnym przypadku nieznane przyczyny. W szczególności 
rozpatrzy się metodę, w której zakłada się, że część środkowa 
rozkładu gęstości prawdopodobieństwa (probability density  
function, PDF) pochodząca od małych odchyleń od estymatora 
wartości mezurandu nie odbiega zbytnio od przyjętego modelu 
teoretycznego  

Aby zapewnić odporność wybiera się model z outlierami, czyli 
danymi odstającymi, którego cechą charakterystyczną są bardziej 
rozciągnięte "ogony" niż dla normalnego rozkładu gęstości praw-
dopodobieństwa. Skorzystanie z tej prawidłowości pozwala za-
chować wygodne do analizy założenie o hipotetycznej jednorod-
ności populacji, na którym opierają się wszelkie statystyczne 
oszacowania i częściowo uwzględnić informację zawartą w od-
chyleniach odstających. Z danych próbki pomiarowej oblicza się 
estymator wartości mezurandu, zwykle jako ich wartość średnią μ. 
Wskutek występowania wpływów losowo zmiennych oddziały-
wań można jedynie ocenić prawdopodobieństwo, z jakim ta war-
tość może znajdować się w danym przedziale, czyli określić jej 
niepewność u. 

Otrzymywane w praktyce wyniki zwykle rozkładają się niesy-
metrycznie względem średniej. Im próbka jest mniejsza, tym 
asymetria ta może być większa.  

Ocena niepewności według GUM opiera się na sumie kwadra-
tów odchyleń wartości obserwacji od estymatora wartości  
mezurandu i osiąga minimum dla średniej. I to właśnie jest źró-
dłem wrażliwości tej oceny na odstające dane, które znacznie 

zwiększają jej wartość. Tylko centralna część rozkładu danych 
doświadczalnych odpowiada założeniu o normalnym rozkładzie 
populacji. Dla danych z tej części należy przeprowadzać uśrednia-
nie, tj. stosować metodę najmniejszych kwadratów (MNK). Bar-
dziej odporne na duże odchylenia jest podane przez Laplace'a 
kryterium modułowe MNM. Dlatego przy tworzeniu metod od-
pornych warto dokonywać "symbiozy" obu kryteriów. Dla cen-
tralnej części wartości danych można stosować metodę najmniej-
szych kwadratów, a poza granicami tego przedziału, wykorzystać 
kryterium modułowe w celu zmniejszenia wpływu danych odsta-
jących (outlierów), ale ich nie usuwać. Dla zmniejszenia czułości 
na występowanie odstających wartości danych w [5] proponuje się 
więc stosować funkcjonał 
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gdzie : )-( i  x - funkcja o postaci zależnej od parametru c.  

Dla obserwacji o odchyleniach mniejszych od cσ (gdzie σ to 
odchylenie standardowe, c  współczynnik) jest to funkcja kwa-
dratowa, a dla większych minimalizuje się moduł odchyleń 

|x| i   . Te obszary czułości metody ilustruje rys. 1. 

Wybrana w taki sposób funkcja ()
 
pozwala na mniej "ostre" 

podejście do danych odstających na wartość || > c od środka 

grupowania rozkładu danych. Stała c określa stopień odporności. 
Wartość tej stałej zależy od stopnia "zanieczyszczenia" rozkładu. 
Tak więc dla "zanieczyszczenia" 1%, c =2, a dla "zanieczyszcze-
nia" 5% c =1,4. Zwykle wybiera się c = 1,5. 

Zgodnie z tak wybranym kryterium konieczne jest zmodyfiko-
wanie pozyskanych danych, a mianowicie: 

 

 





















cˆxcˆ
,cˆxcˆ

,cˆxx
*x

i

i

ii

i

przy 

przy

przy

   (2) 

 

gdzie: }{ ixmedˆ   danych ix
 
uszeregowanych rosnąco.  

Opisana w (2) „przeróbka” danych nazywa się windsoryzacją. 
 

 
 

Rys. 1.  Względna funkcja czułości   metody odpornej. Uwaga: ()=2 dla ||  
i ()<2 |dla dużych || 

Fig. 1.  A robust method relative sensitivity function . Note: ()=2 for ||  
and ()<2 for large || 

 
Jako odporną na dane odstające ocenę środka grupowania roz-

kładu ̂  próbki wstępnie preferuje się medianę med{xi} 
Badania 

wykazały [9], że najlepszy jest środek rozstępu między trzecim 
(p=3/4) i pierwszym (p=1/4) kwartylami próbki (inter-quartile 
mid-range). Ich odległość od tego środka nazywa się odchyleniem 
ćwiartkowym [16]. 

Długość odcinka pomiędzy kwartylami wynika jednoznacznie  
z rozkładu gęstości prawdopodobieństwa przyjętego dla rozrzutu 
danych próbki. Powierzchnia pod krzywą rozkładu dla tego prze-
działu wynosi 50%. Wprowadza się bezwzględne odchylenie 
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medianowe MAD (median absolute deviation), które jest oszaco-
waniem zakresu przejścia z rozkładu pełnego do obciętego 

 
 nin MxmedMAD 

 
 
gdzie Mn= med{xi}, n - liczba elementów w próbce.  

Dla ustalenia zależności pomiędzy parametrami rozkładu PDF 
"obciętego" i przewidywanego dla całej populacji, tj. do spełnienia 
warunku skalowania, trzeba przeliczyć odchylenie standardowe 
  przy użyciu współczynnika korygującego, który wyznacza się 
z początkowego rozkładu gęstości prawdopodobieństwa: 
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Rys. 2.   Definicja rozstępu między-kwartylowego, a, b - rzędne pierwszego  

i trzeciego kwartyla 
Fig. 2.  Definition of inter-quartile mid-range, a, b – ordinates of first and  

third quartile 

W rozkładzie "nieobciętym" d=1, zaś w "obciętym" w kwarty-
lach
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gdzie: Ф(z) - znormalizowana skumulowana funkcja (CPDF) 
rozkładu normalnego. 

Z tabeli rozkładu normalnego wynika 
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Tak więc zmiana skali dla przejścia od rozkładu nieobciętego do 

obciętego wynosi: 1,483. Ocena odchylenia standardowego *s  
próbki o liczbie obserwacji n, wyznaczona na podstawie znorma-
lizowanego rozstępu pomiędzy kwartylami  
 

n
* MAD,s  4831                     (3) 

 
Różni się ona od odchylenia standardowego próbki 
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Huber [10] wykazał, że s* stanowi nieobciążoną ocenę odchyle-

nia standardowego   i będzie bardziej stabilne nawet, jeśli próbka 
zawiera do 50% odstających wartości obserwacji (outlierów). Aby 
uzyskać stabilność przy występowaniu takich danych, należy dla 
wybranej funkcji ρ wyznaczyć medianę med oryginalnego zestawu 
danych. Wartość tę przyjmuje się jako ocenę środka grupowania 
danych bardziej odporną na wartości odstające niż ich średnia. 

Następnie z (3) oblicza się *s  i po wyborze c=1,5 znajduje się 

granicę przejścia *sc  z metody najmniejszych kwadratów 

MNK do metody najmniejszego modułu MNM.  

Stosując warunki (2), otrzymuje się zmodyfikowany szereg da-

nych *
ix

 
o wartości średniej 
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Po podstawieniu *
ix  i *

ix , wyznacza się z (3) odchylenie stan-

dardowe )( *xs . Obliczoną wartość )( *xs  wykorzystuje się  
z kolei do obliczenia "nowego" stabilnego odchylenia standardo-
wego 

)(1341 ** xs,s   
 

Współczynnik 1,134 odpowiada c=1,5 dla rozkładu normalne-

go. Otrzymaną wartość *s  wykorzystuje się do obliczenia nowej 
granicy   i kontynuuje się procedurę w sposób taki, jak omówio-

no powyżej. Na podstawie  wartości
 

*
ix  i *

1ix
 

obliczonych  

w bieżącym i poprzednim kroku iteracji określa się zbieżność 

algorytmu. Procedurę powtarza się, aż zmiany *
ix  i *

is  pomiędzy 

kolejnymi krokami staną się minimalne.  
Zastosowanie metody przedstawiono na przykładzie w p. 4.2. 

 
3. Istota porównań międzylaboratoryjnych 
 

W celu sprawdzenia lub walidacji [14] danej metody pomiaro-
wej prowadzi się wspólny eksperyment, w którym uczestniczą 
wybrane laboratoria o odpowiednim przygotowaniu merytorycz-
nym. Rozkłady wyników poprawnych badań laboratoryjnych 
powinny z założenia asymptotycznie zbliżać się do rozkładu 
normalnego, ale tak nie jest i właśnie takie porównanie ujawnia 
nagminne występowanie wartości odstających. Wstępnie przyjmu-
je się, że pomiary wykonywane przez wszystkie te laboratoria 
mają jednakową powtarzalność. Jednak zdarza się w praktyce, że 
powtarzalność wyników w niektórych z nich jest z obiektywnych 
powodów gorsza niż dla pozostałych. Przy stosowaniu klasycz-
nych testów statystycznych oddziela się z danych wyniki odstające 
[10], a pozostałe służą do wyznaczenia wariancji jako oceny 
odtwarzalności. Bardzo często niektóre z tych wyników są bliskie 
wartości granicznej oddzielającej odchylenia quasi-odstające  
i odstające. Nieuwzględnienie wszystkich wyników wpływa zna-
cząco na wiarygodność oszacowania wariancji. Aby tego uniknąć, 
preferuje się stosowanie metod odpornych.  

Międzylaboratoryjne badania atestacyjne (key comparisons), 
polegają na określaniu poprawności (trueness) badanej metody [3] 
i także jej powtarzalności (repeatability) szacowanej według 
średniej dyspersji wyników otrzymanych przez laboratoria. Sta-
nowi ona obiektywną ocenę rzeczywistych technicznych i organi-
zacyjnych możliwości danego laboratorium. Według [3], dotych-
czas przy ocenie wskaźników precyzji - powtarzalności i odtwa-
rzalności (reproducibility), usuwa się odstające wartości wyników 
obserwacji za pomocą testu Grubbsa. Usunięcie „najgorszych” 
danych uzyskanych przez niektóre laboratoria idealizuje rzeczywi-
ste warunki badań i zwiększa niepewność wspólnego wyniku. 
Nieuwzględnienie odstających wyników zmniejsza wiarygodność 
statystycznych ocen dokładności, tj. powtarzalności i odtwarzal-
ności metody pomiarowej badanej w porównaniach międzylabora-
toryjnych. Jest to szczególnie istotne przy kosztownych testach  
i próbach niszczących, gdy liczba badanych obiektów i danych  
w każdej z próbek jest zwykle ograniczona. W przykładzie dwoma 
metodami odpornymi na wartości odstające wyznaczy się i po-
równa wyniki i niepewności uzyskane przez laboratoria. 
 
4. Przykład 
 

Dane liczbowe tego przykładu zaczerpnięto z [3]. W dziewię-
ciu laboratoriach przeprowadzono wspólny eksperyment polega-
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jący na pomiarach porównawczych pewnej metody badawczej w 
celu oszacowania jej dokładności. Założono wstępnie, że wiaro-
godność pomiarów wszystkich laboratoriów jest jednakowa.  
Z pomiarów w laboratoriach otrzymano n = 9 następujących 
wartości średnich xi: 

  
24,140   20,155   19,500   20,300    20,705 

17,570  20,100   20,940   21,185. 
 

Dwa podkreślone wyniki (x1 oraz x6) istotnie odstają od pozo-
stałych. Przy modelu tradycyjnym (kontaminacji) zakłada się, że 
poprawne obserwacje pochodzą tylko z rozkładu normalnego. 
Konsekwencją jest zastosowanie testu, np. Grubbsa, do znalezie-
nia wartości odstających i ich odrzucenie. Z pozostałych wyzna-
cza się wynik wspólny dla całego eksperymentu jako wartość 
średnią x =20,41 i standardowe odchylenie s = 0,50. Tak obliczo-
ne s tylko z 7-miu wartości będzie jako ocena mało wiarygodna 
statystycznie.  

Natomiast jeśli założy się, że wszystkie 9 obserwacji pochodzi  
z pojedynczego rozkładu niegaussowskiego, to logiczną konse-
kwencją jest zastosowanie algorytmu, który przy obliczaniu wyni-
ku nie usuwa żadnej z wartości danych otrzymanych w pomiarach. 
Dotyczy to dwu rozpatrywanych tu metod odpornych: o przeska-
lowanym odchyleniu medianowym MADS i iteracyjnej dwukryte-
rialnej. 
 
4.1. Obliczenie przeskalowanego odchylenia 

medianowego MADS 
 

Najprostszy sposób postępowania to:  
-  wyznaczenie ze wszystkich n= 9 danych xi mediany med  

i uznanie jej za wartość wyniku pomiaru,  
-  obliczenie odchylenia medianowego (median absolute  

deviation) MAD = 0,64 (również ze wszystkich 9. odchyleń da-
nych). 
Za standardową niepewność pomiaru s(x) można uznać prze-

skalowane odchylenie medianowe MADs  
 

s(x)  MADs =   MAD        (6) 
 

Wartość asymptotyczna =1,483 (odpowiadająca d=1,483 dla 
populacji generalnej) jest stosunkiem s(x)/MAD dla rozkładu 
normalnego w granicy n  .  

Według Zięby [16] taką odporną procedurę proponowali Randa 
(2000), Burke (2001), Müller (2001) i nieco inną Cox (2002).  
W rozdziale 5 przygotowywanej do druku książki [16] Zięba, za 
opublikowanym w Internecie preprintem Randy z 2005 r. [17], 
podał jej modyfikację, tj. by zamiast wartości asymptotycznej 
=1,483, która dla próbek o skończonej liczbie elementów n 
systematycznie zaniża wartość oceny wyniku pomiarów, stosować 
wartości (n) z tabeli 1. Dla próbki o n danych s(xn) > s(x∞). Stąd 
dla analizowanych danych otrzymuje się med=20,3; MAD = 0,64 
oraz 

s(x∞)  1,4830,64 = 0,95 
s(xn)   (n)MAD = 1,6330,64 = 1,045. 

 
Tab. 1.  Wartości mnożnika  dla prób losowych o liczebności n, [17] 
Tab. 1.  Values of coefficient   for random samples of n elements [17] 
 

 
 

4.2. Obliczenia oceny metodą dwukryterialną 
 

W kolumnie „0” tabeli 2 podano w porządku rosnącym wyniki 
pomiarów poszczególnych i = (1, … 9) laboratoriów jako dane 

*
ix (0)  stanu początkowego iteracji. Kolumny 1 – 4 zawierają ko-

lejno dane następnych kroków iteracji. 
 

Tab. 2.  Przykład obliczeń odpornego wyniku pomiarów 
Tab. 2.  Example of calculation of the robust measurement result 
 

Nr iteracji j  0 1 2 3 4 

j  
 1,424 1,478 1,514 1,539 

j
*
jx   

j
*
jx   

 
18,876 
  
21,724 

18,909 
  
21,865 

18,893 
  
21,921 

18,872 
  
21,950 

)(*
1 jx  17,570 18,876 18,909 18,893 18,872 

)(*
2 jx  19,500 

)(*
3 jx  20,100 

)(*
4 jx  20,155 

)(*
5 jx  20,300 

)(*
6 jx  20,705 

)(*
7 jx  20,940 

)(*
8 jx  21,185 

)(*
9 jx  24,140 21,724 21,865 21,921 21,950 

Średnia 
*
jx  20,511 20,387 20,407 20,411 20,412 

SD 
*
js    1,727   0,869   0,890   0,905   0,916 

    nowe *
jx 1  20,300 20,387  20,407  20,411  20,412  

    nowe *
js 1     0,949   0,985   1,009   1,026   1,039 

 
Dla danych początkowych oblicza się:  

wartość średnią 

 




9

1
(0)0 51120

1

i
i

* ,x
n

x  

 
i z (4) odchylenie standardowe SD próbki 
 

7271
1

1 9

1

2
0(0)0 ,)xx(

n
s

i

**
i

* 


 


 
 

gdzie: *
ix (0)  - dane z kolumny "0" tabeli 2. 

Jako początkowe (dla surowych danych *
ix (0) ) oszacowanie 

położenia centrum grupowania populacji przyjmuje się medianę 

30020)( (0)5(0)0 ,xxmedx **
i

*   i z (3)  

 





  **

i
* xxmed,s 0(0)1 4831

 
 

gdzie: seria różnic **
i xx 0(0)   przyjmuje wartości:  

 
2,73   0,80   0,20   0,145   0   0,405   0,640  0,889   3,84. 

 

Otrzymuje się 9490640048311 ,,,s*   i następnie  

 

n  (n) n  (n) n  (n) 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1,773 
2.206 
2.019 
1,800 
1,764 
1,686 
1,671 
1,633 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
20 
25 

1,626 
1,602 
1,596 
1,581 
1,577 
1,566 
1,544 
1,530 

50 
100 
1000 
2000 

. 

. 
 

1,507 
1,494 
1,484 
1,483 

. 

. 
1,483 
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424,1949,05,15,1 *
11  s  

 
które określa granice dla odchyleń przy przejściu od metody  
o najmniejszej sumie kwadratów MNK do metody najmniejszego 
modułu MNM:  

8761842413002010 ,,,x* 
 

7242142413002010 ,,,x* 
 

 

Ponieważ ,xx ** )( 10(0)1 
 

,xx ** )( 10(0)9 
 

to wartości 

*x )0(1 , *x )0(9 wykraczają poza te progi i w kolumnie 1  danym
 

** x,x )1(9)1(1  
przypisuje się wartości progów, tj.

 
87618(1)1 ,x*  ,   

72421(1)9 ,x*  , a pozostałe dane 
** xx (0)2)1(2  ,… ** xx (0)8(1)8   nie 

zmieniają się.  
Po podobnych jak poprzednio obliczeniach otrzymuje się: war-

tość średnią 



9

1
(1)1 38730

1

i
i

* ;,x
n

x  i odchylenie standardowe 

.,s* 86901   Do ich obliczenia użyto wartości *
ix (1)  pobrane  

z kolumny "1". Centrum grupowania rozkładu będzie teraz 

.,xx ** 3873011   

Następnie wyznacza się  nową wartość 
 

9850)(
1

1
1341

9

1

2
1(1)2 ,xx

n
,s

i

**
i

* 


 
  

 

gdzie: .,xxmed **
i 66401(1) 





 

 
Górna i dolna granice wynoszą odpowiednio 
 

9091821 ,x* 
 
 i  ,,x* 8652121 

 
 

gdzie: .,,,s, * 478198505151 22   

W drugim etapie iteracji otrzymuje się wartości zmodyfikowa-
ne: 

9091821(2)1 ,xx **    

.,xx ** 8652121(2)9  
 

 

Wprowadza się zmienione dane *x (2)1  i *x (2)9  
do kolumny 2  

i wraz z niezmodyfikowanymi danymi *
ix (0)  (i = 2, ... 8) stosuje 

się je w drugim etapie iteracji. Wyniki obliczeń umieszcza się  
w kolejnej kolumnie 3 i dalej realizuje się ten sam algorytm jak 
poprzednio. Wartości średnie dla kroku czwartego i piątego, tj. 

411204 ,x* 
 i 412205 ,x*   praktycznie nie różnią się. Przy tym 

odporne oceny odchylenia standardowego *
is wartości średniej 

 
pomiarów uzyskanych w laboratoriach są też zbliżone, tj. 

02614 ,s*   i .,s* 03915   
 
4.3. Porównanie wyników obliczeń 
 

Przy tradycyjnym podejściu, tj. zidentyfikowaniu wartości od-
stających (outlierów) za pomocą kryterium Grabbsa i wyelimino-
waniu z dalszego przetworzenia wyników krańcowych 

570,17*
)0(1 x  i 140,24*

)0(9 x , dla n=7 otrzymuje się średnią 

wartość m=20,4. W tym przypadku bierze się pod uwagę wyniki 
tylko z n=7 laboratoriów i oszacowane z nich odchylenie standar-
dowe próbki 5010,s  . Niepewność wspólnych badań będzie 
mniej wiarygodna, gdyż według dodatku E.1 do GUM [1, 2] ma 

ona większe własne odchylenie standardowe niż odchylenie *s
 

wyznaczone metodami odpornymi dla n=9. 
Wartości centrum grupowania danych otrzymane w punktach 

4.1 i 4.2 dla obu metod odpornych są zbieżne dlatego, że oceniano 
dane i dokładność wyników tego samego badania. Ich niepewno-
ści różnią się tylko o 9%, ale ponieważ dla próbki o 9 danych 

dokładność oceny jest około )1(21 n =25%, to zbieżność obu 

metod odpornych jest w praktyce niemal całkowita. Korzystając z 

metody dwukryterialnej uzyskuje się 0391,s*  >s, dobrze odpo-

wiadające rzeczywistej dyspersji wartości otrzymanych wyników 
badań. Po usunięciu dwu krańcowych wyników początkowych

 *x (0)1  i *x (0)9  otrzymano mniejszą wartość s. Odbiega to od rze-

czywistości, gdyż idealizuje się pomiar, zakładając, że dane eks-
perymentalne należą do populacji generalnej o rozkładzie normal-
nym. 

Dla potwierdzenia tej tezy można rozpatrzyć prosty przykład  
o symulowanych danych pomiarowych pobranych z populacji  
o rozkładzie normalnym o wartości średniej m=75,238  
i odchyleniu standardowym  =13,475. Próbka zawierała 
następujące wartości: 

 
75,3  76,0  76,3  102,1 

 
Przy zastosowaniu kryterium Grabbsa największa wartość 

102,1 została by uznana jako odstająca, chociaż w rzeczywistości 
m+2=102,201. Z odchylenia medianowego MADS otrzyma się 
estymator s(x) =1,0095 daleko odbiegający od rzeczywistej warto-
ści odchylenia standardowego  =13,475. 

Natomiast stosując omówiony algorytm iteracyjny otrzyma się 

wartość 8821428 ,s*   dużo bliższą rzeczywistemu   i bardziej 

wiarygodnie opisującą możliwy rozrzut wartości obserwacji po-
miarowych. Warto zaznaczyć, iż otrzymano ją dopiero aż po 28 
iteracjach. Nie stanowi to jednak problemu dla współczesnej 
techniki obliczeniowej. 
 
5. Podsumowanie 
 

Metoda przeskalowanego odchylenia medianowego z p. 4.1 jest 
bardzo prosta, ale nie daje poprawnych rezultatów, gdy wartość 
odstająca daleko odbiega od grupy pozostałych danych. Uwidacz-
nia się to szczególnie dla mało licznych próbek. 

Metoda dwukryterialna z p. 4.2 ma bardziej skomplikowany, 
lecz łatwy do zautomatyzowania algorytm. Dzięki wprowadzeniu 
progu ±c zmniejszającego czułość na dane odstające, ukierun-
kowana jest głównie na wyznaczenie odpornej oceny niepewności. 

Przeprowadzona w p. 4.2 analiza wykazała przydatność zasto-
sowania rozważanej odpornej metody dwukryterialnej do wyzna-
czania parametrów statystycznych próbek o małej liczbie danych, 
gdy pobrane są one z populacji generalnej o założonym rozkładzie 
normalnym, ale zawierają wyniki istotnie odstające od pozosta-
łych. Pozwala ona ocenić obiektywnie wartość wyniku i dokład-
ność metody badań. 

Występujące w przykładzie różnice pomiędzy statystycznymi 
ocenami dokładności metody pomiaru wyznaczonymi przez po-
szczególne laboratoria i niepewnością wyniku całego międzylabo-
ratoryjnego eksperymentu można wykorzystać jako podstawę 
obiektywnej analizy rzeczywistego stanu organizacji procesu 
badań i sposobu prowadzania działalności w tych dwu laborato-
riach, które miały wyniki odstające.  
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