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Streszczenie

Przedstawiona praca dotyczy modelowania wiasciwosci dynamicznych
systemu naczyn krwiono$nych. W pracy wykorzystuje si¢ uzyskana ekspe-
rymentalnie transmitancj¢ fragmentu systemu naczyn krwiono$nych
znajdujacego si¢ pomigdzy stawem lokciowym i nadgarstkiem. W artykule
rozwaza si¢ dwa modele podatnej tetnicy, ktore sa badane w aspekcie
dopasowania do danych uzyskanych do$wiadczalnie. Do dalszych prac
zostaje wybrany model charakteryzujacy si¢ duzym stopniem dopasowania
do danych eksperymentalnych, uwzgledniajacy rzeczywiste zachowanie
cieczy w odksztalconej podatnie tetnicy.

Stowa kluczowe: naczynia krwiono$ne, wlasciwosci dynamiczne, transmi-
tancja, odpowiedz skokowa, fala uderzeniowa, model fizyczny.

Investigations of a model of the blood
vessel part

Abstract

The paper concerns the modeling of dynamic specificity of blood vessel.
The simple physical models of blood vessel part were investigated. In the
experiments a PPG signal was used. The optoelectronic sensors were
installed on a wrist and forearm. After the acquisition, the obtained
samples of the PPG signal were identified by the RLS method. As a result
of the experiments the transfer function of the investigated blood vessel
part was obtained. This transmittance is described with Eq. (4), and its step
response is shown in Fig. 2. In the work two physical models are considered.
The structures of these models are shown in Figs.l1 and 3. The first one
uses the phenomenon of suppressed oscillations, while the second one - the
phenomenon of impact of the liquid wave. The transfer functions of the
models are described by Egs. (6) and (13), respectively. In the study
compatibility between the obtained transfer function and the physical
models was verified. The transfer function of blood vessel and the transfer
functions of physical models were compared. Their step responses were
compared, too. Finally, the correspondence between the second physical
model and the transmittance of the blood vessel part was experimentally
proved.

Keywords: blond vessel, dynamic specificity, transfer function, step
response, impact wave, physical model.

1. Wprowadzenie

Sprezystos¢ naczyn krwiono$nych, a w szczegdlnosci tetnic na-
lezacych do tzw. powietrzni (m.in. aorta i bezposrednie jej rozga-
Iezienia) ma istotne znaczenie dla poprawnej pracy uktadu krwio-
nosnego. Przede wszystkim umozliwia utrzymanie ciaglego
i jednokierunkowego przeplywu krwi w uktadzie krwiono$nym
pomimo, Ze jest ona dostarczana do obiegu tg¢tniczego w sposob
okresowy.

Podczas skurczu serca dochodzi do zamiany energii kinetycznej
krwi, wyplywajacej z duza predkoscia z lewej komory serca, na
energi¢ potencjalng sprezystosci kumulujaca sie w rozciagnigtych
$cianach naczyn krwiono$nych powietrzni. Po jego zakonczeniu
i zamknigciu zastawki lewej komory serca, $ciany naczyn krwio-
nos$nych powietrzni powracaja do pierwotnych rozmiaréw wtta-

czajac krew do dalszych tetnic uktadu krwiono$nego, podtrzymu-
jac ciaglos¢ przeptywu pomimo zaniku wymuszenia.

Do ilo$ciowej oceny sprezystosci Scian naczyn krwiono$nych
wykorzystuje si¢ wspotczynnik sprezystosci objetosciowej bedacy
analogig dla modulu Younga wykorzystywanego w systemach
mechaniki. Jest on definiowany jako przyrost cisnienia we-
wnatrznaczyniowego spowodowany przyrostem jego objetosci,
i dany zalezno$cia

E=—" (1)

Dla naczyn krwiono$nych powietrzni charakteryzujacych sie
najwicksza sprezystoscia warto$¢ wspolczynnika sprezystosci
okre$lana jest na ok. 177 Pa/m’. Dla calego uktadu tetniczego jest
ona szacowana na poziomie ok. 133 Pa/m".

Jedng z najpowazniejszych chordb uktadu krazenia jest miaz-
dzyca. Polega ona na osadzaniu na wewngtrznych $Sciankach tgtnic
cholesterolu majacego posta¢ blaszek miazdzycowych [1]. Ten
proces prowadzi do zmniejszenia pola przekroju poprzecznego
naczynia krwiono$nego, wywotujac tym samym wzrost oporow
przeptywu. Blaszka miazdzycowa ulega nastgpnie zwapnieniu co
z kolei prowadzi do utwardzenia si¢ warstwy osadu. W konse-
kwencji oprocz zwigkszenia oporéw przeplywu zmniejsza si¢
sprezystos¢ naczyn krwionosnych. Badanie tego parametru moze
wigc zosta¢ wykorzystane do oceny stopnia zaawansowania miaz-
dzycy.

2. Badanie wiasciwosci dynamicznych
naczyn krwionosnych

W badaniach wlasciwosci dynamicznych naczyn krwionosnych
wykorzystuje si¢ sygnat fotopletyzmograficzny. Zawiera on in-
formacje o ilosci krwi w naczyniach krwiono$nych poddawanych
transiluminacji $wiattem w pasmie podczerwieni o dlugosci
940nm. Do jego najwazniejszych zastosowan naleza wyznaczanie
1 monitorowanie saturacji tlenowej krwi. Jednak nieinwazyjny
i relatywnie nieskomplikowany sposob pozyskiwania sygnatu
fotopletyzmograficznego [2] sktaniaja do poszukiwania jego
nowych zastosowan diagnostycznych.

Na rys. 1 pokazano przykladowy przebieg sygnatu fotoplety-
zmograficznego.
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Rys. 1. Sygnat fotopletyzmograficzny
Fig. 1.  The photoplethysmographic signal (PPG)

Jego najbardziej charakterystycznym elementem jest tzw. wcigcie
dykrotyczne, oznaczone na rysunku symbolem ,,D”, ktore identy-
fikuje oscylacje towarzyszace powstawaniu sygnatu fotoplety-
zmograficznego. Uzasadnia to probe wykorzystania tego sygnatu
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do identyfikacji zjawisk o charakterze dynamicznym zachodza-

cych w przeplywajacej krwi, $wiadczacych o interakcjach pomig-

dzy krwig i $ciankami naczyn krwiono$nych.
Badanie wlasciwosci dynamicznych naczyn krwiono$nych
sktada si¢ z trzech etapow:

a) akwizycji sygnatéw i wyznaczenia transmitancji (funkcji przej-
$cia) stanowiacej empiryczny model matematyczny badanego
fragmentu uktadu krwionosnego,

b) sformutowania modelu fizycznego badanego fragmentu uktadu
krwiono$nego,

¢) parametryzacji wspotczynnikow modelu fizycznego.
Przeprowadzone dotychczas prace eksperymentalne opisane

w [3] koncentrowaly si¢ na akwizycji i wstepnym kondycjonowa-

niu sygnatow z dwodch optoelektronicznych czujnikéw odbicio-

wych umieszczonych w okolicach stawu tokciowego i nadgarstka.

Zarejestrowane przebiegi sygnatu fotopletyzmograficznego, sta-

nowigce wejsciowy i wyjsciowy sygnat badanego systemu dyna-

micznego poddawano identyfikacji parametrycznej metoda RLS,
otrzymujac empiryczny model matematyczny. Jedna z uzyskanych

w ten sposob transmitancji dana jest zalezno$cia

0,0053z7" —0,0054z 2

G(z) =0,2857 - : .
1-1,94082" +0,94452"

@

Pierwsza jej sktadowa jest stalg i nie wnosi istotnych informacji.
W dalszych badaniach podjgto probg sformutowania modelu
fizycznego drugiej sktadowej, ktora dana jest zaleznos$cia

Ly —0.0053z7" +0,0054z 7

3
1-1,9408z " +0,9445z 2

Celem przeprowadzonych prac bylo uzyskanie modelu fizycznego
o mozliwie najprostszej strukturze, z uwagi na to, ze empiryczny
model matematyczny byl opisany transmitancja 2-go rzedu.
W warstwie obliczeniowej wykorzystano réwnania Lagrange’a
oraz znane analogie pomiedzy ukladami mechanicznymi, elek-
trycznymi i hydraulicznymi [4].

Poniewaz opisywane zjawiska fizyczne miaty charakter ciagly
transmitancj¢ dyskretna (3) poddano transformacji biliniowej [5]
uzyskujac zaleznosc¢

—0,5508s +1,0295
G(s)=— - “
52 4571385 +38,023

3. Wykorzystanie modelu ttumionych drgan
harmonicznych

Poczatkowo uwazano, ze sprezysto$¢é naczyn krwiono$nych
mozna modelowac przy uzyciu komory hydraulicznej o przekroju
kotowym pokazanej na rys. 2, do ktérej w wyniku wzrostu cisnie-
nia zewngtrznego naptywa pewna, niewielka ilo$¢ krwi.
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Rys. 2. Model podatnej tetnicy
Fig.2.  The model of artery susceptibility

Dla ufatwienia obliczen przyjeto ponadto, ze pod wplywem
wzrostu ci$nienia wewnetrznego zmienia si¢ dtugos¢ komory
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natomiast jej $rednica wewngetrzna pozostaje stata. Oznacza to, ze
zmiana objetosci komory jest proporcjonalna do jej wydtuzenia.
W przeprowadzonych rozwazaniach pominigto takze wplyw
scisliwoscei krwi.

Do wyznaczenia opisu matematycznego modelu, wykorzystano
twierdzenie o pochodnej geometrycznej momentu pedu [6]. Po-
zwolilo to na uwzglednienie zmienno$ci masy krwi oznaczonej
jako m, pokonujacej wewnatrz pulsujacej komory opory ruchu
o wspodtczynniku sprezystosci k. Uzyskany w ten sposob model
matematyczny, majacy posta¢ nieliniowego rownania rézniczko-
wego danego zaleznoscia

2 2
m xﬂ+ 3 +bﬂ+kx=0 Q)
dr? dt dt

byt przedmiotem doktadnej analizy w pracy [7].

Wyznaczonego réwnania rozniczkowego nie udalo si¢ jednak
rozwigza¢ znanymi metodami, co z duzym prawdopodobienstwem
oznacza, ze nie posiada ono rozwigzania w postaci zaleznoSci
funkcyjnej. Poniewaz jednak przebieg tego rozwigzania w funkcji
czasu byl znany, probowano przewidywac jego postaé analitycz-
na, do ktorej numerycznie dopasowywano dane eksperymentalne.
Przeprowadzone prace nie przyniosly jednak spodziewanych
rezultatdw poniewaz uzyskiwane rozwigzania charakteryzowaty
si¢ niewielka korelacja z danymi eksperymentalnymi.

Przyczyna nieliniowosci rownania (5) byt sktadnik zwiazany ze
zmienno$cig masy znajdujacej si¢ wewnatrz pulsujacej komory.
Jego istnienie nawigzuje do rzeczywistego przebiegu badanego
zjawiska i zarazem spelnia obowiazujaca w ukladach przeptywo-
wych zasad¢ ciaglosci przeplywu [8]. Poniewaz jednak jest to
jedyny sktadnik wprowadzajacy nieliniowos$¢ rozwazano potrzebe
jego wprowadzenia.

Uzyskany doswiadczalnie model jest liniowy, pomimo iz rze-
czywisto$§¢ mechaniki ptynéw jest z definicji nieliniowa. Nie
mozna jednak wykluczy¢, Zze charakterystyka statyczna wigzaca
zmiany objetosci badanej tetnicy ze zmianami ci$nienia tetniczego
daje si¢ aproksymowac linig prosta. Wobec liniowosci modelu
eksperymentalnego, sens wprowadzenia czynnika nieliniowego
wydaje si¢ watpliwy.

W grupie tzw. t¢tnic umig$nionych stosunek ich promienia we-
wnetrznego do grubos$ci $cianki zmienia si¢ od wartosci 3:1 przy
minimalnej warto$ci ci$nienia do warto$ci 5:1 przy ci$nieniu
maksymalnym. Jezeli przyja¢, ze zewnetrzna $rednica tetnicy
wynosi 4 mm, to przyrost masy na odcinku pomigdzy czujnikami,
wynoszacym ok. 300 mm, wynosi tylko ok. 0,5 g co stanowi
niecale 25% masy krwi w badanym fragmencie t¢tnicy. Biorac
ponadto pod uwagg, ze tylko czgs¢ z 25% przyrostu masy bierze
udziat w oddziatywaniach dynamicznych, rezygnacja z uwzgled-
niania zmiennosci masy wydaje si¢ uzasadniona tym bardzie;.

Ostatecznie, po rezygnacji z uwzgledniania zmienno$ci masy,
uzyskano transmitancj¢ dana zalezno$cia

1

G(s)=—s+—
ms? +bs+k

(6)

wykorzystywana czgsto jako ogoélny model tlumionych drgan
harmonicznych. Poréwnujac ja z transmitancja uzyskana ekspe-
rymentalnie stwierdzono ostatecznie, ze istotne réznice wynikaja-
ce z postaci licznikow obu transmitancji dyskwalifikujg strukture
modelu fizycznego pokazang na rys. 2.

4. Koncepcja modelu z ,,nieruchoma cieczg”

Poszukiwany model powinien spelnia¢ dwa kryteria: liniowos$¢
oraz podobienstwo wlasciwosci dynamicznych. Wymaga to zwro-
cenia szczegélnej uwagi na charakter zjawisk, ktore opisuje
transmitancja uzyskana eksperymentalnie.
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Zaprezentowany na rys. 3 przebieg jej odpowiedzi skokowe;j,
wyznaczonej w programie MathCadll oznacza, ze zwickszenie
predkosci przeptywu, towarzyszace skokowemu wzrostowi ci-
$nienia wewnatrznaczyniowego oznaczonego jako P,, powoduje
ruch czesci cieczy w kierunku przeciwnym, co wydaje si¢ do$¢
dziwne.
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Rys. 3. Odpowiedz skokowa transmitancji fragmentu naczyn krwiono$nych
Fig. 3. The step response of the blood vessel part transfer function

Transmitancja, dana zaleznoscia (4) reprezentuje system dyna-
miczny 2-go rzedu. Jego zachowanie mozna wigc badaé przy
pomocy prostych analogii mechanicznych: masy oraz ttumienia
i sprezystosci reprezentujacych odpowiednio opory przeptywu
i podatno$¢ naczyn krwionosnych. Jednak pomimo przeprowa-
dzonych licznych prob nie udato si¢ tak skonfigurowac trzech
wymienionych elementdéw, aby ich transmitancja miata poszuki-
wang postac.

Poszukujac modelu ,,dopasowanego” do transmitancji uzyska-
nej eksperymentalnie zauwazono, ze w uktadach hydraulicznych,
w pewnych okreslonych sytuacjach, moze dochodzi¢ do ruchu
cieczy w kierunku przeciwnym do kierunku przeptywu wymuszo-
nego przez warunki zewnetrzne. Zjawisko to nosi nazwe fali
uderzeniowej, ktoéra powstaje w gwaltownie zatrzymywanej cie-
czy (np. nagle zamknigcie zaworu) [9]. Ciecz zgromadzona
w przewodzie nie potrafi zatrzymaé si¢ jednoczesnie. W chwili
zamknigcia zaworu zatrzymuje si¢ pierwsza ,,umowna” warstwa
cieczy znajdujaca si¢ na koncu przewodu, w poblizu zaworu.
Jakkolwiek jej predkos¢ wzgledem przewodu jest zerowa, to
wskutek bezwtadnos$ci rozcigga podatny przewdd poruszajac si¢
razem z nim. W ten sam sposob zatrzymuja si¢ kolejne umowne
warstwy do momentu gdy energia kinetyczna poruszajacej si¢
masy nie zostanie catkowicie zamieniona na energi¢ potencjalna,
skumulowang w sprezystosci $cian przewodu, i na ciepto powsta-
jace wskutek tarcia wewnatrz cieczy (lepko$¢). Granica obszaru
nieruchome;j i ptynacej jeszcze cieczy nazywa si¢ falg uderzenio-
w3 1 porusza si¢ ona od miejsca, w ktorym przeplyw zostat za-
trzymany w kierunku przeciwnym do kierunku przeptywu cieczy.
Uwzgledniajac fakt powstawania obszaru ,,nieruchomej cieczy”,
zaznaczonego kolorem ciemnoszarym, badano wlasciwosci dyna-
miczne modelu pokazanego na rys. 4.

Rys. 4. Model podatnej tetnicy ,,z nieruchomg cieczg”
Fig. 4. The model of artery susceptibility with “immovable liquid”

W rozwazanym modelu X i y sg wspotrzednymi obu koncow
obszaru wyhamowanej cieczy. Warto$¢ wspodtrzednej x wyraza
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jednoczes$nie zmiang wymiardow zewngtrznych przewodu. Roznica
warto$ci X-y wyraza natomiast wielko$¢ odksztalcenia sprezyste-
go. Analiza przedstawionego modelu przeprowadzona metoda
rownan Lagrange'a prowadzi do ukladu réwnan rézniczkowych
jednorodnych danego zaleznos$cia

{m)'c' +k(x-y)

by —k(x-y)

0
7
0 (N

Po jego rozwiazaniu metoda przeksztalcenia Laplace’a, przy
zatozeniu zerowych warunkéw poczatkowych, otrzymuje si¢
transmitancje dane zalezno$ciami

X()=—25E o) ®)
s\bms® + kms + kb
Y(s) = x(5) = —— o0 ©
bs+k s(bms* + kms + kb)

Wymuszeniem dla badanego systemu jest tzw. przeptyw ¢(?),
powstajacy w chwili skokowego wzrostu ci$nienia wewnatrzna-
czyniowego oznaczonego na rys. 4 symbolem P,. Wyraza on
objetos¢ krwi vi(f) wpltywajaca do podatnego przewodu w jedno-
stce czasu, co prezentuje zalezno$é

d
q(t)=zv1 Q) (10)

Uwzgledniajagc ponadto, ze zmiana objetosci przewodu dana
zaleznoscia

v, (1) = 7R x(1) (11)

jest proporcjonalna tylko do jego wydluzenia, uzyskuje si¢ osta-
tecznie transmitancj¢ dang zaleznoscia

Vz(s):mk—mel(s) (12)

w ktorej sygnaty wymuszenia i odpowiedzi maja wymiar objgtosci
(ilosci) czynnika.

Gdyby wiec w liczniku transmitancji uzyskanej eksperymental-
nie (4) nie wystgpowat znak minus, reprezentowataby ona model
fizyczny pokazany na rys. 4, majac postac¢ dang zalezno$cia

1,02
G(s) = . 0,5508s +1,0295 (13)
s +5,7138s +38,0923

5. Transmitancja fali uderzeniowej

Badajac relacje zachodzace miedzy obiema transmitancjami
wyznaczono ich odpowiedzi skokowe, ktore pokazano na rys. 5.

Odpowiedz transmitancji eksperymentalnej (4) zaznaczono linig
kropkowana, a odpowiedz systemu o transmitancji ze zmienionym
znakiem (13), zaznaczono linig ciagla. Jak wida¢ obie odpowiedzi
skokowe charakteryzuje ta sama warto$¢ koncowa.

Na rys. 6 pokazano natomiast sktadowe odpowiedzi skokowych
obu transmitancji. Dwie z nich bedace odpowiedzia na pochodna
sygnatu wejsciowego tworza tzw. fale stojaca
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Rys. 5. Odpowiedzi skokowe transmitancji
Fig. 5. The step responses of transfer functions
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Rys. 6. Sktadowe odpowiedzi skokowych
Fig. 6. The components of step responses

Trzeci przebieg narysowany linia przerywang pokazuje ruch
konca obszaru zatrzymanej cieczy, ktory w rownaniu rézniczko-
wym (7) oznaczony jest jako y(f).

Zbiezna warto$¢ koncowa i istnienie fali stojacej oznacza, ze
badane transmitancje opisuja ten sam system dynamiczny, przy
czym jest on obserwowany z roznych uktadow odniesienia.

Transmitancja modelu pokazanego na rys. 4 reprezentuje prze-
biegi charakterystycznych punktow modelu oznaczonych jako
x(?) 1 y(t) wzgledem zewngtrznego uktadu odniesienia.

Transmitancja modelu eksperymentalnego reprezentuje nato-
miast przebiegi tych samych punktéw w uktadzie odniesienia,
ktory porusza si¢ razem z koncem odksztalcanego przewodu
1 stanowi model matematyczny fali uderzeniowe;.

6. Podsumowanie

Przeprowadzone analizy pozwalaja stwierdzi¢, ze zjawiska dy-
namiczne zachodzace w podatnej t¢tnicy moga zostaé opisane
przy uzyciu dwoéch komplementarnych modeli matematycznych,
ktorych transmitancja jest dang zalezno$cia

Gs) = —m_bm_ (14)

Gdy w liczniku transmitancji wystepuje znak minus stanowi ona
model matematyczny fali uderzeniowej, ktéra powstaje w od-
ksztalconej tetnicy, stajac si¢ sktadowa sygnatu fotopletyzmogra-
ficznego. W przypadku przeciwnym uzyskana transmitancja jest
matematycznym modelem sprezystosci tetnicy, a uzyskanie empi-
rycznego modelu matematycznego o takiej postaci wymaga akwi-
zycji sygnatu pletyzmograficznego.

Sygnat fotopletyzmograficzny, ktoéry wykorzystywano w bada-
niach, zawiera informacj¢ o ilosci krwi w naczyniu krwiono$nym
poddawanym transiluminacji. Jakkolwiek ma ona wymiar objeto-
Sci to jednak proba przypisania jej konkretnego ksztattu geome-

trycznego moze prowadzi¢ do istotnych btedoéw interpretacyjnych,
poniewaz komponenty przebiegu fotopletyzmograficznego moga
zostaé zinterpretowane jako przebiegi odpowiedzi naczyn krwio-
no$nych na zmiany ci$nienia wewnatrznaczyniowego. Ich trans-
mitancje nie daja si¢ jednak dopasowa¢ do ,,modelu spr¢zystosci”,
co wykazano na przyktadzie analizowanych danych eksperymen-
talnych.

Celem przeprowadzonych badan byta analiza zjawisk fizycz-
nych zachodzacych w badanym fragmencie naczyn krwionos$nych.
Poniewaz w badaniach nie dokonywano oceny ilosciowej, realizu-
jac konwersje transmitancji dyskretnej (3) do postaci transmitan-
cji ciaglej (4) nie uwzgledniono tzw. nieliniowego odwzorowania
osi czgstotliwosci.

Na rys. 7 pokazano odpowiedzi skokowe transmitancji dyskret-
nej i ciaglej przy czym pierwsza z nich narysowano linig ciagla
natomiast drugg linig kropkowana.
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Rys. 7. Odpowiedzi skokowe transmitancji danych zalezno$ciami (3) i (4)
Fig. 7. The step responses of transfer function described with Egs. (3) and (4 )

Poréwnujac oba przebiegi mozna stwierdzi¢, ze niezaleznie od
widocznych réznic reprezentujg one system fizyczny o identycz-
nych wlasciwosciach dynamicznych, co jest wystarczajace ze
wzgledu na charakter przeprowadzonych badan.
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