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Streszczenie

W artykule zaproponowano graficzng forme¢ prezentacji wynikow regresji
logistycznej, zastosowanej dla dwustanowej zmiennej zaleznej i dwoch
numerycznych zmiennych pomiarowych. Przed wyznaczeniem wspot-
czynnikow regresji jedna z tych zmiennych zostata poddana transformacji
z wykorzystaniem logarytmu o podstawie 2. Opisano sposob przeprowa-
dzenia odpowiednich obliczen i zaprezentowano przyktadowe wyniki,
bazujac na wynikach badania klinicznego (dla N=47 pacjentow) stgzen
interleukiny 6 w surowicy dzieci poddawanych zabiegom kardiochirur-
gicznym w krazeniu pozaustrojowym, narazonych na ryzyko wystapienia
ostrego uszkodzenia nerek (OUSzN). Metoda pozwala na szybka identyfi-
kacje ryzyka i podjecie wlasciwych dziatan terapeutycznych, w tym —
terapii nerkozastepczej.

Stowa kluczowe: regresja logistyczna, logit, szansa, nomogram, interleu-
kina 6 w surowicy, ostre uszkodzenie nerek.

Graphical interpretation of logistic regression
results for clinical investigation with
binomial output variable

Abstract

In the paper there are proposed nomograms being graphical presentation of
logistic regression results. Such graphs depict the probability and odds
functions of the considered feature in a readable form. The investigated
particular case is suited for the binomial output variable and two numerical
input variables. The suggested presentation form has been selected with
focus on clinical personnel accustomed to such form of data presentation.
After introductory explanation of the logistic regression essentials with
emphasis on the Gaussian-based distribution, there are presented assumption
and resulting - alternative model formulation supported by the simulation
experiment results, basing on the clinically collected data from 47 patients
suspected to experience acute kidney injury (AKI) diagnosed accordingly
to interleukin 6 serum concentration. The interpretation of unit selection
for each input variable is shortly discussed along with the consequences of
possible logarithmic transformation. The presented method allows for
either quick, graphical, bedside risk identification and mapping of
lifethreating condition or early introduction of renal replacement therapy.

Keywords: logistic regression, logit, odds, nomogram., urine interleukin 6
concentration, acute kidney injury.

1. Wprowadzenie

Klasyczne rownanie regresji liniowej, modelujace za pomoca
rownania liniowego wiazacego jedna lub wigcej, na przyktad N,
zmiennych wyjasniajacych x z pojedyncza zazwyczaj zmienng
zalezng v

V=ag+axg+azxy +...+tayxy, (1)

stanowi jedno z podstawowych narzgdzi opisujacych zalezno$ci
miedzy zmiennymi numerycznymi w badaniach statystycznych
realizowanych dla danych medycznych [5, 7, 8, 9]. Na podstawie
zbioru wynikow pomiarowych wyznaczane s3 wspolczynniki
réwnania, przy zatozeniu minimalizowania btedu modelu okreslo-
nego jako btad $redniokwadratowy. Zadanie to mozna rozwigzad
wykorzystujac zapis macierzowy, gdzie rozwigzanie uktadu réw-
nan, ktérych liczba znacznie przewyzsza liczb¢ wyznaczanych
wspotczynnikow, czyli niewiadomych, mozna zrealizowa¢ wyko-
rzystujac macierz pseudoodwrotng [6]. Mozna wykaza¢, ze roz-
wigzanie takie zapewnia minimalizacj¢ podanego typu bledu.

Stosunkowo czesto zachodzi jednak konieczno$¢ zaproponowa-
nia modelu dla zalezno$ci, gdy zmienna zalezna jest dyskretna,
w szczegolnosci dwustanowa. Przyktadowo dla konkretnego pacjen-
ta zachodzi albo wystgpowanie okreslonego objawu/choroby, albo
brak tego objawu/choroby. Jest to cecha, ktdéra mozna przyjmowac
umowne wartosci 0 lub 1. W przypadku, gdy zbior rozwazanych
pacjentow posiada ponadto pewne przypisane cechy, opisane
numeryczne, jak na przyklad: wzrost, mase ciata, wiek, dawke
przyjetego leku, czy stezenie wybranej substancji markerowe;j,
w doniesieniach literaturowych [1, 2, 3] stosuje si¢ model regresji
logistycznej [5, 7, 8, 9], w ktorym zmienng zalezng jest prawdo-
podobienstwo wystapienia badanej cechy u pacjenta o okreslonym
zestawie warto$ci zmierzonych parametroéw niezaleznych

In =b0 +b1x1+b2x2 +...+bNxN, (2)

Wyznaczanie wspotczynnikoéw b realizowane jest w tym przypad-
ku poprzez maksymalizowanie wartosci funkcji wiarygodnosci.
Zadanie to moze by¢ realizowane za pomoca specjalizowanych
pakietow, jak na przyktad Statistica [11], czy Matlab [10]. Istot-
nym zalozeniem, ktorego spelnienia w praktyce nie zawsze mo-
zemy by¢ pewni, jest by zmienne wyjasniajace posiadaty rozktady
normalne. W przypadku, gdy potrafimy zaproponowa¢ odpowied-
nig transformacj¢, zmieniajacg rozktad danej zmiennej w rozktad
normalny, to nalezy ja zastosowac. Taka transformacja moze by¢
na przyktad funkcja logarytmu.

Model regresji logistycznej oferuje dodatkowe mozliwosci
wnioskowania, ktore w ostatnich latach wydaja si¢ by¢ szczegol-
nie chetnie stosowane w analizie medycznych danych pomiaro-
wych [1, 2, 3]. Na podstawie wspotczynnikow b (2) wyznaczany



PAK vol. 58, nr 4/2012

jest parametr ilorazu szans (ang. Odds Ratio - OR), ktéry dla
pojedynczej zmiennej x; wyraza si¢ zaleznoscia

ORy, = e, €))

Z punktu widzenia przydatnosci klinicznej bardzo istotne jest
prawidtowe odczytanie informacji zawartej w tym parametrze.

2. Interpretacja wspoétczynnikéw regresji

Nalezy zauwazy¢, ze model, typowo opisywany jedynie rowna-
niem (2), mozna roéwniez zinterpretowaé nieco inaczej. Stato$¢
parametru OR dla wszystkich warto$ci zmiennej niezaleznej moze
by¢ uzyskana jedynie, gdy zatozymy, ze populacja moze by¢
podzielona na dwie grupy — odpowiednio z wartoscig cechy 0 oraz
1 — przy czym kazda z tych dwdch czgéci jest opisana przez iden-
tyczny rozktad normalny, rézniacy si¢ jedynie warto$cig $rednia,
czyli po# uy, natomiast odchylenia standardowe pozostaja takie
same, 0= 01=0. Oznacza to, iz wyst¢gpowanie, lub nie, danej cechy
wigze si¢ jedynie z przesunigciem catego rozkladu o pewng stala
i wtedy zachodzi nastepujaca zaleznosé

b Hi—Ho 4)

="
0_2

W takim przypadku iloraz szans oznacza proporcj¢ dwoch warto-
$ci szansy wystapienia cechy, wyliczonej dla x;+1 oraz dla x;.

Zmienna x;, wyrazona jest w okre§lonych jednostkach. Szansa
wyraza proporcj¢ prawdopodobienstwa wystgpienia cechy do
prawdopodobienstwa jej niewystapienia. Przyktadowo, gdy x; jest
stezeniem w g/mL oraz OR,=1,5, oznacza to, ze zwigkszenie
stezenia x; o 1 g/mL jest powiazane z 1,5-krotnie wigksza szansa
wystapienia cechy. Gdyby przed wyznaczeniem wspotczynnikow
regresji podzielono wartoéci zmiennej x; przez 100, to wyznaczo-
ny parametr OR wskazywalby na zmiang¢ szansy przy kazdym
wzroscie stezenie o 100 g/mL. Daje to mozliwos¢ wyboru jednostki
wygodnej w ocenie klinicznej. W przypadku, gdyby x; byto zmien-
ng otrzymang przez wyznaczenie logarytmu o podstawie 2 ze stgze-
nia, to parametr OR=1,5 oznaczalby 1,5-krotny wzrost szansy przy
podwojeniu stezenia (podstawa logarytmu). W tym przypadku
jednostki pierwotne nie maja znaczenia. Jak widaé, zastosowanie
logarytmu naturalnego, oznaczatoby konieczno$¢ interpretowania e-
krotnych (e=2,73...) zmian zmiennej pierwotne;.

Wykorzystujac model regresji logistyczne dla wielu zmiennych
wyjasniajacych, parametr OR mozna takze wyznaczaé tacznie dla
kilku wybranych zmiennych

by bm b by +by, +b
OR (j =€ e =k om™0n (3)

Wyraza on oszacowanie wzrostu szansy, przy jednoczesnym
wzroscie o jednostkg wszystkich wykorzystanych zmiennych.
W tym przypadku x, x,, oraz x,. Kazda ze zmiennych moze mie¢
swoja wlasng, odpowiednio dobrang jednostk¢ a wybrane zmienne
moga by¢ wynikiem np. logarytmowania zmiennych pierwotnych.
Jednak interpretacja kliniczna takiego wyniku nie jest juz tak
oczywista, jak w przypadku OR dla pojedynczej zmiennej, zatem
jego przydatno$¢ moze by¢ w praktyce mocno ograniczona. Roz-
wazajac jednoczesng interpretacje wynikow otrzymanych dla
dwoéch zmiennych pochodzacych z pomiaru w ramach rzeczywi-
stego eksperymentu klinicznego, stwierdzono, iz wskazane jest
okre$lanie nie tylko przyrostu szans, ale takze samych warto$ci
szans, i to nie tylko przy jednoczesnych jednostkowych przyro-
stach obu zmiennych, ale dla bardziej realnych klinicznie sytuacji.
Ze wzgledu na mozliwo$¢ wygodnej reprezentacji graficznej,
podejscie takie staje si¢ szczegdlnie wygodne dla dwoch zmien-
nych wyjasniajacych. Dla uproszczenia w dalszych rozwazaniach
zmienne te bgda oznaczone jako x i y.
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3. Eksperyment symulacyjny

W celu zilustrowania zaproponowanej interpretacji opisanego mo-
delu, przeprowadzono obliczenia symulujgce idealny eksperyment
kliniczny. W pakiecie Matlab wygenerowano N=2'* zestawow da-
nych, przyjmujac iz potowa z nich odpowiada wartosci cechy 0,
a potowa 1. Role zmiennych wyjasniajacych pelily dwie zmienne
numeryczne o rozkladach normalnych i odchyleniu standardowym
0=4, oraz wartoSciach Srednich: 11,=10, £4,,=20, =15, p£,1=5.

Funkcje prawdopodobienstwa wystapienia cechy, w zaleznosci
od warto$ci zmiennych x oraz y wyznaczono na podstawie zalez-
nosci

Z(%))

p(x,y) = 2(x,¥) =bg +bjx+byy s (6)

1475 ;

Na rys. 1 pokazano sumaryczny rozktad tak opisanych danych
oraz trojwymiarowy wykres prawdopodobienstwa, wynikajacy
z wyliczenia parametréw dla regresji logistycznej.

Rys. 1. Dla przeprowadzonego eksperymentu: a) suma obu (dla cechy 0 oraz 1)
funkcji facznej ggstosci rozktadow prawdopodobienstwa dla zmiennych
numerycznych, b) wykres funkcji prawdopodobienstwa wystapienia cechy,
wyznaczonej w wyniku zastosowania regresji logistycznej

Fig. 1. For the conducted experiment: a) sum of both (for feature being 0 and 1) joint
probability density functions for the numerical variables, b) graph of the probability
function for the binomial feature, obtained from logistic regression analysis

Z wykresu na rys. 1b odczyta¢ mozna obszary, gdzie prawdo-
podobienstwo wystapienia cechy jest bliskie 1 oraz gdzie jest
bliskie 0. Doktadniejszy odczyt nie jest jednak mozliwy. W tabeli
1 zawarto dane posrednie oraz wartosci ilorazéw szans.

Tab. 1. Wyznaczone wspotczynniki regresji oraz ilorazy szans

Tab. 1. Computed regression coefficients and odds ratios
k 0 1(x) 2(y)
by -3,2375 0,6208 -0,6119
OR;. - 1,8604 0,5423

Natomiast faczny iloraz szans wynosi: OR;; 5= 1,0089.

Wyniki powyzsze nalezy interpretowaé nastgpujaco. Wzrost
zmiennej x o 1 powoduje wzrost szansy o 86%, wzrost jednostko-
Wy zmiennej y wigze si¢ ze zmniejszeniem szansy o 66%, nato-
miast jednoczesna zmiana jednostkowa obu zmiennych nie powo-
duje praktycznie zadnej zmiany wartosci szansy.

4. Wyniki kliniczne

Dla N=47 pacjentow pediatrycznych z wrodzona wada serca,
ktorzy poddani byli zabiegowi kardiochirurgicznemu w krazeniu
pozaustrojowym, w drugiej godzinie po zabiegu zbadano st¢zenie
w surowicy interleukiny 6 (IL6) [2, 3], a po uptywie doby doko-
nano oceny wystapienia ostrego uszkodzenia nerek, zgodnie
z kryteriami wedlug skali pediatric pRIFLE [1]. W wyniku tej
procedury otrzymano probe N0=28 dzieci, u ktorych cecha (ostre
uszkodzenie nerek) nie wystapita oraz N1=19 dzieci, dla ktorych
stwierdzono wystgpienie cechy. Liczno$¢ proby umozliwita prze-
prowadzenie analizy regresji logistycznej dla dwdoch zmiennych
[4], przy czym po wstepnych analizach oprocz IL6, wyrazanej
w pg/mL, jako druga zmienng wytypowano mas¢ ciata w kg. Za
jednostke zmian stgzen IL6 przyjeto 100 pg/mL, natomiast dla
masy ciata konieczne bylo zastosowanie transformacji logaryt-
micznej, wybrano zatem logarytm o podstawie 2. W tabeli 2 ze-
brano wartosci posrednie oraz wyliczone ilorazy szans.
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Tab. 2. Wyznaczone wspotczynniki regresji oraz ilorazy szans
Tab. 2. Computed regression coefficients and odds ratios

k 0 1 () 2()
by 14545 | 0,6811 | -1,1204
OR; - 1,9760 | 0,3261

Wiyniki zawarte w tabeli 2 wskazuja, ze kazdy przyrost o 100
pg/mL stezenia 1L6 wiaze si¢ ze wzrostem szansy wystapienia
ostrego uszkodzenia nerek o 98%, natomiast kazde podwojenie
masy ciala zmniejsza te szans¢ o 67%. Laczny iloraz szans wynosi
w tym przypadku: OR(, = 0,6445. Wynik ten oznacza, Ze jedno-
czesne zwickszenie stgzenia IL6 o 100pg/mL oraz podwojenie
masy ciata dajg tacznie spadek szansy ostrego uszkodzenia nerek
0 35%. Latwo zauwazy¢, ze bez odpowiedniego przeliczenia jest
to informacja mato uzyteczna w warunkach klinicznych. Dlatego
tez opracowano graficzng metod¢ prezentujaca wyniki wyrazone
powyzszymi liczbami w postaci odpowiedniego nomogramu.
Podczas tworzenia takiego wykresu mozliwe byto dodatkowo
sprowadzenie wynikow do jednostek pierwotnych — np. ponowne
wyrazenie masy ciata w kg, a nie poprzez wartosci logarytmu.

Po wyznaczeniu wspotczynnikdw regresji wyznaczono wartosci
pomocniczej funkcji z(x,y), zastosowanej w (6)

2(x,y) =by + by &wz logy (1) » (7

gdzie x oznacza stezenie IL6 w pg/mL, natomiast y - mas¢ ciata w kg.
Bazujac na zalozeniach modelu wyznaczono zalezno$¢ dla
szansy jako funkcji obu zmiennych

s(x,y)=—"""""> 3

Funkcje¢ prawdopodobienstwa, wyliczong wedlug zaleznosci (6)
z podstawieniem (7), mozna przedstawi¢ w formie trojwymiaro-
wego wykresu, jak na rys. 1b. Jednak w celu odczytania wartosci
prawdopodobienstwa dla konkretnych danych, w podrecznikach
zalecane jest podstawienie tych danych do wzoru (6) i wyliczenie
pojedynczej wartosci prawdopodobienstwa.

Masa ciafa w kg
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Rys. 2. Nomogram funkcji prawdopodobiefistwa (6) wynikajacej z rozwigzania
zadania regresji logistycznej dla danych klinicznych

Fig. 2. Nomogram for the probability function (6) being the result of logistic
regression task solution for the clinically obtained data

Zastapienie tréjwymiarowego wykresu przez wykres poziomi-
cowy, pokazany na rys. 2, umozliwia nie tylko dostatecznie precy-
zyjny odczyt, ale takze szybka oceng, na ile zmieni si¢ warto$¢
prawdopodobienstwa, przy zatozonym marginesie zmian parame-
trow niezaleznych.

Przeliczenie (8) wyznacza funkcje szansy, przy czym w tym
przypadku wykres trojwymiarowy staje si¢ jeszcze bardziej nie-
czytelny, z powodu faktu, iz wartosci tej funkcji obejmuja zwykle
kilka rzedow wielko$ci. Sporzadzenie odpowiedniego nomogra-
mu, jak na rys. 3, z wykladniczo narastajacymi warto$ciami po-
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zioméw, umozliwia natychmiastowe, odpowiednio doktadne
okreslenie wartosci szansy dla danego zestawu parametrow.
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Rys. 3. Nomogram funkcji szansy (8) wynikajacej z rozwiazania zadania regresji
logistycznej dla danych klinicznych

Fig. 3.  Nomogram for the odds function (6) being the result of logistic regression
task solution for the clinically obtained data

Pogrubiona linia na rys. 3 odpowiada pogrubionej linii z rys. 2.
5. Wnioski

Proponowana forma przedstawiania wynikow regresji logi-
stycznej jest stosunkowo prosta i znana z wielu innych dziedzin,
jednak pomimo tego nie zostala dotad zastosowana w dostepnych
podrecznikach ani publikacjach opisujacych wyniki badan ekspe-
rymentalnych. Opracowane nomogramy przedstawiajace linie
statych wartosci szansy oraz ryzyka wystapienia OUSzN, wskazu-
jace na przedziaty tych warto$ci w zaleznos$ci od wartosci stgzenia
IL6 w surowicy w odniesieniu do masy ciata moga stanowi¢ cenng
pomoc w przytdzkowej ocenie ryzyka wystapienia ostrego uszko-
dzenia nerek i wczesnych interwencji terapeutycznych, w tym —
terapii nerkozastgpcze;j.
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