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Streszczenie

Przedmiotem rozwazan sa podstawy formalne procedury sktadania nie-
pewnosci typu A i B, zaproponowanej w przewodniku GUM [1]. W arty-
kule poddano analizie podstawy matematyczne tej procedury i wykazano
ich niesp6jnos¢, a nastgpnie omowiono nowy sposob obliczania niepewno-
$ci, bazujacy na modelu wyniku pomiaru.

Stowa Kkluczowe: niepewno$¢ wyniku pomiaru, niepewnosci typu A i B,
model wyniku pomiaru, btad wyniku pomiaru.

On formal bases of composition of A and B
type uncertainties

Abstract

Considerations presented in the paper deal with the visible absence of
formal bases of the A and B type uncertainty composition procedure
proposed in GUM [1] and based on partial uncertainty composition
described by formula (1). This lack of formality is caused by the fact that
the uncertainty of type A is calculated on a basis of the measurement result
series and one cannot point any other set of measurements, which may
be composed with this series. The first part of the paper is devoted to
presentation of a single measurement result model (2) in application to the
uncertainty calculation procedure based on the uncertainty definition (3)
and determined by functional (4). In the succeeding part, an analysis of
formula (1) from the point of view of the random error model given by (6)
is realised. By analogy to uncertainties of A and B type, the errors of the
same type have been determined, which enabled obtaining equation (10)
and comparing it with equation (1). The final part of the paper contains
discussion of conclusions which can be drawn from this comparison.

Keywords: uncertainty of a measurement result, uncertainties of A and B
type, model of a measurement result, error of a measurement result.

1. Skladanie niepewnosci typu Ai B

Zgodnie z przewodnikiem [1] niepewnos¢ jest traktowana jako
swoista miara wptywu czynnikéw losowych na niedokladno$é
zbioru wynikow pomiaru, uzyskanych w tych samych warunkach
pomiarowych. Sktadniki niepewnosci calkowitej dzielone sa na
dwie kategorie A i B, w zaleznosci od metody ich obliczania.
Niepewnos¢ typu A obliczana jest statystycznie na podstawie serii
wynikow pomiaru, natomiast typu B wyznaczana jest probabili-
stycznie na podstawie ,,dostepnej wiedzy” [1]. Podstawa procedu-
ry obliczeniowej jest formuta matematyczna, polegajaca na geo-
metrycznym sumowaniu tzw. niepewnosci standardowych, ktore
s odchyleniami standardowymi zmiennych losowych, opisuja-
cych czynniki zaburzajace proces pomiaru. W zwiazku z tym
formule geometrycznego sktadania niepewnos$ci w przypadku, gdy
czynniki te sg nieskorelowane mozna zapisac jako:

0'=N/0'/2\+0'§]+0';2+...+0'é, s 8

gdzie o jest wypadkowym odchyleniem standardowym, o, odchy-
leniem standardowym czastkowym wyznaczanym statystycznie na
podstawie serii pomiarowej (niepewnoscia typu A), a o, gy, -.-
o, odchyleniami standardowymi zmiennych losowych o rozkta-
dach wyznaczanych na podstawie wiedzy o warunkach, w jakich
odbywaja si¢ pomiary (niepewnosciami typu B). Biorac pod uwa-
ge, ze koncowy wynik pomiaru uzyskiwany jest jako $rednia
z serii, o, jest estymatorem odchylenia standardowego popula-
cji liczb losowych bedacymi wartosciami §rednimi serii wynikow
pomiardéw o takiej samej dtugosci i uzyskiwanych w tych samych
warunkach pomiarowych. Natomiast odchylenia standardowe opy,
Opy, ..., 0p; (niepewnosci standardowe typu B) nie sg estymatora-
mi, gdyz nie sa uzyskiwane metodami statystycznymi. Sa one
parametrami rozktadow zmiennych losowych, ktdrych opis two-
rzony jest z reguly na podstawie wiedzy uzyskiwanej w inny
sposob, niz przez wykonywanie pomiaréw.

Wyrazenie (1) moze by¢ stosowane, gdy odchylenia standardo-
we w wyrazeniu podpierwiastkowym sg parametrami nieskorelo-
wanych populacji liczb losowych, ktorych realizacje sa sumowa-
ne. Jednak w rzeczywistosci realizacje zbioru wynikow pomiaru
nie moga sumowane z zadnymi innymi, gdyz w procesie pomiaru
wykorzystuje si¢ tylko jedna seri¢ wynikéw. Zatem wynika stad
wniosek, ze sktadanie niepewnosci zgodnie z wyrazeniem (1) nie
ma uzasadnienia formalnego.

Pomimo braku postaw formalnych, zaleznos¢ (1) jest jednak
powszechnie stosowana w praktyce pomiarowej. Uzasadnienie
tego ma charakter intuicyjny i bazuje na stwierdzeniu, ze wyraze-
nie (1) taczy ze soba rézne czynniki wplywajace na niedoktadnosé
wyniku pomiaru. Nalezy przy tym podkresli¢, ze takie podejscie
nadaje zaleznosci (1) charakter umowny. W praktyce, gdy po-
rownuje si¢ ze soba wyniki pomiaréw laboratoryjnych, nie stano-
wi to istotnej przeszkody. Jednak brak podstaw formalnych powo-
duje, ze zalezno$¢ (1) nie moze by¢ podstawa rozwazan o cha-
rakterze naukowym. Stanowi to istotny jej mankament.

W opisanej sytuacji celowe wydaje si¢ celowe podjecie proby
poszukiwanie takich $ciezek rozumowania, ktore nadatyby sens
formalny zaleznosci (1). Jedno z najprostszych podej$¢ moze by¢
oparte na zatozeniu, ze wzor (1) powstal przez wprowadzenie
uproszczen do jakiej§ innej, formalnie poprawnej zaleznosci.
W kolejnym punkcie przedstawiono wykorzystanie modelu poje-
dynczego wyniku pomiaru jako punktu wyjscia formalnej analizy
zaleznosci (1).

2. Zastosowanie modelu pojedynczego wyniku
pomiaru do wyznaczania niepewnosci

Niepewnos¢ opisuje wlasciwosci wyniku pomiaru, a zatem pod-
stawg do wyznaczenia zalezno$ci stuzacych do sktadania niepew-
nosci czastkowych powinien by¢ fizycznie uzasadniony model
matematyczny tego wyniku. Do dalszych rozwazan uzyto modelu
pojedynczego wyniku pomiaru, uzyskanego na podstawie analizy
procesu kwantowania [2]. Jednak model ten moze by¢ uogélniony
takze na inne sytuacje pomiarowe [3]. Zgodnie z tym modelem,
nieznana prawdziwa warto§¢ wielko$ci mierzonej jest opisana
zaleznoscia:

x=x+e, )

gdzie x jest oceng wartosci wielko$ci mierzonej, uzyskang przez
usuni¢cie z surowego wyniku pomiaru wszystkich sktadowych
o charakterze systematycznym, a e jest blgdem losowym opisa-
nym funkcja gestosci prawdopodobienstwa g.(e) o zerowej warto-
$ci oczekiwanej i symetrycznej wzgledem osi rzednych.
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Formalny opis niepewnosci, przy uzyciu symboli specyficznych
dla modelu (2), ma postaé wyrazenia:

Prlx—f<Ul=p, 3)

ktére mozna odczyta¢ w nastgpujacy sposob: prawdopodobien-
stwo Pr tego, ze warto$¢ bezwzgledna réznicy wartosci prawdzi-
wej 1 jej oceny (wyniku pomiaru) jest nie wicksza niz niepewno$¢
U wynosi p.

Gdy wezmie si¢ pod uwage, ze zgodnie z (2) zachodzi:
x—Xx=e, to dla znanej symetrycznej funkcji gestosci prawdopo-
dobienstwa g,(e) bledu e zaleznos¢ (3) mozna zapisa¢ w postaci:

[e.le)de=p @)

U

gdzie p jest poziomem ufnosci o wartosci typowo przyjmowanej
jako p=0,95. Rozwigzanie tego funkcjonatu ze wzgledu na U
prowadzi do uzyskania wartos$ci niepewnosci.

3. Niepewnosé¢ catkowita serii pomiarowej

Opisany model pojedynczego wyniku pomiaru powstat dla ce-
16w obliczania niepewnosci danych pomiarowych przetwarzanych
algorytmicznie. Moze by¢ zatem stosowany do obliczanie $redniej
z serii pomiarowej, gdyz daje si¢ ona opisa¢ w postaci prostego
algorytmu przetwarzania [2].

Przyjmijmy, Ze seria pomiarowa jest ciagiem N wynikow po-
miarowych {x(l), x(2),...,x(N )}, uzyskanych w tych samych
warunkach. Srednig z serii mozna zapisa¢ jako:

X, = Zx(n) 5)

1<
ST N —
Zalézmy takze, ze blad catkowity kazdego z wynikéw sktadaja-
cych si¢ na seri¢ daje si¢ opisa¢ w postaci takiej samej sumy
nieskorelowanych bledow czastkowych o znanych rozkladach
(podejscie takie uzasadniajag wyniki badan przedstawione w pracy
[2]). Przyjmijmy ponadto, ze odpowiednie odchylenia standardo-
we, sktadane zgodnie z zaleznoécia (1), sg parametrami rozktadow
tego rodzaju btedow czastkowych. W takim przypadku uzyskuje
si¢ opis bledu catkowitego pojedynczego wyniku z serii w postaci
sumy:
e=e, +ey +...+tey,, (6)

gdzie symbolami e,,e;,...,e,, 0znaczono blgdy opisywane pro-

babilistycznie o wartosci oczekiwanej rownej zeru. Przez analogi¢
do skladnikow wyrazenia (1), nazwijmy te bledy odpowiednio
btgdem typu A i btgdami typu B.

Podstawowa wlasciwoscia zastosowanego modelu wyniku po-
miaru jest addytywno$é jego sktadnikéw, co pozwala na oddzielne
wykonywanie operacji arytmetycznych na ocenach i ich bledach
[2]. Rozktad catkowitego btedu wyniku moze by¢é wyznaczony
przy uzyciu splotu funkcji gestosci prawdopodobienstwa biedow
czastkowych i uzyty do obliczenia niepewnosci zgodnie z funk-
cjonatem (4). Uwzgledniajac tg wtasciwos¢ modelu i bazujac na
wzorze (5), btad calkowity $redniej z serii mozna zapisa¢ jako:

l N 1 N 1 N l N

e 7ﬁ;e(n)fﬁ;eA(n)+N;eBl(n)+...+ﬁ;eﬁ,(n) (7)
Przyjmijmy teraz, ze poszczegélne bledy, wyszczegdlnione we
wzorze (7), opisuja przyczyny wystgpowania niepewnosci czastko-
wych, objetych zaleznosciag (1). I tak, niech pierwszy btad e, odpo-
wiedzialny jest za wystgpowanie niepewnosci typu A, a pozostate
btedy za niepewnosci typu B. Niepewno$¢ typu A wyznaczana jest
statystycznie, co oznacza, ze jest ona skutkiem wystgpowania blg-
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dow o charakterze losowym. W takim przypadku mozna przyjaé, ze
realizacje btedu e, w kolejnych wynikach serii sg pobierane z N
niezaleznych populacji o takim samym rozkladzie, a zatem odchy-
lenie standardowe $redniej z sumy btedow e, wynosi:

e A GO RSN

gdzie o, jest odchyleniem standardowym btedu typu A.

Gdy uwzgledni si¢, ze wszystkie wyniki serii uzyskiwane sa
w tych samych warunkach pomiarowych, to bledy typu B maja
takie same warto$ci dla wszystkich wynikéw z serii. Wynika to
z faktu, ze wszystkie btedy losowe wyniku pomiaru opisuje tacz-
nie blad typu A, a wigc pozostale bledy musza mie¢ w tych wa-
runkach state wartosci. Oznacza to, ze dla kazdego btedu typu B
zachodzi:

1 N 1 N .
WZij(n)zﬁz“ij:eB/, j=L..,J. ©)]
n=1 n=1

Losowos¢ tych btedow ujawnia si¢ dopiero wtedy, gdy zmienia-
ja si¢ warunki pomiaru, a odpowiednie funkcje gestoéci prawdo-
podobienstwa bledow opisuja ich rozktad w calym zakresie
zmienno$ci warunkéw pomiaru. Mozna wigc powiedzie¢, ze
niepewnos$ci typu B s3 odchyleniami standardowymi o.p; tego
rodzaju bledow. Zatem dla btedu catkowitego Sredniej z serii (5),
o sktadnikach okreslonych jako typu A i B, odchylenie standar-
dowe, zgodnie z zalezno$ciami (7), (8) i (9), ma postac:

esr

2
_ |G 2 2 2
o —\/—]\‘[ + O+ O+ F O, - (10)

Po poréwnaniu ze sobg wyrazen (1) i (10) widoczne jest, ze
réznig si¢ one tylko pierwszym sktadnikiem. Zaktadajac tozsa-
mos¢ obu wyrazen, uzyskuje si¢ zalezno$¢:

GEA (11)

N

opisujaca zwigzek migdzy niepewnoscia typu A, a odchyleniem
standardowym btedu typu A.

Przyjmijmy ponadto, ze niepewno$¢ typu A jest wyznaczana
przy uzyciu estymatora odchylenia standardowego $redniej z serii,
okreslonego jako [4]:

O'A:

_ 1 AN —
= — — 12
\/N(N_l);[x(n) i (12)
gdzie x jest §rednig z ocen fc(n), czyli zachodzi:
_ 18,
xzﬁgx(n). (13)

W takim przypadku poréownanie wyrazen (11) i (12) prowadzi do
whniosku, ze wykorzystanie estymatora odchylenia standardowego
serii wynikéw pomiaru:

5:\/(;%‘[&(;1)—;]2 (14)

N-1)4

do wyznaczania warto$ci odchylenia standardowego o, biedu
typu A pozwala na uzyskania takiej samej postaci matematycznej
zaleznosci (1) i (10). Konsekwencja tego jest stwierdzenie, ze
uzycie we wzorze (1), bedacym podstawg procedury wyznaczania
niepewnosci zgodnie z przewodnikiem [1], warto$ci niepewnosci
typu A obliczonej zgodnie z (12) powoduje, ze zalezno$¢ (1)
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uzyskuje podstawy formalne w sensie modelu wyniku pomiaru,
opisanego zaleznosciami (2) i (6).

4. Warunki pomiaru a niepewnos¢

Z przedstawionych rozwazan wynika, ze wyrazenie (1), wiaza-
ce niepewnosci standardowe A i B, moze mie¢ podstawy formal-
ne, gdy przyjmie si¢, ze niepewno$¢ typu A jest obliczana jako
estymata odchylenia standardowego $redniej z serii sktadajacej si¢
z ocen wynikoOw pomiaru. Mozna to obrazowo uzasadni¢ w ten
sposob, ze w przypadku serii pomiarowej rozktad ocen i rozktad
losowego bledu pomiaru zgodnie ze wzorem (2) maja ten sam
ksztalt (roznig si¢ wartoSciami oczekiwanymi), a zatem maja
odchylenia standardowe réwne co do wartosci. Oczywiscie takie
rozumowanie jest poprawne, gdy zaakceptuje sie, ze zrodlem
niepewnosci jest btad pomiaru.

Analiza opisanych zaleznosci prowadzi jednak do wniosku, ze
wystepuje niespdjnos¢ w odniesieniu do warunkdéw pomiaru, dla
ktorych wyznaczane sa niepewnosci A i B. Mianowicie, seria
wynikow musi by¢ uzyskiwana w wasko rozumianych warun-
kach pomiaru, czyli dla statych wartosci wielkosci wplywajacych
na niedoktadnos$¢ procesu pomiaru (przyktadowo w statej tempe-
raturze). Takie zastrzezenie jest niezbedne, aby spelniony byt
warunek (9), gdyz w przeciwnym przypadku zmieniajace si¢
wartosci btedéw typu B ujawniatyby si¢ w warto$ciach wynikow
pomiaru tworzacych seri¢, a tym samym wplywalyby warto$¢
niepewnosci typu A. Natomiast niepewnosci typu B w ogdélnym
przypadku wyznaczane sg dla szeroko rozumianych warunkéw
pomiaru, gdyz cz¢$¢ z czynnikow powodujacych bledy typu B
zwiazana jest z wielkosciami wplywajacymi na proces pomiaru,
ktore zmieniaja si¢ w pewnych, dopuszczalnych granicach. Pro-
blem ten jest dobrze widoczny w przypadku przyrzadéw pomia-
rowych, ktorych parametry metrologiczne zmieniaja si¢ w zalez-
nos$ci od warunkow ich pracy.

Dla przyktadu rozwazmy w duzym uproszczeniu obliczanie
niepewnos$ci pomiaru napigcia woltomierzem cyfrowym. Przesu-
ni¢cie zera i nachylenie charakterystyki woltomierza zaleza od
temperatury, a ponadto w przypadku doktadnych woltomierzy
widoczny jest wplyw szumow wewnetrznych na wyniki pomiaru.
W tej sytuacji niepewnos$¢ typu A obliczana jest statystycznie na
podstawie serii wynikow uzyskanych w praktycznie statej tempe-
raturze, ktorej warto$¢ jednak w wielu sytuacjach nie jest brana
pod uwage (nie jest znana). Brak wiedzy odno$nie wartosci tem-
peratury i sposobu jej oddziatywania na charakterystyke wolto-
mierza jest reprezentowany w niepewnosci catkowitej w postaci
niepewnosci typu B. Robi si¢ to, zaktadajac ze w rzeczywistosci
zmiany temperatury zachodza w okre$lonych granicach (np. w od
15 do 25 °C) i wyznaczajac na podstawie parametrow katalogo-
wych przyrzadu parametry rozktadu btedow typu B, przyktadowo
przyjmujac rozktad jednostajnych tych bledow w podanym zakre-
sie zmian temperatury. Wynika stad, ze niepewnosci typu B obli-
czane s3 dla zmian temperatury w okre§lonym zakresie, natomiast
niepewnos¢ typu A dla jednej warto$ci temperatury.

Opisany i zilustrowany powyzej problem niespdjnosci warun-
kow pomiaru dla niepewnosci typu A i B moze nie mie¢ istotnego
znaczenia dla warto$ci obliczanej niepewnosci, jednak razi ze
wzgledow metodologicznych. Aby go uniknaé nalezaloby zrezy-
gnowac ze statystycznego obliczania niepewnosci typu A na rzecz
wykorzystywania jednolitego modelu btgdu wyniku pomiaru (6),
w ktorym wszystkie sktadowe biedy traktowane sa jednolicie.
Polega to na tym, rozktady wszystkich btgdow w tym modelu,
a zatem rowniez bledu typu A, musza by¢ znane a priori, czyli
przed wykonaniem pomiaru. Nie ma wowczas potrzeby staty-
stycznej obrobki serii wynikow pomiaru, gdyz niepewnosci dla
wszystkich btedow wyznaczane sg probabilistycznie, na podstawie
parametréw ich rozktadéw. Procedury statystyczne moga by¢
wykorzystywane w fazie identyfikacji bledéw typu A.

Problem rezygnacji ze statystycznej obrobki wynikéw pomiaru
dla celow obliczania niepewno$ci ma jeszcze jeden, bardziej
fundamentalny aspekt. Mianowicie, jest wiele sytuacji, w szcze-

gblnosci wystepujacych w systemach pomiarowo-sterujacych [2],
kiedy mozna dokonywa¢ tylko jednego pomiaru. Dzieje si¢ tak
w szczegolnosci dla zmiennych w czasie wielkosci mierzonych,
ktore sa probkowane, a warto$¢ probki jest mierzona jednorazowa
za pomoca przetwornika A/C [2]. W tych sytuacjach obliczanie
niepewnos$ci musi by¢ realizowane na podstawie znanego modelu
btgdu wyniku pomiaru. Nic nie stoi na przeszkodzie, aby takie
podejscie stosowa¢ powszechnie, rowniez przypadkach, gdy
istnieje mozliwo$¢ powtarzania pomiaru.

Techniczna mozliwo$¢ uzyskiwania serii pomiarowej nie ozna-
cza, ze jest to zawsze celowe. Przede wszystkim nalezy zauwazy¢,
ze uzyskanie ciggu pomiaréw wymaga wielu dzialan, a zatem jest
na og6t czasochtonne i kosztowne, gdyz wymaga zapewnienia
stabilnych warunkéw pomiaru. Powtarzanie pomiar6w ma sens,
gdy prowadzi do zmniejszenia niepewnosci. Tak si¢ jednak dzieje
tylko wtedy, gdy niepewno$¢ typu A obliczona dla Sredniej z serii
nie jest istotnie mniejsza od innych sktadnikoéw wyrazenia (10).
Innymi stowy, niepewno$¢ typu A dla $redniej musi by¢ porow-
nywalna z niepewnosciami typu B. Gdy jest istotnie mniejsza,
powtarzanie pomiarow traci sens. A wowczas do obliczania nie-
pewnosci najlepiej jest wykorzystywaé model btedu pojedynczego
wyniku pomiaru.

5. Podsumowanie

Z przedstawionych rozwazan wynika, nalezatoby podja¢ kroki
w celu ustalenia nowego paradygmatu w zakresie wyznaczania
niepewnos$ci wyniku pomiaru. Dotychczas stosowany, bazujacy na
propozycjach zawartych w przewodniku [1], ma szereg wad, ktore
zostaty scharakteryzowane w artykule. Co prawda, mozna powie-
dzie¢, ze umowno$¢ uzywanych w praktyce procedur wyznaczania
niepewnosci nie stanowi istotnej przeszkody, o ile wszyscy prze-
strzegaja przyjetych regut. Jednak brak podstaw formalnych po-
woduje, ze wykorzystywanie tych procedur w badaniach nauko-
wych budzi kontrowersje.

Nowy paradygmat musi mie¢ dobre podstawy formalne, bazu-
jace na uzgodnionym i powszechnie aprobowanym modelu wyni-
ku pomiaru. Powinien to by¢ model pojedynczego wyniku po-
miaru, gdyz tylko taki moze by¢ uzywany w warunkach zmienno-
$ci sygnatu pomiarowego. Da to mozliwo$¢ objecia procedurami
obliczania niepewnoS$ci szerokiego zakresu warunkéw pomiaru,
spotykanych nie tylko w laboratoriach, ale réwniez w warunkach
przemystowych, w tym objgcia tymi procedurami blgdéw dyna-
micznych i innych rodzajoéw btedu [2].

W niniejszym artykule naszkicowano zarys podejscia, ktore mo-
globy by¢ podstawa nowego paradygmatu. Zaleta tego podejscia
jest spojnos¢ pojeciowa i metodologiczna z dotychczas stosowany-
mi procedurami obliczania niepewnosci. Wymaga on jednak zaak-
ceptowania podstawowego stwierdzenia, ze zrodtem niepewnosci sa
bledy pomiaru, a dla celéw wyznaczania niepewnosci opis tych
bledow musi by¢ okreslony a priori. Wspolczesna technologia
wytwarzania narzgdzi pomiarowych i stosowane aktualnie techniki
pomiarowe stwarzaja dobre podstawy do eksperymentalnej realiza-
cji tego rodzaju sposobu wyznaczania opisu bledow pomiaru.
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